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خغي در ّبی پبراهتز تَسيعي غيزٌِ  عيغتنخغي ٍ هخقَفبً هغبئل کٌتزل ثْيّبی کلاعيک ثزای حل هغبئل کٌتزل غيزرٍػ: چکیده

خغي هعزفي ريشی غيزحبلت کلي هعوَلاً کبرآهذ ًيغتٌذ. در ايي همبلِ رّيبفتي خذيذ ثزای حل تمزيجي ايي دعتِ اس هغبئل ثب اعتفبدُ اس ثزًبهِ

عبسی کزدُ ٍ ثب هغئلِ خذيذ را گغغتِ کٌين ٍ عپظکٌين. در اثتذا، هغئلِ افلي را ثِ يک هغئلِ هعبدل درحغبة تغييزات تجذيل هيهي

ريشی خغي تجذيل خغي را ثِ يک هغئلِ ثزًبهِريشی غيزتَاى هغئلِ ثزًبهِکٌين. علاٍُ ثزايي هيخغي آى را حل هيريشی غيزاعتفبدُ اس ثزًبهِ

آهذی رٍػ ثب حل هثبل عذدی ًؾبى دادُ ريشی خغي ًيش اعتفبدُ کزد، در آخز کبرًوَدُ ٍ ايي اهكبى را داؽت کِ اس ًزم افشارّبی ثزًبهِ

 ؽذُ اعت.

 .کٌتزل ثْيٌِ، عيغتن ّبی پبراهتز تَسيعي، حغبة تغييزات، ثزًبهِ ريشی غيزخغي کلمبت کلیدی: 

New Approach for Numerical Solution of Distributed Parameter Systems 

Optimal Control Problems 

Seyed Mehdi Abasi, Ali Vahidian Kamyad 

Abstract: Classical methods are not usually efficient, to solving nonlinear control problems and 

especially Nonlinear distributed parameter systems Optimal Control Problems (NOCP). In this 

paper we introduce a new approach for solving this class of problems by using NonLinear 

Programming Problem (NLPP). First, we transfer the original problem to a new problem in form of 

calculus of variations. The next step we discrete the new problem and solve it by using NLPP 

packages. Moreover, a NLPP is transferred to a Linear Programming Problem (LPP) which 

empowers us to use powerful LP software. Finally, efficiency of our approach is confirmed by some 

numerical examples.    

 

Keywords:  optimal control, distributed parameter systems, calculus of variations, nonlinear 

programming 

 مقدمه -1

دِّ گذؽتِ هحممبى ٍ هٌْذعبى کٌتزل ثزای حل هغبئل  در چٌذ

تمزيت  اس ّب غتنيعکٌتزل غيز خغي ٍ ثِ دعت آٍردى کٌتزلي ثزای ايي 

 کزدًذ يهسدى عيغتن ثِ فَرت عيغتن خغي در حَل ًمغِ کبر اعتفبدُ 

کِ ايي  آٍردًذ يهٍثب ايي رٍػ يک خَاة اٍليِ ثزای عيغتن ثِ دعت 

هؾبثِ يک عيغتن  تَاًغت يًوهَارد کبرآهذ ًجَد ٍ عيغتن رٍػ در ّوِ 

خغي ّبی سيبدی ثزای عيغتن ّبی کٌتزل غيزرٍػ [.11خغي عول کٌذ]

-ّبی اٍيلز لاگزاًض، خغيتَاى ثِ رٍػارائِ ؽذُ اعت کِ اس خولِ هي

ؽجكِ عقجي ٍ ، [ 8[ ، کٌتزل تغجيمي]9]همبٍم [، کٌتزل11عبسی فيذثک]

ٍ رٍػ تئَری  [12، ثزًبهِ ريشی پَيبی تكزاری][7-6الگَريتن صًتيک]

تَعظ  1980رٍػ تئَری اًذاسُ اٍليي ثبر در عبل [ اؽبرُ کزد. 4-2اًذاسُ]

ثزای حل هغبئل کٌتزل ثْيٌِ عيغتن ّبی فؾزدُ هَرد اعتفبدُ لزار 1رٍثيَ

گزفت ٍ در ٍالع ثبة خذيذی در تئَری کٌتزل گؾَد. در عبل 

ثب اعتفبدُ  ثعذی nرا در حبلت  حزارت  ئلِدکتز ٍحيذيبى کبهيبد هغ1988

. در ايي رٍػ هغئلِ کٌتزل ثْيٌِ ثِ [4]ثزرعي کزدُ اعت اس ايي رٍػ
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ؽَد ٍ عٌبفز کٌتزل ثْيٌِ ثِ فضبی خذيذ ثِ ًبم فضبی اًذاسُ ثزدُ هي

ّب را ثِ کٌتزل در ًظز گزفتِ هي ؽَد ٍ آى –فَرت سٍج ّبی هغيز 

ثزًبهِ  ّب هي تَاى ثِ رٍػديگز رٍػ اس فضبی اًذاسُ اًتمبل هي دٌّذ.

ريشی پَيب ثزای اٍليي ثبر در ثزًبهِ . رٍػاؽبرُ کزد پَيب تكزاریريشی

هيلادی ثزای حل هغبئل ثْيٌِ عبسی ارائِ گزديذ کِ اس آى ثزای  50دِّ 

ؽذ. ثب افشايؼ ثعذ هغئلِ حل هغبئل کٌتزل ثْيٌِ ثب ثعذ پبييي اعتفبدُ هي

اًدبهيذ، ثزای غلجِ دليك هيهذت عَلاًي ثِ خَاة ًبريشی پَيب در ثزًبهِ

1لَط ،ثز ايي هؾكل
اٍليي کغي ثَد کِ عميذُ اعتفبدُ اس  1989در عبل  

ريشی پَيب را ثِ فَرت تكزاری ثيبى کزد، کِ ثعذّب رٍػ ثزًبهِ ثزًبهِ

در ايي الگَريتن فبفلِ  .[12]( ًبم گزفتIDM) 2ريشی پَيبی تكزاری

ؽَد ٍ در ّز هزحلِ سهبًي ثب عَل هغبٍی تمغين هي pسهبًي هفزٍك ثِ 

ای ثبثت يک ؽَد. کٌتزل لغعِکٌتزل ثبثت فزك هي ،هزحلِ سهبًي

کٌذ ٍ ايي تمزيت ثب گزفتي گبم تمزيت خَة ثب کٌتزل پيَعتِ را فزاّن هي

 ؽَد.تز افلاح هيسهبًي کَچک

ل  تٌْب لبدر ثِ حّب اؽبرُ ؽذّب کِ در ثبلا ثِ آىرٍػثعضي اس 

خغي ّغتٌذ. ثٌبثزايي عجيعي ثِ ًظز ّبی غيزکلاعي خبؿ اس عيغتن

کِ ثِ دًجبل رٍػ ديگزی ثبؽين کِ لبدر ثبؽذ هغبئل کٌتزل ثْيٌِ  رعذ يه

خغي پبراهتز تَسيعي را حل کٌذ، هب در اداهِ يک اعن اس خغي يب غيز

-رٍػ خذيذ ثزای حل ايي دعتِ اس هغبئل ثب اعتفبدُ اس ثزًبهِ ريشی غيز

PAVK کٌين. ثزای عبدُ ؽذُ ًَؽتبر، رّيبفت خذيذخغي هعزفي هي
3  

ّبی ثب هعبدلات  يغتنعی ؽذُ اعت. کليبت ايي رٍػ در حبلت گذار ًبم

در چٌذ همبلِ هٌتؾز ؽذُ   AVK 4يفزاًغيل هعوَلي ثب اعتفبدُ اس  رٍػ د

ی ّب رٍػثب ديگز  PAVK ٍ AVKی ّب رٍػ[. تفبٍت 1،10اعت]

عبسی ثِ هغئلِ گغغتِ عبسی ٍ تمزيت ى فزآيٌذ ثْيٌِعذدی ، اضبفِ ؽذ

يک هغئلِ خذيذ  در اثتذا هغئلِ افلي را ثب تعزيف تبثعي خغب ثِ هي ثبؽذ.

عبسی کٌين ٍ عپظ هغئلِ خذيذ را گغغتِدر حغبة تغييزات تجذيل هي

علاٍُ ثز  کٌين.خغي آى را حل هيريشی غيزکزدُ ٍ ثب اعتفبدُ اس ثزًبهِ

هغئلِ ثزًبهِ ريشی غيز خغي را ثِ يک هغئلِ ثزًبهِ ريشی  تَاى يهايي 

ی هَخَد خَاة هغئلِ را افشارّبخغي تجذيل کزدُ ٍ ثب اعتفبدُ اس ًزم 

 ثذعت آٍرد.

 

برای حل  PAVKاستفبده از رهیبفت   -2

 مسئله کنترل بهینه

 5ثزای يكغبى ؽذى ًَؽتبر، هعبدلِ ديفزاًغيل پبراهتز تَسيعي

(NPDE هزتجِ دٍم در )( در ًظز گزفتِ 1يک ثعذی ثِ فَرت ) حبلت

 ؽذُ اعت.

(1)     .      
  

  
 
   

   
/  

 
1 Luus 
2 Iterative Dynamic Programming (IDP) 
3 Partial Ali Vahidian Kamyad (PAVK) 
4 Ali Vahidian Kamyad (AVK) 
5 Nonlinear Partial Differential Equation (NPDE) 

يک هغئلِ کٌتزل ثْيٌِ در حبلت ًغجتبً کلي ثِ ؽكل سيز در ًظز 

 :ؽَد يهگزفتِ 

(2)         ∫ ∫  (     (   )  (   ))     
 

 

 

 
  

 ثب ايي ؽزط کِ:

(3) 

 :ٍهزسی اٍليِ ظايؽز

 

    .      
  

  
 
   

   
/   

 (     )   ( )        ,   -  
 (   )   (   )   ,   ,   -         

         ، تبثع ذٌهفزٍك هي ثبؽ َاثعيت Gٍ   در ايٌدب

ٍيک ثبر ًغجت ثِ  xتبثعي ٍاثغتِ ثِ سهبى اعت کِ دٍ ثبر ًغجت ثِ هتغيز 

  يک ًبحيِ فؾزدُ ّوجٌذ عبدُ در فضبی   هؾتك پذيز اعت ٍ  tهتغيز 

ثبؽذ. در هغبئل کٌتزل يک تبثع کٌتزلي هي u(x,t)ٍ   هزس ًبحيِ   ،

هي تَاًذ تبثع اًزصی ٍ يب عَخت ثبؽذ کِ در سيز ًؾبى دادُ ؽذُ  fثْيٌِ 

 اعت.

(4)  (       )  
 

 
(  (   )    (   ))      

 (       )  | (   )|  | (   )|     
را ثِ  ّب ثبسُتَاى ثذٍى اس دعت دادى حبلت کلي هغئلِ عَل  يه

 فَرت سيز در ًظز گزفت.

(5)   ,   -        ,   -  

تعزيف کزد کِ ايي تجذيل را اًدبم  Kتَاى تبثعي هبًٌذ  يهسيزا 

 دّذ. يه
   ,   -  ,   -   

  
   

   
   

تبدیل مسئله کنترل بهینه غیر خطی  به یک   2-1

 (معبدلNDOC) 6ینه سبزی غیر خطی تعینیمسئله به

 گزدد: تعزيف هي (3اثتذا تبثعي خغبی سيز ثز اعبط )

(6)   .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/  |    .  

  

  
 
   

   
/|   

  (   )    ,   - 

 سيزرا در حغبة تغيزات تعزيف هي کٌين: هغئلِثز ايي اعبط 

(7)            .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/  

∫ ∫   .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/     

 

 

 

 
 

∫ ∫ |    .  
  

  
 
   

   
/|    

 

 

 

 
  

      هغئلِيک خَاة  (   ) ؽزط لاسم ٍ کبفي ثزای آى کِ 

 ز ثبؽذ.( فف7( ثبؽذ ايي اعت کِ خَاة ثْيٌِ هغئلِ حغبة تغييزات )3)

 

غيز خغي در ٍ يک تبثع حميمي  (   )  اگز  -1قضیه

-   ,ثبسُ (   ) )غيز هٌفي ثبؽذ ٍ   -   ,  زط لاسم ٍ ؽ ،(  

∫کبفي ثزای آًكِ  ∫  (   )      
 

 

 

 
  (   ) آى اعت کِ تبثع  

-   ,در ثبسُ   هغبٍی ففز ثبؽذ. -   , 

∫ثب فزك ايٌكِ  -اثببت ∫  (   )      
 

 

 

 
لي در ًمغِ ايي ٍ 

-   ,در ثبسُ(     ) هبًٌذ   ,   -  ، (     ) ثِ دليل  ،  

ٍخَد  (     )در اعزف ًمغِ     ّوغبيگي (   ) پيَعتِ ثَدى تبثع 

 
6 Nonlinear Deterministic Optimal Control (NDOC) 



Arc
hive

 of
 S

ID

www.SID.ir

 رّيبفتي ًَ ثزای حل عذدی هغبئل کٌتزل ثْيٌِ عيغتن ّبی پبراهتز تَسيعي 

 عيذ هحوذ هْذی عجبعي، علي ٍحيذيبى کبهيبد

3 
 

 

Journal of Control,  Vol. 6,  No. 1, Spring 2012  1391، ثْبر 1، ؽوبرُ 6هدلِ کٌتزل، خلذ 

 

 

(   )  دارد ثِ عَريكِ در ايي ّوغبيگي همذار  هي ثبؽذ.   

∫ٌبثزاييث ∫  (   )    
    

    

    

    
ًتيدِ هي دّذ،  کِ    

∫ ∫  (   )    
 

 

 

 
 ∫ ∫  (   )    

    

    

    

    
کِ ايي    

-   ,ثبيذ در ثبسُ  (   ) ثزخلاف فزك هي ثبؽذ،  ثٌبثزايي   ,   - 

-   ,در ثبسُ  اگز  (   )  هغبٍی ففز ثبؽذ. اس عزفي   ,   - 

∫هغبٍی ففز ثبؽذ آًگبُ همذار  ∫  (   )    
 

 

 

 
هغبٍی ففز هي  

ثِ دٍ هغئلِ در حغبة را هي تَاى کٌتزل ثْيٌِ  هغئلِ ثِ ايي تزتيت ثبؽذ.

 .کزدتغييزات تجذيل 

(8) 

 

 

ٍ 

            .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/  

∫ ∫   .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/     

 

 

 

 
 

∫ ∫ |    .  
  

  
 
   

   
/|     

 

 

 

 
    

                                                                                

              (       )  ∫ ∫  (     (   )  (   ))     
 

 

 

 
 

ارائِ هي ؽَد يكي اس هغبئل چٌذ ّذفِ در اداهِ دٍ رّيبفت ثزای حل 

را ثِ يک  هغئلِ چٌذ ّذفِ، ّبّذفٍسى دّي ثِ  تفبدُ اسثب اعرّيبفت ّب، 

ّب  ّب ٍسى کٌين، کِ ثب تَخِ ثِ اّويت ّذف هغئلِ يک ّذفِ تجذيل هي

ثب تَخِ ثِ ايٌكِ در ايي هثبل تَاثع ّذف، تبثعي خغب  ؽًَذ. اًتخبة هي

ٍتبثع اًزصی يب عَخت هي ثبؽذ هي تَاى ثب تَخِ ثِ ايٌكِ اّويت هغئلِ 

مذار خغب ٍ يب کويٌِ ؽذى همذار اًزصی يب عَخت ثبؽذ ؽذى ه تزکو

هغئلِ را  همذار خغب در رّيبفتي ديگز هي تَاى ضزايت را اًتخبة کزد.

در  .ثذعت آٍردکوتز  هؾخـيک همذار کٌتزل کزد ٍ همذار خغب را اس 

 اداهِ ايي دٍ رّيبفت ارائِ ؽذُ اعت.

 فهمسئله چند هدفه به مسئله یک هدرهیبفت تبدیل   2-2

 

(9)            .  
  

  
 
  

  
 
   

   
  /    

∫ ∫    (       )         .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/      

 

 

 

 
       

∫ ∫    (       )  ∫ ∫   |    .  
  

  
 
   

   
/|      

 

 

 

 

 

 

 

 
   

ثبؽٌذ کِ در رٍاثظ سيز فذق ٍسى ّبيي هي   ٍ   (، 9در هعبدلِ )

 هي کٌٌذ:

(10)                   

به یک مسئله برنبمه ریسی  NDOCتبدیل مسئله   2-2-1

1غیر خطی
 

ٍ   Mتزتيت ثِ  را ثِ  -   ,   ، -   ,  در اثتذا ثبسُ ّبی 

L   هغئلِسيز ثبسُ افزاس هي کٌين. ثِ ايي تزتيت NDOC (9) ، ثِ فَرت

 ؽَد: سيز تجذيل هي

(11)                                  

   
 

 
    

 

 
    

 

 
    

 

 
 

                                
 

             .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/    

∑ ∑ ∫ ∫ *   (   )      .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/+    

(   )
 

 
 

(   )
 

 
 

 
   

 
       

 
1 NonLinear Programming (NLP) 

∫تَخِ: در ايٌدب تمزيت اًتگزال  ( )  
    
  

    ثِ فَرت 

           در ًظز گزفتِ هي ؽَدکِ در آى  ( ) (       )

 تجذيل هي ؽَد:(ثِ فَرت سيز 11هيٌيون عبسی )  هغئلِ لذا هي ثبؽذ؛

(12)               .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/  

.
 

 
 
 

 
/  ∑ ∑    (   )      .  

  

  
 
  

  
 
   

   
/ 

   
 
     

در اداهِ اس تمزيت ّبی هؾتك کِ ثِ فَرت سيز هي ثبؽٌذ اعتفبدُ 

 ؽذُ اعت.

(13)   .
 

 
 
 

 
/

  
 ̃
 .

 

 
 
(   )

 
/  .

 

 
 
 

 
/

 
 ⁄

   (           )    

 
   .

 

 
 
 

 
/

   
 ̃

 .
   

 
 
 

 
/   .

 

 
 
 

 
/  .

   

 
 
 

 
/

(  ⁄ )
   

   (                   )    
 کٌين: ثزای عبدُ عبسی در ًَؽتي هغبئل اس ًوبد سيز اعتفبدُ هي

  .
 

 
 
 

 
/        

( ثِ فَرت سيز تجذيل 12) NDOCثب اعتفبدُ اس تمزيجبت ثبلا هغئلِ 

 ؽَد: هي

(14)             (    )  ̃ 

.
 

 
 
 

 
/  ∑  ∑    (         )      (    )

 
   

 
     

 ى ثِتَا اعت ٍ هي NLP( يک هغئلِ 14در حبلت کلي هغئلِ )

ٍ يب ًزم افشارّبی هؾبثِ  Lingoيب   Matlabًزم افشارّبيي هبًٌذ   ٍعيلِ

حل ًوَد. خَاة ثْيٌِ هغئلِ کٌتزل ثْيٌِ غيز خغي عجبرتغت اس 

    
    (  

    
 ) . 

( در سهبى حل ّيچ خَاثي ًذاؽتِ ثبؽذ، در 14هوكي اعت هغئلِ )

 .ييز دادرا تغ Lٍ   تَاى اعذاد  ايي حبلت هي

 رهیبفت کنترل خطب 2-3

در ايي رّيبفت همذار تبثعي خغب هيٌيون ًوي ؽَد ثلكِ اس يک 

ثب ايي تغييز هغئلِ ثِ  ؽَد.هي کِ عذدی هؾخـ هي ثبؽذ کوتز  δهمذار

 ؽَد. فزم سيز تجذيل هي

(15)            .  
  

  
 
  

  
 
   

   
  /  ∫ ∫  (       )     

 

 

 

 
     

 ثب ايي ؽزط کِ

∫ ∫   .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/      

 

 

 

 
   

∫ ∫ |    .  
  

  
 
   

   
/|      δ

 

 

 

 
  

تزتيت ثِ  را ثِ  -   ,   ، -   ,  هبًٌذ حبلت لجل ثبسُ ّبی

M  ٍ L   .هغئلِثِ ايي تزتيت سيز ثبسُ افزاس هي کٌين NDOC (15) ، ِث

 ؽَد: فَرت سيز تجذيل هي

(16)              .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/  

∑ ∑ ∫ ∫  (       )    
(   )

 
 

 

(   )

 
 

 

 
   

 
        

 زط کِثب ايي ؽ

∑ ∑ ∫ ∫   .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/    

(   )

 
 

 

(   )

 
 

 

 
   

 
    δ  

∫تمزيت اًتگزال لغوت در اييتوجه:   ( )  
    
  

هبًٌذ هزحلِ  

 ِهغئل لذا هي ؽَد؛ در ًظز گزفتِ ( ) (       )    ثِ فَرتلجل 

 ( ثِ فَرت سيز تجذيل هي ؽَد:16هيٌيون عبسی )

(17)               .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/  
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.
 

 
 
 

 
/  ∑ ∑  (   ) 

   
 
     

 ثب ايي ؽزط کِ

.
 

 
 
 

 
/  ∑ ∑   .  

  

  
 
  

  
 
   

   
/ 

   
 
    δ  

ئلِ اس ًوبد سيز اعتفبدُ در اداهِ ثزای عبدُ عبسی در ًَؽتي هغ

 کٌين. هي

 (18)  .
 

 
 
 

 
/        

ثِ فَرت سيز ، NDOC (17) هغئلِّبی هؾتك  ثب اعتفبدُ اس تمزيت

 ؽَد: تجذيل هي

 (19)             (    )  ̃ .
 

 
 
 

 
/  ∑  ∑  (         )

 
   

 
     

 ثب ايي ؽزط کِ

.
 

 
 
 

 
/  ∑  ∑   (    )

 
   

 
    δ  

 تَاى ثِ اعت ٍ هي NLP( يک هغئلِ 19در حبلت کلي هغئلِ )

ٍ يب ًزم افشارّبی هؾبثِ  Lingo يب  Matlabًزم افشارّبيي هبًٌذ   ٍعيلِ

 حل ًوَد. 

 

 شبیه سبزی -3

 [13،5]هعبدلِ حزارت
هغئلِ رعبًذى دهبی يک خغن ثِ حبلت هغلَة ٍ در سهبًي هعيي در 

ثغيبری اس هَارد هغزح اعت. ثِ عٌَاى هثبل در فٌبيع ؽيؾِ عبسی، 

در ٍالع هغئلِ ثِ فَرت رعبًذى .  ی ؽيويبيي، پشؽكي ٍ...رآکتَرّب

در اداهِ  ثب حذالل اًزصی ثِ يک همذار هغلَة اعت.دهبی يک خغن 

 هغئلِ کٌتزل ثْيٌِ حزارت ثب اعتفبدُ اس رّيبفت خذيذ حل ؽذُ اعت. 

ّذف در ايي هغئلِ رعبًذى دهبی يک هيلِ اس همذار اٍليِ ففز ثِ 

يک همذار هغلَة اعت کِ در عيي حبل همذار هقزف اًزصی ًيش ثبيذ 

 کويٌِ ؽَد.

(20) 

 ٍ هزسیؽزايظ اٍليِ 

  

  
 
   

   
             

  ,   -    ,   -    ,    -                   
                                             
  (   )             (   )   ( ) 

 (   )             (   )          (  )  

     ∫ ∫ | (   )|    
 

 

 

 
  

 PAVKرّيبفت 

(21) 

 

ٍ 

            .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/  

∫ ∫   .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/     

 

 

 

 
 ∫ ∫ |

  

  
 
   

   
|     

 

 

 

 
   

  

            (     )  ∫ ∫ | (   )|    
 

 

 

 
  

ک يثزای تجذيل هغئلِ دٍ ّذفِ ثِ هغئلِ   زدى اس ضزايت اعتفبدُ ک

 ّذفِ.

(22)            .  
  

  
 
  

  
 
   

   
  /    

∫ ∫   | (   )|    |
  

  
 
   

   
|      

 

 

 

 
     

                     .  
  

  
 
  

  
 
   

   
  /    

∫ ∫ *    | (   )|      |
  

  
 
   

   
|+    

 

 

 

 
  

 در ايي هغئلِ عَل ثبسُ ثِ ثيغت لغوت افزاس ؽذُ اعت. 

(23)    .
   

  
/            .

   

  
/  

             .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/    

∑ ∑ ∫ ∫ *    | (   )|      |
  

  
 
   

   
|+    

(   )
  
 
  

(   )
  
 
  

  
   

  
     

ثعذ اس اًدبم تمزيت اًتگزال ٍ تمزيت هؾتك هغئلِ ثِ فَرت 

 سيزتجذيل هي ؽَد. 

(24)             (    )  ̃  
.
 

  
 
 

  
/  ∑  ∑     |    |        (    )

  
   

  
     

حل ؽذُ اعت،  LINGOهغئلِ ثذعت آهذُ ثب اعتفبدُ اس ًزم افشار 

 ( آٍردُ ؽذُ اعت.2( ٍ )1ّبی )کِ ًتبيح آى در ؽكل

در ايي لغوت  ّذف تغت کزدى تبثع کٌتزل ثذعت آهذُ در  

( هي ثبؽذ، ثِ ايي فَرت کِ اگز تبثع کٌتزل ثذعت آهذُ را ثِ 2ؽكل)

ًْبيي هغلَة هي رعذ. هغئلِ  عيغتن اعوبل کٌين آيب هغئلِ ثِ  حبلت

حزارت ثب تبثع کٌتزل ٍ ؽزايظ اٍليِ ٍ ايي ثبر ثذٍى در ًظز گزفتي همذار 

( آٍردُ ؽذُ 4( ٍ )3ًْبيي حل هي ؽَد کِ ًتيدِ آى در ؽكل ّبی)

اعت. ّوبى عَر کِ اس ًوَدارّب هؾخـ اعت ثب اعوبل تبثع کٌتزل ثِ 

ؾذُ اعت. در اداهِ ايي عيغتن، خَاعتِ هغئلِ ثِ عَر هغلَة ثزآٍردُ ً

لغوت در ًظز گزفتِ  40ّب افزاس لِ هدذداً حل ؽذُ ٍ ايي ثبر تعذادهغئ

ؽَد کِ ًتبيح  ثبر ديگز تبثع کٌتزل خذيذ ثِ عيغتن اعوبل هي ؽذُ اعت، ٍ

( آٍردُ ؽذُ اعت. ّوبى عَر کِ اس 6( ٍ )5ّبی ) حبفل در ؽكل

تِ هغئلِ تب حذٍد سيبدی ًوَدارّب پيذاعت ثب افشايؼ تعذاد افزاس ّب خَاع

ٍ رٍػ ثزًبهِ ريشی  ايي هغئلِ ثب رٍػ تئَری اًذاسُ ثزآٍردُ ؽذُ اعت.

ًيش حل ؽذُ اعت کِ همذار تبثع ّذف حبفل اس ايي  پَيبی تكزاری 

 [.5،13( آٍردُ ؽذُ اعت]1در خذٍل )  رٍػ

 
 ( ًوَدار تبثع تَسيع حزارتي1ؽكل)

 
 ( ًوَدار تبثع کٌتزل ثْي2ٌِؽكل)
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 PAVKرٍػ ( ًوَدار تبثع تَسيع حزارتي ثذعت آهذُ اس 3ل)ؽك

 
( ًوَدار اختلاف ثيي تَسيع حزارتي هغلَة ٍ ثذعت آهذُ 4ؽكل)

 PAVKرٍػ اس 

 ًوَدار تَسيع حزارتي هغلَة  -+         

o -   رٍػ ًوَدار تَسيع حزارتي ثذعت آهذُ اسPAVK 

 

 
تمغين ثبسُ ّب ثِ ( ًوَدار تبثع تَسيع حزارتي ثذعت آهذُ ثب 5ؽكل)

  PAVKرٍػ  ثبافزاس  40

 
 

 ( ًوَدار اختلاف ثيي تَسيع حزارتي هغلَة ٍ ثذعت آهذ6ُؽكل)

 ًوَدار تَسيع حزارتي هغلَة  -+     

o-   ُرٍػ اس ًوَدار تَسيع حزارتي ثذعت آهذPAVK  افزاس 20ثب 

 افزاس 40ثب  PAVKرٍػ اس  ًوَدار تَسيع حزارتي ثذعت آهذُ  --

 همبيغِ همبديز تبثع ّذف (1خذٍل)

             رٍػ ثزًبهِ ريشی پَيبی تكزاری

             رٍػ تئَری اًذاسُ

              افزاس 20ثب  PAVKرٍػ 

              افزاس 40ثب  PAVKرٍػ 

  [13]هعبدلِ هَج

(25) 

 

 ؽزايظ اٍليِ ٍ هزسی

   

   
 
   

   
       

   ,   -    ,   -    ,    - 

 
                                                                     
  (   )                (   )    

 (   )   ( )            (   )   ( ) 
 (   )     ( )     (   )       ( )    
 

J=min∫ ∫  (   )     
 

 

 

 
 

 

 PAVKرّيبفت 

(26)             .  
  

  
 
  

  
 
   

   
/  
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 ∫ ∫ |

   

   
 
   

   
|     

 

 

 

 
  

 

            (     )  ∫ ∫  (   )     
 

 

 

 
  

(27)            .  
  

  
 
  

  
 
   

   
  /    

∫ ∫ *   (   )
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|+     

 

 

 

 
   

 

                     .  
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∫ ∫ *     (   )      |
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 در ايي هغئلِ عَل ثبسُ ثِ ثيغت لغوت افزاس ؽذُ اعت. 

(28)     .
   

  
/            .

   

  
/  

                         

                                

   
 

  
      

 

  
  

              .  
   

   
 
   

   
/    

∑ ∑ ∫ ∫      (   )      |
   

   
 
   

   
|     

(   )

  
 

  

   

  
 

  

  
   

  
     

 

 

(، 28) هيٌيون عبسی ِهغئل در ايي هزحلِ ثب اعتفبدُ اس تمزيت اًتگزال

 ثِ فَرت سيز تجذيل هي ؽَد:

(29)               .  
   

   
 
   

   
/    

.
 

  
 
 

  
/  ∑ ∑         

      |
      

   
 
      

   
|  

   
  
     

 

در اداهِ اس تمزيت ّبی هؾتك کِ ثِ فَرت سيز هي ثبؽٌذ اعتفبدُ 

 ؽذُ اعت.

(30)    .
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 .
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    (                   )  
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/   .

 

  
 
 

  
/  .

   

  
 
 

  
/

(   ⁄ )
    

    (                   )   
 کٌين: ثزای عبدُ عبسی در ًَؽتي هغبئل اس ًوبد سيز اعتفبدُ هي

 (31)  .
 

 
 
 

 
/        

( ثِ فَرت سيز تجذيل 29) NDOCثب اعتفبدُ اس تمزيجبت ثبلا هغئلِ 

 ؽَد: هي
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(32)             (    )  ̃  

.
 

  
 
 

  
/  ∑  ∑         

        (    )
  
   

  
     

 در اداهِ ًتبيح حبفل اس ايي رٍػ آٍردُ ؽذُ اعت.

 

 
 (: ًوَدار هعبدلِ هَج7) ؽكل

 

 
 (: ًوَدار تبثع کٌتزل ثْيٌِ در اثتذای ثبس8ُ) ؽكل

 
 (: ًوَدار تبثع کٌتزل ثْيٌِ در اًتْبی ثبس9ُ) ؽكل

 

ٌتزل ثذعت آهذُ در در ايي ثخؼ  ّذف تغت کزدى تبثع ک

(  هي ثبؽذ، ثِ ايي فَرت کِ اگز تبثع کٌتزل ثذعت 9( ٍ )8) ّبی ؽكل

آهذُ را ثِ عيغتن اعوبل کٌين آيب هغئلِ ثِ  حبلت ًْبيي هغلَة هي رعذ. 

( ًؾبى دادُ ؽذُ اعت. ّوبى عَر 11( ٍ )10) ّبی حبفل در ؽكلًتيدِ 

عيغتن، خَاعتِ  کِ اس ًوَدارّب هؾخـ اعت ثب اعوبل تبثع کٌتزل ثِ

هغئلِ ثزآٍردُ ًؾذُ اعت کِ در اداهِ ايي هغئلِ هدذداً ثب تعذاد تمغيوبت 

ؽَد کِ ًتبيح حبفل در  ثيؾتز حل ؽذُ ٍ تبثع کٌتزل ثِ عيغتن اعوبل هي

( آٍردُ ؽذُ اعت. ّوبى عَر کِ اس ًوَدارّب 15) (14ٍّبی ) ؽكل

بی هغئلِ تب حذٍد ّ ّب خَاعتِ پيذاعت ثب افشايؼ تعذاد افزاس ّبی ثبسُ

 سيبدی ثزآٍردُ ؽذُ اعت.

ايي هغئلِ ثب رٍػ ثزًبهِ ريشی پَيبی تكزاری  ًيش حل ؽذُ اعت 

( آٍردُ ؽذُ 2در خذٍل )  کِ همذار تبثع ّذف حبفل اس ايي رٍػ

 [.13اعت]

 

 

 
 (: ًوَدار هعبدلِ هَج ثذعت آهذ10ُ) ؽكل

 
 عت آهذُ(: ًوَدار اختلاف ثيي تَسيع هَج هغلَة ٍ ثذ11) ؽكل

 ًوَدار هعبدلِ هَج هغلَة  -+         

        o-  ِرٍػ اس آهذُ  دعت آهذًُوَدار هعبدلِ هَج ثPAVK  20ثب 

 افزاس

 

 
 در اثتذای ثبسُ افزاس 30( ًوَدار تبثع کٌتزل ثْيٌِ ثب12) ؽكل

 

 
 در اًتْبی ثبسُ افزاس 30ثب ( ًوَدار تبثع کٌتزل ثْي13ٌِ) ؽكل

 

 
 افزاس 30ار تبثع تَسيع هَج ثذعت آهذُ ثب ( ًوَد14) ؽكل
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 ( ًوَدار اختلاف ثيي تَسيع هَج هغلَة ٍ ثذعت آهذ15ُ) ؽكل

 هَج هغلَة هعبدلًِوَدار   -+ 

o-  ِرٍػ اس دعت آهذُ آهذُ ًوَدار هعبدلِ هَج ثPAVK  افزاس 20ثب 

        افزاس 30ثب  PAVKرٍػ اس دعت آهذُ آهذُ ًوَدار هعبدلِ هَج ثِ  --

 

 

 ( همبيغِ همبديز تبثع ّذف2) خذٍل
         رٍػ ثزًبهِ ريشی پَيبی تكزاری

        افزاس 20ثب  PAVKرٍػ 

         افزاس 30ثب  PAVKرٍػ 

 

 

 نتیجه گیری  -4

ّذف افلي در ايي همبلِ تجذيل هغئلِ کٌتزل ثْيٌِ ثِ يک هغئلِ 

ي اس ثزًبهِ ريشی غيز خغي خْت ثذعت آٍردى يک خَاة تمزيج

هغئلِ هي ثبؽذ. در اثتذا هغئلِ کٌتزل ثْيٌِ را ثِ يک هغئلِ در حغبة 

تغييزات تجذيل کزدين ٍ عپظ هغئلِ حبفل ثِ يک هغئلِ ثزًبهِ ريشی 

خغي تجذيل ؽذ ٍ در ًْبيت ثب کوک ًزم افشار ّبی هَخَد هغئلِ را 

ثْيٌِ عبسی در ايي رٍػ ثِ ّيچ ٍخِ ثب خغي عبسی  حل کزدين.

يبفتي کٌتزل ّبی ّوَار در ايي رٍػ اس هشايبی ديگز آى  .درگيز ًيغت

ّوبى عَر کِ ثب ارائِ هثبل ّبيي ًؾبى دادُ ؽذ در ايي رٍػ  هي ثبؽذ.

ّز چِ تعذاد تمغيوبت ثبسُ ّب )ًمبط افزاس( ثيؾتز ؽَد، خَاة ثِ دعت 

هي ؽَد، ٍلي در عيي حبل پيچيذگي هحبعجبتي هغئلِ ًيش  ثْتزآهذُ 

   افشايؼ هي يبثذ.
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ای کِ ثب هعبدلات  حل هغبئل کٌتزل ثْيٌِ[   فذيمِ افغزی ًيب، 13]

، ريشی پَيبی تكزاری ؽًَذ ثِ رٍػ ثزًبهِ ديفزاًغيل خشيي ّوزاّي هي

يبى ًبهِ کبرؽٌبعي ارؽذ ، داًؾگبُ فزدٍعي هؾْذ، داًؾكذُ ريبضي، پب

1382. 


