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 بدينت. اسشده ارائه مارکوف زنجيرهای از استفاده با تصادفی بهينه کنترل مساله حل برای عددی روش يک مقاله، اين در : چکیده

 زده تقريب متناهی وضعيت فضای يک روی کنترلی مارکوف زنجير يک از استفاده با سيستم وضعيت کنترلی پخش فرايند ابتدا که، ترتيب

 يک يافتن و روش همگرايی اثبات برای د.آيمی دستبه ی،تقريب مارکوف زنجير اين از استفاده با اوليه هزينه تابع از تقريبی سپس .شودمی

 شرطی کوواريانس و رياضی اميد بايد عبارتی به. گيرد قرار بررسی مورد معيار دو بايد پخش، فرايند برای مناسب تقريبی مارکوف زنجير

 متناهی تفاضلات تقريبات از استفاده با. شندبا متناسب اوليه پخش فرايند موضعی کوواريانس و ميانگين با مارکوف زنجير وضعيت تغييرات

 ويژگی دو در مارکوف زنجير که کرد تعيين ایگونه به را مارکوف زنجير وضعيت تغيير زمانی هایبازه و انتقال احتمالات توانمی

ويژگی اين دارای و آمده تدسبه ترتيب بدين که مارکوفی زنجير با پويا ريزیبرنامه معادله ادامه در .کند صدق فوق موضعی سازگاری

 کنترل مسئله جواب که شودمی مشاهده صفر، به مارکوف زنجير سازی گسسته پارامتر دادن ميل با نهايتاً،. شودمی زده تقريب باشد،می های

 مساله حل برای راریتك الگوريتم يک پايان در. باشدمی همگرا اوليه تصادفی بهينه کنترل مسئله جواب به مارکوف، زنجير تقريبی تصادفی

 .است شده استفاده مثال يک حل برای آن از و شده پيشنهاد تصادفی بهينه کنترل

 .تكراری الگوريتم عددی، روش مارکوف، زنجير تصادفی، بهينه کنترل مسالهکلمات کلیدی: 

An Iterative Algorithm for Solving Stochastic Optimal Control via 

the Markov Chain Approximation 

Behzad Kafash, Zahra Nikoeenezhad, Ali Delavarkhalafi 

 

Abstract: In this paper, a numerical method for solving stochastic optimal control problem by using Markov 

chain approximation method has presented. The basic idea of the Markov chain approximation method is to 

approximate the original controlled process by an appropriate controlled Markov chain on a finite state space. 

Also, we need to approximate the original cost function by one which is appropriate for the approximating 

chain. These approximations should be chosen such that a good numerical approximation to the associated 

optimal control problem can be obtained, which means the conditional mean and covariance of the changes in 

state of the chain are proportional to the local mean drift and covariance for the original process. The finite 

difference approximations are used to the construction of locally consistent approximating Markov chain, the 

coefficients of the resulting discrete equation can serve as the desired transition probabilities and interpolation 

interval. 
 

Keywords: Stochastic optimal control problem, Markov chain approximation, Numerical 
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 مقدمه -1

 ديناميكی هایسيستم رفتار با کنترل نظريه رياضيات و مهندسی در

 که گرددمی اطلاق هايیسامانه به كیدينامي هایسيستم. دارد کار و سر

 عدم وجود صورت در اغلب که کندمی تغيير زمان با هاآن حالات

 ديفرانسيل معادله يک وسيله به هاآن رفتار سيستم در اغتشاش و قطعيت

 که فرايندی عنوان به توانمی را کنترل مفهوم. شودمی توصيف تصادفی

 تحت خاص هدف يک به سيدنر برای را ديناميكی سيستم يک رفتار

 عملكردی تابع سازیبهينه هدف اگر. گرفت نظر در دهد، می قرار تاثير

 مساله گاهآن است، وابسته سيستم از ورودی يا کنترل متغير به که باشد

بهينه روش يک بهينه، کنترل نظريه. نامندمی تصادفی بهينه کنترل را

مورد  کنترلی هایستسيا آوردن دست به برایکه  است رياضی سازی

 به روش اين. باشد میتغييرات  حساب بر تعميمی وگيرد  استفاده قرار می

 در بلمن ريچارد نيز و شوروی در همكارانش و پانترياگين لو ی وسيله

 کنترل هایراه که است، ایزمينه کنترل نظريه درواقع. شد ابداع آمريكا

 مطالعه مورد را ميكیدينا هایسيستم عملكرد درآوردن سيطره تحت و

 و مهندسی از بهينه کنترل نظريه پيدايش و تولد هرچند،. دهدمی قرار

 سمت به را خود راه کنترل ینظريه مرور،به اما شد آغاز رياضيات

 در و اجتماعی علوم مثل تری پيچيده هایعرصه در نوين کاربردهای

 زمينه در صوصبخ و شناسیجامعه و شناسیروان نظير آن از هايیزمينه

 گفت، توانمی طورخلاصهبه. استکرده پيدا اقتصاد و مالی رياضيات

 که، است ایگونهبه آن رفتار در دخالت پديده، يک کنترل از منظور

 و[ 11-2] هاکتاب در بهينه کنترل مساله. گردد حاصل مطلوب نتايج

 .است گرفته قرار بررسی مورد و معرفی[ 14-12] مختلف هایمقاله

 وجود متفاوتی هایراه بهينه کنترل مسائل حل برای کلی، طور به

 معين سيستم يک برای کنترل قانون يافتن پی در بهينه کنترل نظريه. دارد

 کنترل واقع، در. آيد دست به خاصی بهينگی ضابطه که شكلی به است

 نشان کند،می کمينه را هزينه تابع که کنترل متغيرهای از مسيری بهينه

 يا پانترياگين، ماکزيمم اصل از استفاده با تواندمی بهينه کنترل. دهند می

 پانترياگين ماکزيمم اصل. آيد دست به بلمن-ژاکوبی-هميلتن معادله حل

 حل برای اغلب که کند، می بيان را اکسترمم يک برای لازم شرايط

 روش .[10]دگيرمی قرار استفاده مورد باز حلقه هایکنترل با مسائل

 اين از ما مقاله اين در و کندمی عمل متفاوت ديدگاه يک با که يگرید

که  است معروف پويا ريزیبرنامه روش به کرد خواهيم استفاده روش

 .[2]ه استگرديد معرفی بلمن توسط 1950 سال در بار اولين برای

 متغيرهای بهينه، مسير يک در که کندمی بيان بلمن بهينگی اصل

 يک باز مانده باقی تصميمات همه باشند، چه هر يهاول تصميم و حالت

 را شودمی نتيجه اول تصميم از که حالتی خصوص در را بهينه روش

 است، بهينه زيرساخت مفهوم به وابسته بهينگی اصل. داد خواهند تشكيل

 به توانمی اغلب را است دخيل آنها در بهينه زيرساخت که مسائلی و

 عملكرد بهينه مقدار روش اين در. ردک حل پويا ريزیبرنامه روش

 را آن و گرفته نظر در سيستم اوليه وضعيت از تابعی عنوان به را سيستم

 تصادفی و قطعی کنترل مسائل حل برای روش اين. نامندمی ارزش تابع

.)𝑉 ارزش تابع. گيردمی قرار استفاده مورد  ديفرانسيل معادله از جوابی (

 هدف. باشد می شود،می ناميده بلمن-وبیژاک-هميلتن معادله که جزئی

.)𝑉 ارزش تابع آوردن دست به تابعی معادله اين حل  نتيجه در و (

 .است بهينه کنترل

 هيچ و باشدنمی ساده چندان تابعی معادلات حل کلی حالت در

 اين با،  [15]ندارد وجود معادلات از دسته اين حل برای کلی روش

 بلمن-ژاکوبی-هميلتن معادله شده ذکر یهاروش برخی با توانمی وجود

 و حدس روش همان يا نامعين ضرايب روش اول، روش .کرد حل را

 با تابع يک صورت به ارزش تابع ابتدا روش اين در. باشد می بررسی

 معادله در پيشنهادی تابع اين. شودمی گرفته نظر در مجهول ضرايب

 حاصل، يفرانسيلد معادلات دستگاه حل با و شده جايگذاری تابعی

 ایساده چندان کار ارزش، تابع حدس. يدآ می دست به مجهول ضرايب

 دوم روش. گيردنمی قرار استفاده مورد خاص موارد در جز و باشدنمی

 در استفاده قابل عددی روش يک خود که است، وارونه استقرای

 تعداد که مواردی در روش، اين با مساله حل. است مسائل از بسياری

می ممكن غير پذيری، بعد مشكل به توجه با شود، زياد حالت غيرهایمت

 وضعيت متناهی و زمان گسسته مسائل در روش، اين وجود اين با. شود

 معينی تحليلی روش وجود عدم علت به .باشدمی کارآمدی بسيار روش

 عددی هایروش از استفاده بلمن،-ژاکوبی-هميلتن معادله حل برای

 مسائل دسته اين حل برای عددی روشهای ارائه رسد،می نظر به منطقی

 و نموده فراهم رياضی علوم محققان برای را تحقيقاتی فعال زمينه يک

 مسائل دسته اين حل برای مختلف هایالگوريتم و هاروش ظهور باعث

روش اين از يكی .(ببينيد را [20] تا [16] مراجع نمونه برای) است شده

 جزيی مشتقات روش، اين در. است متناهی اضلاتتف با تقريب روش ها،

 زده تقريب متناهی تفاضلات از استفاده با بلمن-ژاکوبی-هميلتن معادله

 و شودمی تبديل تفاضلی معادله يک به معادله اين ترتيب بدين. شودمی

 محاسبه برای را تفاضلی معادلات حل برای موجود هایروش توانمی

 متناهی وضعيت فضای اگر. برد بكار را سالهم کنترلی و حالت متغيرهای

 احتمالات ماتريس و تقريبی مارکوف زنجير از استفاده با توانمی باشد

. نوشت برداری فرم به را پويا ريزیبرنامه معادله مارکوف، زنجير انتقال

 تكراری هایروش از استفاده با را ارزش تابع توانمی صورت اين در

 دست به سايدل،گوس يا ژاکوبی مانند ت،معادلا دستگاه حل برای

 يک حالت متغيرهای و پارامترها تخمين و شناسايی نظريه .[21]دآور

سيستم در پرکاربرد و مهم مباحث از تصادفی کنترل و ديناميكی سيستم

 موضوعات مقاله اين در محمديان و خالوزاده[، 1]باشندمی صنعتی های

 ديناميكی، سيستم يک حالت یمتغيرها به خاص کواريانس انتساب

 ها،ربات تصادفی کنترل و شناسايی يابی،مكان کوانتومی، هایسيستم

 کنترل و شناسايی تخمين، ناوبری، هایسيستم در تخمين نظريه کاربرد

 و حمل هایسيستم در ترافيک تخمين و الكتريكی موتورهای تصادفی

 .اندنموده بررسی را هوشمند نقل
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 معادله و تصادفی بهینه کنترل مساله -2

 بلمن-ژاکوبی-هامیلتون

 صورت به پخش، مدل يک در سيستم وضعيت معادله کنيد فرض

 :باشد زير تصادفی ديفرانسيل یمعادله

(1)                       )())(())(),((=)( tdtxdttutxbtdx  

 شده بيان زير فرم به زمان پيوسته تصادفی بهينه کنترل مساله هزينه تابع و 

 :باشد

))}(())(),((
0

{=),( 


xgdttutxk
u
xEuxW   (2)  

x(.) آن در که  u(.) و   کنترل و وضعيت متغير دهندهنشان ترتيب به 

x(.) وضعيت متغير. باشندمی G فشرده فضای روی   درون با 


G  

u(.) کنترل متغير. شودمی تعريف  فيلتر به نسبت پذيراندازه فرايند يک 

(.) براونی حرکت توسط شده توليد  يک از را مقاديرش که است 

U فشرده مجموعه  کراندار و پيوسته توابع بعلاوه. کندمی اختيار 

(.,.)k g(.) و     توقف هزينه و (عملكرد) جاری هزينه ترتيب به 

=inf}:)({ چنينهم. شوند می ناميده( مرزی)


Gtxt   اولين  

x(.) فرايند خروج زمان G ناحيه درون از    .باشد 

 هایروش بهينه کنترل مساله حل برای شد، اشاره نيز قبلاً که آنچنان

. است پويا ريزیبرنامه روش ها، روش اين از يكی. دارد وجود متفاوتی

 نظر در اوليه شرط از تابعی عنوان به عملكرد یبهينه مقدار روش اين در

 عبارتی به. شودمی ناميده ارزش تابع و شده گرفته

),(inf=)(
(.)

uxWxV
u

V(.) ارزش تابع کردن پيدا هدفو   يعنی 

(.) کنترل فرايند و هزينه کننده مينيمم تابع
*

u  تابع که است ایگونه به 

 پويا ريزیبرنامه روش که آنجا از. کند اختيار را خود مينيمم مقدار هزينه

. است استوار بلمن بهينگی اصل بر تصادفی بهينه کنترل مساله حل برای

  .[22و6]تاسشده بيان اصل اين بعد، قضيه در

(.) کنترل فرايند(: ببينيد را [22] مرجع)1-2قضیه 
*

u  جواب يک 

 پذيرمشق پيوسته تابع اگر است، تصادفی بهينه کنترل مساله برای بهينه

RRxtV
k
][0,:),(  شود،  صورت زير تعريف می که به 

 :باشد داشته وجود
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V(.) ارزش تابع دقيق مقدار يافتن   (.) بهينه کنترل و 
*

u  در که 

 در. نيست ایساده چندان کار کند صدق فوق جزيی ديفرانسيل معادله

 و ارزش تابع آن از استفاده با که شودمی معرفی عددی روش يک ادامه

 .شودمی زده تقريب بهينه کنترل

 زنجیر با تصادفی بهینه کنترل مساله تقریب -3

 مارکوف

 به را گسسته پارامتر کنترلی مارکوف زنجير در اين روش، ابتدا

 :کنيم می تعريف زير صورت

(3)                                                                0}>,<,{ hn
h
n  

 گسسته وضعيت فضای روی (3) مارکوف زنجير

,....}2,{0,= hhSh  ),|( انتقال احتمالات با  yxp
h  تعريف 

),|( انتقال احتمال. شودمی yxp
h U کنترل مقادير از تابعی   

x فعلی وضعيت از زنجير، انتقال احتمال و است y وضعيت به   از تابعی 

 کنترل مقدار  (3) مارکوف زنجير کهاين برای .است فعلی زمان در 

 زنجير وضعيت از تغييرات بايد باشد (3) پخش فرايند از مناسبی تقريب

h مارکوف
n   :[21]دکن صدق زير موضعی سازگاری ويژگی دو در 
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)(=)()( درآن که  xxxa
'  : بايد و 

(5) 0.0,||sup 1  h
h
n

h
n  

h همچنين
nu  زمان زنجير برای کنترل تصادفی متغير يک دهندهنشان 

=),( ،nزمان در گسسته
h
n

h
n

h
n utt   زمانی بازه طول دهندهنشان 

n ضعيت و از زنجير که است h کنترل با و 
nu  در بعدی وضعيت به 

1n گام .يابد می انتقال  
hG  فضای هایمولفه از اشتراک دهندهنشان 

hS زنجير گسسته وضعيت  وضعيت فضای دورن با 


G  پخش فرايند از 

(.)x  يعنی است، 
GSG hh =.  تفاضلات بعلاوه 

h
n

h
n

h
n   1=  مارکوف زنجير از وضعيت تغييرات دهندهنشان  

n گام از 1n گام به  , همچنين. باشدمی 
,

h
nxE  اميد دهندهنشان 

},,,=,={ شرط به نسبت شرطی رياضی  h
n

h
n

h
i

h
i uxniu   

 انتقال احتمالات متناهی، تفاضلات تقريبات از استفاده با ادامه، در. است

 در مارکوف زنجير که يافت خواهيم ایگونه به را مارکوف زنجير

 کوواريانس و رياضی اميد بايد عبارتی به .کند صدق  (5) و  (4) شرايط

 کوواريانس و ميانگين با مارکوف زنجير وضعيت تغييرات شرطی

 تقريبات از استفاده با. باشند متناسب اوليه پخش فرايند موضعی

 تغيير زمانی هایبازه و انتقال احتمالات توانمی متناهی تفاضلات

 در مارکوف زنجير که کرد تعيين ایگونه به را مارکوف زنجير وضعيت

 ضروری نكته اين ذکر  .کند صدق فوق موضعی سازگاری ويژگی دو

,=},>{ کنترل هایسياست از دنباله يک که است nuu
h
n

h  يک 

 زنجير کهصورتی در رودمی شمار به مارکوف زنجير برای مجاز کنترل

hکنترل به نسبت شرطی انتقال احتمال با مارکوف
nu، شرط در همچنان 

 مارکوف ويژگی

)|,(=},,|={ 1
h
n

h
n

hh
i

h
i

h
n uyPniuyP     .کند صدق  

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


38 

 

 مارکوف زنجير از استفاده با تصادفی بهينه کنترل مسايل حل برای تكراری الگوريتم يک

 ، علی دلاورخلفینژادنيكويی زهرا، کفاش بهزاد

 

Journal of Control,  Vol. 10,  No. 2, Summer 2016  مجله کنترل، جلد  1395، تابستان 2اره ، شم10مجله کنترل، جلدy شماره ،x تابستان ،xx13 

 

 مارکوف ويژگی

)|,(=},,|={ 1
h
n

h
n

hh
i

h
i

h
n uyPniuyP     .کند صدق  

 مارکوف زنجیر زمان، پیوسته درونیابی -4

 زمان گسسته
 پارامتری فرايند يک (3) در شده معرفی تقريبی مارکوف زنجير 

x(.) زمان پيوسته پخش فرايند اينكه برای. است انزم گسسته  مسئله از 

 پيوسته درونيابی يک به شود، زده تقريب مارکوف زنجير اين با اصلی

},>{ کنيد فرض .است نياز گسسته مارکوف زنجير از زمان n
h
n  

},>{ و زمان گسسته تقريبی مارکوف زنجير nu
h
n  مجاز کنترل يک 

hو زنجير برای
i

n

i

h
n tt 

1

0=
 از زمان پيوسته پارامتری درونيابی.  =

(.)
h (.) و 

h
u ],[ هر برای را  1

h
n

h
n ttt   تعريف زير صورت به 

 :شودمی

 ).,[=)(,=)( 1
h
n

h
n

h
n

hh
n

h
tttutut    (6)          

 در شده تعريف ثابت ایتكه شده درونيابی یفرايندها صورت اين در 

x(.) زمان پيوسته پخش فرايند از تقريب يک (6) . است (1) یمعادله از 

 صدق (5) و (4) موضعی سازگاری هایويژگی در فرايندها اين همچنين،

),( درونيابی هایبازه اگرچه. کندمی xt
h

  برابر ههموار توانمی را 

 هایبازه کردن محدود با مواقع بعضی در ولی کرد انتخاب ثابتی مقدار با

 سرعت اگر مثال برای. داد افزايش را همگرايی سرعت توانمی درونيابی

b,.)( موضعی نوسانات x با مقايسه در   توانمی گاهآن باشد بزرگ 

 روش همگرايی سرعت تر،کوچک درونيابی بازه يک گرفتن نظر در با

 هایبازه پذيری انعطاف شرط منظور بدين. داد افزايش را عددی

 تقريبات از استفاده با درادامه. شودمی گرفته نظر در متغير درونيابی

می دست به را زنجير برای مناسب درونيابی هایبازه متناهی تفاضلات

 پيوسته پارامتری تقريبی مارکوف زنجير از استفاده با آن از پس. آوريم

),( هزينه تابع زمان، uxW  ابتدا منظور، بدين. شودمی زده تقريب 

hN کنيممی فرض },>{ مارکوف زنجير خروج زمان اولين  n
h
n  

 از

hG  شده توليد مارکوف زنجير با ظرمتنا تقريبی هزينه تابع پس .باشد 

 :شودمی تعريف زير صورت به
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),()( فرايندهای بودن ثابت ایتكه به توجه با ttu
hh   هایبازه روی 

 درونيابی
h

t  را درونيابی بازه طول در جاری هزينه مقدار توانمی 

 کلی هزينه تابع عبارتی به. گرفت نظر در نجيرز اوليه وضعيت از تابعی

 :نوشت زير ترساده فرم به توانمی را تقريبی

(7)                     
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 مقدارمينيمم با متناظر زنجير، اوليه وضعيت به وابسته پارامتری ارزش تابع

 :شوند می بيان زير صورت به مجاز هایکنترل تمام بين در کلی هزينه

(7) ).,(inf=)( uxWxV
h

u

h 

 معادله توانمی بلمن بهينگی اصل و پويا ريزیبرنامه روش از استفاده با 

 صدق آن در ارزش تابع که نوشت زير صورت هب را پويا ريزیبرنامه

 .کند می

 )}(),({min=)( 1 



h
x

U

h
VEtxKxV 



 

 ريزیبرنامه همعادل توانمی درونيابی هایبازه و انتقال احتمالات داشتن با

xV)(پويا
h تبديل نمود زير ترساده فرم به را: 























,),(

,
)},()|,(
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h

hhh
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Gxxg

Gx
yVyxP
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 (8)  

  
 ،(2) اوليه هزينه تابع با (7) یتقريب هزينه تابع تشابه به توجه با 

(.) درونيابی موضعی هایويژگی تشابه همچنين
h  پخش فرايند به 

xV)( ارزش تابع که رودمی انتظار ،x(.)اوليه
h

h مقادير برای   به 

xV)( ارزش تابع برای مناسبی تقريب کوچک، کافی اندازه  مساله 

 شرايط تحت طرفی از. شد خواهد ثابت ادامه در موضوع اين. باشد اصلی

(.) هدنبال هر مناسب،
h  ایزيردنباله دارای مناسب شرايط يک در 

می فرض قسمت، اين در. است  (1)ه شد کنترل پخش فرايند به همگرا

(.) دنباله که کنيم
h x(.) پخش فرايند حد يک به همگرا   کنترل با 

u(.) مجاز h پارامتر کردن ميل با مناسب، شرايط تحت. باشد   صفر، به 

h دنباله  از بار اولين برای زنجيرها که هايیزمان از 
hG می خارج 

x(.) پخش فرايند حد که زمانی به شوند  از بار اولين برای 


G  خارج 

xV)( ارزش توابع ی دنباله. باشدمی همگرا شود،می
h

 از ایدنباله برای 

(.) زنجيرهای
h xV)( ارزش تابع به همگرا   پخش فرايند برای 

(.)x  هایکنترل کلاس که داريم نياز همگرايی، اثبات برای. باشدمی 

 تابع اينفيمم ولی دهيم، توسيع شده ريلكس هایکنترل کلاس به را مجاز

 .بود خواهد برابر يكديگر با کلاس دو اين روی هزينه،

 محاسبه برای متناهی تفاضلات روش -5

 زنجیر درونیابی هایبازه و انتقال احتمالات

 مارکوف

 احتمالات اسبهمح برای مناسب راه يک متناهی تفاضلات تقريبات روش

 در که است ایگونه به مارکوف زنجير از درونيابی هایبازه و انتقال

 ادامه در. کندمی صدق (5) و (4) موضعی سازگاری هایويژگی شرط

 .کنيممی بيان مثال يک از استفاده با را روش اين
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 ديناميک با تصادفی بهينه کنترل مساله (: ببينيد را [21] مرجع) 1-5مثال

=,0][ وضعيت فضای روی (10) هزينه تابع و (9) توضعي BG  در را  

 :بگيريد نظر

.)())(,(=  dxdtxuxbdx                                               (9)  
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(10) 

),)(( تابع ايتو، فرمول و بهينگی اصل از استفاده با xuxW  با معادله در 

 :کندمی صدق زير مرزی شرايط

 (11      )
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 آن در که
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dx
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d
xbL




  عملگر يک  

 ثابت مقدار کنترل، متغيرو است (9) پخش فرايند از ديفرانسيلی  را 

 ديفرانسيلی عملگر و (11) گرفتن نظر در با. است کرده اختيار


L و  

,0)(برای  Bx داريم: 

0,=),(),(
2

)(
),(),(

2




 xKxW
x

xWxb xxx   

(12)  

,0)(=(0) صورتبه آن مرزی شرايط که  guW و  

)(=),( BguBW زير صورت به متناهی تفاضلات تقريبات. باشدمی 

 :شودمی تعريف

0,),(,
),(),(

=),( 





 xb
h

xWhxW
xW

hh

x

0,<),(,
),(),(

=),( 


 xb
h

hxWxW
xW

hh

x



 

,
),(),(2),(

=),(
2

h

hxWxWhxW
xW

hhh

xx






(13) 

 و (12) معادله در (13) متناهی تفاضلات تقريبات جايگذاری از پس 

),( ضريب بر طرفين تقسيم و ضرايب کردن مرتب xW
h

 قرار و 

|),(=|),(),( دادن  xbxbxb


  :داريم 
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    (14   )               

        

  هزينه تابع بازگشتی یرابطه و (14) معادله مقايسه با 
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hxy هر برای   .),|(=0 داريم  yxP
hو (15) معادلات 

 زنجير از درونيابی بازه (17) معادله و انتقال احتمالات دهندهنشان (16)

 بازه و انتقال احتمالات داشتن با حال. باشدمی نظر مورد تقريبی مارکوف

 تقريبی مارکوف زنجير از وضعيت ييراتتغ که داد نشان توانمی درونيابی

 :کندمی صدق نيز موضعی سازگاری ويژگی در انتقال احتمالات اين با
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  سیاست فضای روش در تقریب -6

 در تقريب روش (8) پويا ريزیبرنامه معادله حل برای محاسباتی روش 

 اين در. دهيممی توضيح بيشتر جزئيات با را آن که ،است سياست فضای

 کنترل هایسياست از کننده مينيمم دنباله يک متوالی صورت به روش

}{(.) فيدبک nu  کنترل که ایگونه به شود،می محاسبه زنجير برای  

(.)1nu nu(.) کنترل با هزينه تابع برای جواب بتقري يک از    به  

nu(.) که کنيممی فرض عبارتی به. آيدمی دست  بهينه کنترل يک 

 هدف و باشد شده داده هزينه تابع و زنجير برای( آزمايشی) تجربی
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1nu(.) کنترل محاسبه  استفاده با. است ریتكرا روش اين از استفاده با 

n دادن ميل با را اصلی بهينه کنترل از تقريبی توانمی روش، اين از  به 

)    بينهايت n  از استفاده با که باشيد داشته توجه. آورد دست به  (

 هزينه تابع برای را زير بازگشتی رابطه توانمی پويا ريزیبرنامه روش

),( uxW  به را زنجير درونيابی هایبازه و انتقال احتمالات اگر نوشت، 

 :باشيم آورده دست
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(18                     )  

 هزينه تابع برای تقريبی مقدار يک( 18) بازگشتی  ی هرابط طبق طرفی، از

,.)(xW
h

nu کنترل برای  ),()يعنی  n
h

uxW) زير صورت به 

 :شودمی محاسبه
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 کنترل، (19)هزينه تابع برای آمده دستبه تقريبی مقدار از استفاده با 

(.)1nu، شودمی محاسبه زير یرابطه از: 
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 انتخاب با که شودمی مشاهده اضافی، شرايط يكسری فتنگر نظر در با

0u(.) مجاز فيدبک کنترل يک  آن متناظر هزينه تابع یمحاسبه و 

)( 0uW، 1 برای, n nu(.) فيدبک هایکنترل یدنباله  هزينه و 

)( های nuW  ایگونه به شوند،می محاسبه بازگشتی روش اين از که 

VuW که است n )(.   

 کنترل مساله حل برای تکراری الگوریتم -7

 تصادفی بهینه

 درونيابی هایبازه و انتقال احتمالات با مارکوف زنجير گرفتن نظر در با 

 صدق نيز موضعی سازگاری شرط در در که ،5 بخش در آمده بدست

x(.) پخش فرايند از مناسبی تقريب توانمی کند،می  در .آورد بدست 

 در که سياست فضای در تقريب روش استفاده با است کافی نهايت

 کنترل مساله از تقريبی ارزش تابع و بهينه کنترل شد، معرفی   6بخش

 را قبل ایهقسمت در شده مطرح مطالب. آورد دست به را تصادفی بهينه

 .کنيممی خلاصه زير الگوريتم قالب در

 اوليه وضعيت ،<0 يک :ورودی
h

Gx 0 کنترل دلخواه مقدار و 

Uu 0. 

u کنترل تقريبی مقدار  :خروجی   .Wارزش تابع و 

n=0 ایبر :اول گام 0u کنترل یاوليه مقدار   زير یمعادله در را 

 :کن جايگذاری
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1 دهيد قرار :دوم گام  nn nu و   حساب زير یرابطه از را 
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),( حاصل آن، با تناظرم و  n
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n uxW  :کن حساب زير یرابطه از را 
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|),(),(>| اگر :سوم گام  11  n
h

nn
h

n uxWuxW  باشد، 

nu و نموده توقف  و کنترل تقريبی مقدار را 
h

nW  تابع تقريبی مقدار را 

 .گردد بر  2گام به صورت اين غير در ير،بگ نظر در ارزش

 گذاری مرتون مدل سرمایه مثال کاربردی: -8
در اين قسمت يک مثال کاربردی از رياضيات مالی، مدل 

در اين مدل فرض بر اين نماييم.  گذاری مرتون، را بيان و حل می سرمايه

خود را بر روی سهام با Xاز ثروت  tu)(گذار نسبت  است که سرمايه

ی ديفرانسيل تصادفی زير  تحت معادلهtp)(تغييرات قيمت 

 کند: گذاری می سرمايه

,))(()(=)( tdwbdttptdp   
بوده و قيمت هر سهم از اين نوع  bنرخ بازدهی برای دارايی با ريسک، 

چنين،  کند. هم فرانسيل تصادفی فوق تغيير میی دي دارايی طبق معادله

1)(گذاری نسبت  سرمايه tu  از ثروت خود را بر روی دارايی بدون

ی  ی زير يعنی با نرخ بهره تحت معادله tq)(ريسک با تغييرات قيمت 

 کند: گذاری می سرمايه rثابت 

,)(=)( dttrqtdq  
حرکت برآونی استاندارد يک بعدی است و فرايند w،در اين تعاريف

rbپيوسته و دارای شرايط  پذيری  و نوسان bپخش   0و 

ی مربوط به ثروت  شولز معادله-لکباشند. با اين شرايط طبق مدل ب می

 باشد: گذار به صورت زير می سرمايه

)()())()((= tdwtXuXdtturbrdX   
Fصورت تابع صعودی و مقعر گذار به در اين مدل مطلوبيت سرمايه

باشد. در واقع مطلوبيت انتخاب سهام، با اميد رياضی ثروت در زمان  می
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دنبال بيشينه نمودن عملكردی  بارت ديگر بهشود. به ع پايانی سنجيده می

 باشيم: صورت زير می به

))}.(({);,( 1tXFEuxtJ tx  

جا تابع مطلوبيت  در اين
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)(  10که   درنظر گرفته

صورت  است. کنترل بهينه به شده
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2

* )(




  ی  معادلهو

 :آيد دست می بهصورت زير  ين مدل بهبلمن برای ا-ژاکوبی-هميلتون
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),(اين معادله برای تابع ارزش  دقيق جواب xtV باشد: صورت زير می به 
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),(دست آوردن بلمن و به-ژاکوبی-ی هميلتون پس از حل معادله xtV

 دست خواهد آمد: صورت زير به به مقدار دقيق کنترل بهينه

.
)1(
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u  

وجود جواب دقيق برای تابع ارزش و کنترل بهينه، امكان مقايسه 

 نمايد. دست آمده با جواب دقيق را فراهم می های تقريبی به جواب

ی بازگشتی زير را برای يافتن  [، رابطه20کار رفته در مرجع ] روش به

دهد و مقدار عددی اين شاخص  لكرد نتيجه میمقدار تقريبی شاخص عم

ˆ)1,0(از تساوی 
nVJ  شود: حاصل می 
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، 1.0b ،055.0r مقدار عددی متغيرهایکه با درنظرگرفتن 

45.0 و
2

1
 2و متناظر باn نتايج تقريبی گزارش شده در

 آيد. دست می به 5-1های  جدول

 حالت سازی گسسته پارامترهایبرای حل اين مثال با الگوريتم پيشنهادی، 

2.0=h =0.0001 زمان و   به را 0u=1همچنين کنترل 

 :کنيممی خلاصه  5-1های  جدول در را نتايج و انتخاب دلخواه

 

 

 

 

در مقايسه با X متغيرحالت مختلف مقادير  t=0.0با متناظر نتايج: 1ل جدو

 [ و جواب دقيق.20نتايج مرجع ]

[20نتايج مرجع] الگوريتم پيشنهادی X جواب دقيق   

0.0  0.0  0.0  0 

70.89463098  30.92396844  00.92397360  0.2 

1.26522382  1.30668870  1.30669600  0.4 

1.54958883  1.60036029  1.60036922  0.6 

1.78931242  1.84793689  1.84794720  0.8 

1.99450748  2.06605625  2.06606778  1.0 
 

 

در مقايسه X غيرحالتمت مختلف مقادير  t=0.25با متناظر نتايج: 2ل جدو

 [ و جواب دقيق.20با نتايج مرجع ]

[20نتايج مرجع] الگوريتم پيشنهادی X جواب دقيق   

0.0  0.0  0.0  0 

20.89458003  00.91649456  
60.91649673  0.2 

1.26514562  1.29611904  1.29612211  0.4 

1.54948995  1.58741514  1.58741892  0.6 

1.78919914  1.83298912  1.83299347  0.8 

1.99587919  2.04934414  2.04934900  1.0 

در مقايسه با X متغيرحالت مختلف مقادير  t=0.5با متناظر نتايج: 3ل جدو

 [ و جواب دقيق.20نتايج مرجع ]

[20نتايج مرجع] الگوريتم پيشنهادی X جواب دقيق   

0.0  0.0  0.0  0 

10.89452908  30.90907972  80.90908036  0.2 

1.26506743  1.28563287  1.28563379  0.4 

1.54939107  1.57457227  1.57457339  0.6 

1.78908504  1.83298912  1.81816074  0.8 

1.99725185  2.03276406  2.03276550  1.0 

در مقايسه X متغيرحالت تلفمخ مقادير  t=0.75با متناظر نتايج: 4ل جدو

 [ و جواب دقيق.20با نتايج مرجع ]

[20نتايج مرجع] الگوريتم پيشنهادی X جواب دقيق   

0.0  0.0  0.0  0 

40.89447813  60.90172393  
60.90172401  0.2 

1.26498924  1.27523022  1.27523033  0.4 

1.54929220  1.56183167  1.56183181  0.6 

1.78897012  1.80344787  1.80344803  0.8 

1.99862545  2.01631602  2.01631620  1.0 
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در مقايسه با X متغيرحالت مختلف مقادير  t=1.0با متناظر نتايج: 5ل جدو

 [ و جواب دقيق.5نتايج مرجع ]

[20نتايج مرجع] الگوريتم پيشنهادی X جواب دقيق   

0.0  0.0  0.0  0 

10.89442719  00.89442719  00.89442719  0.2 

1.26491106  1.26491106  1.26491106  0.4 

1.54919334  1.54919334  1.54919334  0.6 

1.78885438  1.78885438  1.78885438  0.8 

2.0  2.0  2.0  1.0 

 

بينی  ، پيشستا هزينه تابع سازی مينيمم مساله اين هدف که جاآن از

 ارزش تابع مقدار سازی گسسته هایگام شدن ترکوچک با که شود می

0u=1 کنترل از حاصل نتايج همچنين يابد،می کاهش نيز  همگرايی 

، شايان ذکراست که مقدار دقيق کنترل در اين دهدمی نتيجه را يعیسر

=4.0مثال برابر با 
*

u باشد می. 

 

 گیری  نتیجه -9

 بهينه کنترل مساله حل برای عددی روش يک ارائه مقاله، اين هدف 

 کنترل مساله. است تقريبی مارکوف زنجيرهای از استفاده با تصادفی

 ديناميک سيستم يک رفتار روی تاثيرگذاری فرايند توانمی را تصادفی

هبهين هدف اگر .گرفت درنظر خاصی هدف به رسيدن برای تصادفی،

 است وابسته سيستم وضعيت و کنترل اين به که عملكردی معيار سازی

 کنيد فرض. شودمی ناميده تصادفی بهينه کنترل موردنظر مساله باشد،

 کنترل هدف و پخش فرايند سيستم، وضعيت ديناميک تصادفی مدل

( سيستم عملكرد بهينه مقدار)ارزش تابع و بهينه کنترل تابع يافتن کننده،

 برای روش ترينمتداول. نمايد مينيمم را هزينه تابع که ایگونه به باشد

 به روش اين. است پويا ريزیبرنامه روش تصادفی، بهينه کنترل مساله حل

 تابع که شود،می منجر بلمن-ژاکوبی-هميلتن جرئی ديفرانسيل معادله حل

 اين حل کلی حالت در که، ذکراست شايان. است آن از جوابی ارزش

 ایساده چندان کار آن تحليلی جواب آوردن بدست يعنی تابعی یمعادله

 تابع هاآن از استفاده با بتوان که عددی هایروش دليل همين به. نيست

 .دارند ایويژه اهميت زد، تقريب خوبی دقت با را بهينه کنترل و ارزش

 ابتدا که است صورت بدين مارکوف زنجيره با تقريب روش کلی ايده

 زنجير يک با اوليه، کنترل مساله به مربوط شده کنترل شپخ فرايند

می زده تقريب متناهی وضعيت فضای يک روی شده، کنترل مارکوف

 زنجير از استفاده با اوليه مساله به مربوط هزينه تابع از تقريبی سپس. شود

 بايد تقريبات اين که داشت نظر در بايد. آيدمی بدست تقريبی، مارکوف

 صدق موضعی سازگاری ويژگی در تا شوند گرفته نظر رد ایگونه به

 وضعيت تغييرات شرط واريانس و ميانگين بايد ديگر عبارت به. کنند

 اوليه پخش فرايند موضعی کوواريانس و ميانگين با مارکوف زنجير

 رنجير انتقال احتمالات آن از استفاده با که روشی. باشند متناسب

 هایجواب. است متناهی تفاضلات روش آوريم،می بدست را مارکوف

 نظر در با حال. کنندمی صدق موضعی سازگاری ويژگی دو در روش اين

 مجاز کنترل يک انتخاب و هزينه تابع برای بازگشتی معادله يک گرفتن

دنباله سياست، فضای در تقريب روش از استفاده با توانمی اوليه، دلخواه

 اين شرايط اين تحت که آورد بدست را هزينه توابعمقادير تقريبی  از ای

n کردن ميل با دنباله  همگرا بهينه کنترل مساله ارزش تابع به بينهايت، به 

 حل برای آن از و گرديده ارائه تكراری الگوريتم يک پايان در. شوند می

 باشد، که کاربردی از رياضيات مالی می تصادفی بهينه کنترل مساله يک

 .است شده فادهاست
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