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 چکيدُ
ِ  ( tribological)ًمؾ وليذي ثش هٌظش تشيجَلَطيىي  ّبي هىبًيىي داسايچگًَگي تَصيع اكغىبن ٍ فـبس توبػي دس ثشّوىٌؾ ػبهبًِ ّنب  ايني ػنبهبً

. ثبؿنذ ّبي ٍيؼىَالاػتيه ًيض يه پذيذُ ٍاثؼتِ ثِ صهنبى هني  ّبي تغييشؿىل پزيش ثِ عَس ولي يه پذيذُ غيشخغي ٍ دس پيىشُتوبع دس پيىشُ. ثبؿذهي

ثٌنذي هابػنجبتي   لِ تونبع سا اص ًظنش فشهنَ    ّبي ثشّوىٌـي، هؼنب ًدي ػبهبًِهيب هعشفي پذيذُ اكغىبن ثِ عٌَاى يه پبساهتش ثبصگـت ًبپزيش دس ػغح

ِ        ثٌنذي الونبى  دس ايي پظٍّؾ ثِ تَػعِ ينه فشهنَ   . ػبصدتش ًيض هيپيچيذُ ػنبصي لاگشاًنظ الانبلي    ّنبي هانذٍد ولني ثنش اػنبع ينه سّيبفنت ثْيٌن

(augmented Lagrangian optimization )ثنش  . ؿنَد ّبي ٍيؼىَالاػتيه پشداختِ هني وي دس ػغَح ػبهبًِثِ هٌظَس تاليل سفتبس توبع اكغىب

ثِ هٌظنَس  . اػبع ؿشايظ ػيٌوبتيىي ٍ ٌّذػي اخضاي دس حب  توبع يه سّيبفت لاگشاًظ الابلي ثْجَد يبفتِ اص هىبًيه توبع هابػجبتي اخشا ؿذُ اػت

يبفتِ دس لبلت دٍ تبثع ٍاسّيذگي ولي دس ؿنشايظ اتؼنبو ٍ ثنشؽ    تعوينّبي ٍيؼىَالاػتيه ًيض اص يه هذ  هبوؼَ  ثٌذي هعبدلات هتـىلِ ػبهبًِفشهَ 

(shear and dilatation relaxation )ّنبي هانذٍد   ثٌذي هؤثش الوبىػپغ ثب اػتفبدُ اص اعوب  اكل وبس هدبصي، يه فشهَ . ثْشُ گشفتِ ؿذُ اػت

ِ ين ثٌنذي اسا يه هثب  عذدي ثِ هٌظَس اسصينبثي فشهنَ    .بع حبكل ؿذُ اػتثب يه فشآيٌذ ٍاسّيذگي ًوَي دس هعبدلات هتـىلِ ٍ دس ثشگيشًذُ ليَد تو

 .ِ ؿذُ اػتيؿذُ دس اًتْب اسا
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Abstract 
The tribological aspects of contact systems are greatly affected by the friction and contact pressure distribution throughout 

the surface of the contact interface. Generally the contact of deformable bodies is a nonlinear problem and for the viscoelastic 

bodies it has a time-dependent response, since their viscous characteristics depends on time. The introduction of friction with 

its irreversible characteristic in contact surface makes the contact problem more difficult. The objective of this study is to 

develop a general augmented Lagrangian finite element formulation associated with an incremental adaptive procedure which 

established for analysis of frictional contact problems in viscoelastic systems. The contact behavior has been studied through 

an improved augmented Lagrangian approach. A generalized Maxwell model has been used to model the viscoelastic 

constitutive equations in which bulk and shear relaxation functions are represented by the sum of a series of decaying 

exponential functions of time. Based on the principle of virtual work, an effective finite element formulation associated with 

an incremental relaxation procedure has been developed. As an application of formulation, the numerical example has been 

presented to evaluate the numerical approach.  
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  ،  

 قدهِه

ل همذاس هشصي دس ثشگيشًذُ توبع ٍ اكغىبن، يىي اص يهؼب

ل دس كنٌبيع ٍاثؼننتِ ثننِ هٌْذػنني  يثنب اّويننت تننشيي هؼننب 

ّوچٌيي دس وبسثشدّبي علَم فضبيي ٍ ًظبهي، تشيجَلَطي ٍ 

دس [. 2-1]ثبؿٌذ علَم پضؿىي، ثيَلَطي ٍ هايظ صيؼت هي

ٍالع، توبم حشوبت دس ايني ونشُ خنبوي اص لجينل لنذم صدى      

ػبدُ ينه عنبثش ينب دٍينذى اٍ، ثنِ حشونت دسآهنذى ينه         

ّب، خَدسٍّبي ّب، وـتيّب، تشىدٍچشخِ يب حشوت اتَهجيل

ت هتاشن ثـش ّوگي ؿبهل تونبع  ًظبهي ٍ ػبيش هلٌَعب

ّنبي فيضيىني   اغلت ػيؼنتن  ثٌبثشايي. ثبؿٌذٍ اكغىبن هي

ثشاي اًدبم يه تاليل عذدي هَفك، ًيبص ثِ تَكيف وبهنل  

ّبي هىبًيىي دس ًَاحي هـنتشن توبػني خنَد    ثشّوىٌؾ

ّبي توبػي ثؼتِ ثنِ ًنَو ونبسثشد    دس ايي ثشّوىٌؾ. داسًذ

وي، ثنشّوىٌؾ  ػيؼتن فيضيىي هوىي اػت سفتنبس اكنغىب  

گزساي ًَاحي هـتشن، وَپليٌگ تشهَهىبًيىي، ثنشّوىٌؾ  

 ِ ّنبي  ّنبي ػنيب  هينبًدي ٍ آػنيت    ثب سٍاًؼبصّب ٍ يب لاين

دس . ػبيـي ًَاحي هـتشن ًينض هنَسد تالينل لنشاس گيشًنذ     

ل هنشتجظ ثنب   يگزؿتِ اغلت دس فشآيٌنذّبي عشاحني، هننؼب   

هىبًيه توبع ثنِ دلينل عجيعنت غيننشخغي ثنب فش نيبت       

 ِ اهنشٍصُ ثنب   . ؿنذًذ كنَست تمشيجني حنل هنني     خبكي ثن

تنَاى ثنب   ي وبهپيَتشّبي هذسى، هني طگؼتشؽ ػشيع تىٌَلَ

ّنبي  ثىبسگيشي اثضاسي ثِ ًبم هىبًيه هابػجبتي، هنىبًيؼن

ّب ػبصيايي ؿجيِ. ػبصي ًوَدتوبع سا ثِ ؿيَُ عذدي ؿجيِ

ثب دلتي وِ ثشاي اّذاف عشاحي وبفي اػت، لبدس ثنِ اًدنبم   

ب ايي ٍخَد حتني دس ؿنشايظ وٌنًَي ًينض ًنشم      ث. ثبؿٌذهني

ّبي هاذٍد ثِ كَست وبهل لبدس افضاسّبي اػتنبًذاسد الوبى

ّنبيي تَاًوٌنذ   ل توبػي اكغىبوي ثب الگنَسيتن يثِ حل هؼب

ّنبي  ايي ثذيي دليل اػت ونِ دس اًدوني الونبى   . ثبؿٌذًوي

هاذٍد ٌَّص سلبثت ثِ هٌظَس عشاحني ثْيٌنِ ٍ ثىنبسگيشي    

وٌذ دس هننىبًيه تونبع هابػنجبتي ٍخنَد     ّبيي تَاًسٍؽ

      ّوچٌنننيي دس پننني گؼنننتشؽ ونننبسثشد خبهنننذات   . داسد

ّنب ٍ خبهنذات   الاػتيه ثنِ خلنَف وبهننپَصيت   ٍيؼىَ

 ِ ل يّنبي هٌْذػني، تالينل هؼنب    پليوشي دس عشاحي ػنبهبً

 الاػتيه دس ثشگيشًذُ اكغىبن ًيض اص اّويت توبػي ٍيؼىَ

 .ذُ اػتاي ثشخَسداس گشديتشيجَلَطيىي ٍيظُ

هىبًيننه توننبع هابػننجبتي سٍي ّننن سفتننِ ثبيننذ هجبحنن  

اػبػني علننن تشيجَلننَطي اص لجينل اكننغىبن، سٍغٌىننبسي،   

چؼجٌذگي، ػبيؾ ٍ خَسدگي سا تانت پَؿنؾ هغبلعنبتي    

ّنبي  ثِ عَس ولي، ًاَُ تَصيع تٌؾ[. 2-1]خَد لشاس دّذ 

توبػي دس ًَاحي هـتشن توبػي دٍ خؼن تغييشؿىل پزيش 

ّنبي  سا دس ًونَد تشيجَلنَطيىي ػيؼنتن    ًمؾ ثؼيبس وليذي

ثبيؼتي تَخِ داؿت وِ دس اوثش هَاسد، اخؼنبم  . توبػي داسد

هبًٌنذ ٍ  دس حب  توبع دس يه ػغح توبع ثبثت ثبلي ًوي

ّبي توبػي اغلت ثنِ كنَست ػنيىلي دس    دس حميمت تٌؾ

لِ اغلنت دس  بؿًَذ وِ ايني هؼن  يه صهبى عَلاًي تىشاس هي

ثنِ تنشن هَ نعي     ي هَ عيّبيه ًبحيِ هتٌبػت ثب تٌؾ

ِ   ٍ عيت تٌؾ. ؿَدهٌدش هي ّنبي  ّنبي توبػني دس ػنبهبً

ٍيؼىَالاػتيه ّن تانت تنيثيش خنَاف الاػنتيه ٍ ّنن      

اص ايي سٍ پيىشثٌذي ولي توبع . ثبؿٌذخَاف ٍيؼىَص هي

  ٍيؼىَالاػننتيه، ًبحيننِ هـننتشن توبػنني ٍ ًاننَُ تَصيننع

ِ س د. ثبؿٌذّبي توبػي ّوگي ٍاثؼتِ ثِ صهبى هيتٌؾ  ًتيدن

ّننبي توبػنني، سفتننبس ٌّگننبهي وننِ حننذالل يىنني اص پيىننشُ

ثٌنذي ينه   ٍيؼىَالاػتيه اص خَد ًـنبى دّنذ ثنب فشهنَ     

 .ؿَينالگَسيتن غيشخغي ٍاثؼتِ ثِ صهبى هَاخِ هي

اص ديشثبص ثِ علت هيضاى اّويتي وِ دس گفتبس پيـيي ثيبى 

ؿذ، تعذاد لبثل تَخْي اص پظٍّـگشاى ثِ پظٍّؾ دس صهيٌِ 

ّبي تاميك ثش سٍي سيـِ. اًذوبػي هـغَ  ثَدُتيل هؼب

ّبي دس ثش گيشًذُ توبع ثِ لشى ّيدذّن هيلادي ثش پذيذُ

   ّبي توبػي ثشاي دس عي ايي هذت، پيىشُ. گشددهي

وِ  ؿذًذػبصي ثِ كَست كلت دس ًظش گشفتِ هيػبدُ

ّب پيىشُ ّبي داخلؿىل ّب ٍ تغييشگَيي تٌؾلذست ثِ پيؾ

غبلعبت تاليلي ولاػيه دس علن هىبًيه ه .سا ًذاؿتٌذ

اي ثب عٌَاى هيلادي ثب اًتـبس همبلِ 1882توبع دس ػب  

ؿَد هي تَػظ ّننشتض آغبص  "توبع خبهنذات الاػتيه"

ًيض دس ًخؼتيي هشتجِ ثب اػتفبدُ اص ساُ [ 4]لي ٍ سادٍن [. 3]

حل توبع الاػتيه ّشتض ٍ سٍؽ تجذيل لاپلاع، توبع 

فضبي سا تات فـبس ثش سٍي يه ًينيه وشُ كلت ّوَاس 

ّبي سٍؽ تَػعِ. الاػتيه هَسد هغبلعِ لشاس دادًذٍيؼىَ
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ّبي هاذٍد ّوگبم ثب افضايؾ عذدي اص خولِ سٍؽ الوبى

ثِ عَس ولي دٍ ًَو . ّبي ًَيي اتفبق افتبدتىٌَلَطي سايبًِ

ل توبػي دس هٌبثع هَسد يثٌذي اكلي ثشاي حل هؼبفشهَ 

هؼبٍي تغييشاتي ّبي ًبثٌذيفشهَ : ػتثشسػي لشاس گشفتِ ا

ؿًَذ وِ اص اكل وبس هدبصي هٌتح هي ٍ تؼبٍي تغييشاتي

ّبي تغييشاتي وِ ّبي ًَو اٍ  اص ًبهؼبٍيثٌذيفشهَ [. 1]

      دس ٍالع ثيبًگش اكل وبس هدبصي ثِ ؿىل ًبهؼبٍي 

ّب توبم ؿشايظ هشصي دس آى. وٌٌذثبؿٌذ، اػتفبدُ هيهي

 بػي ٍ اكغىبوي فمظ دس لبلت يه ساثغِؿبهل ؿشايظ تو

ل يهؼب[ 5]ادى ٍ ويىَچي . ؿَدًبهؼبٍي تغييشاتي ثيبى هي

توبػي ثذٍى اكغىبن سا ثب اػتفبدُ اص ًبهؼبٍي تغييشاتي 

ثٌذي وشدًذ ٍ دس خلَف ٍخَد ٍ يىتبيي حل فشهَ 

ٌّگبهي وِ . ّبي عذدي ثا  ًوَدًذِ هثب يخَد ًيض ثب اسا

    ًيشٍي ًشهب  ثش سٍي سٍيِفشم ؿَد ًاَُ تَصيع 

ّبي تغييشاتي توبػي هـخق اػت، ثِ ٍاػغِ ًبهؼبٍي

ل يهؼب. ل اكغىبوي سا ّن تعشيف ًوَديتَاى هؼبهي

ّبي ًبهؼبٍي ثٌذيتوبع اكغىبوي ًيض ثِ ووه فشهَ 

ثب اػتفبدُ اص تات [ 6]تغييشاتي تَػظ آلشت ٍ وشًيش 

. ي لشاس گشفتٌذػبصل ؿجِ ثْيٌِيّب دس لبلت هؼبديفشاًؼيل

ّبي تغييشاتي هٌتدِ اص ثٌذي ًَو دٍم اص تؼبٍيدس فشهَ  

ّب، سٍيِ توبػي ؿَد وِ دس آىاكل وبس هدبصي اػتفبدُ هي

ثيي دٍ پيىشُ دس ؿشٍو ًوَ ثبس ثِ كَست هـخق فشم 

ثب [ 7]ػيوَ ٍ لاسػي . ؿَدؿَد ٍ ثب تىشاس ثبصػبصي هيهي

سّيبفت لاگشاًظ  تؼبٍي تغييشاتي ثشاي ًخؼتيي هشتجِ اص

ػبصي ل توبػي ثب لبثليت ثٌْگبميالابلي ثشاي تاليل هؼب

خَدوبس  شيت پٌبلتي ٍ اس بي ليَد اص عشيك همبديش 

[ 8]صاٍاسيغ ٍ ّوىبساًؾ . هاذٍد پٌبلتي اػتفبدُ ًوَدًذ

ل توبع اكغىبوي تشهَهىبًيىي سا ثب سّيبفتي هـبثِ يهؼب

يه . وَدًذػبصي ٍ حل ًثب سّيبفت ػيوَ ٍ لاسػي هذ 

سّيبفت لاگشاًظ الابلي هنـبثِ ثب وبس ػنيوَ ٍ لاسػي ثشاي 

دّي فلضات وبسثشدّبي عولي هٌْذػي ٍ دس عوليبت ؿىل

هنيدبس ٍ آسٍسا . ثىبس ثشدُ ؿذ[ 9]تَػظ ثبثب ٍ ّوىبساًؾ 

ل توبع يّبي هختلف دس تاليل هؼبثب ثشسػي سٍؽ[ 10]

تؼبٍي ثٌذي اكغىبوي، يه فشآيٌذ حل خذيذ ثب فشهَ 

ِ يػبصي اتَهبتيه همبديش پٌبلتي اساتغييشاتي ثشاي ثٌْگبم

ثش اػبع اكل وبس هدبصي يه [ 11]چبًگ ٍ چي . دادًذ

ّبي هاذٍد دٍ ثعذي سا ثب اػتفبدُ اص يه فشآيٌذ هذ  الوبى

ًوَي دس هعبدلات هتـىلِ ٍيؼىَالاػتيه ٍ هعبدلات 

 گشهبيي ثشاي تاليل هؼبئل توبػي تشهَ ٍيؼىَالاػتيه

ثش اػبع فشم [ 12]ؿيلَس ٍ ػَفًَي . ِ وشدًذياسا

ثٌذي غيشهَ عي لبًَى اكغىبن وَلوت، يه فشهَ 

لِ توبع اكغىبوي دٍػَيِ بتغييشاتي  عيف سا ثشاي هؼ

ٍيؼىَالاػتيه ولَيٌي ثب يه هبًع كلت  ثيي يه پيىشُ

توبع ديٌبهيىي [ 13]گيشي ٍ ّوىبساًؾ . اسائِ وشدًذ

س ؿشايظ چؼجٌذگي ٍيؼىَالاػتيه ّبي پلاػتيىي سا دفيلن

لِ توبػي ته ّن هؼب[ 14]آهبػبد ٍ فبثش . وَدًذثشسػي ً

ػَيِ ثيي يه پيىشُ ٍيؼىَ الاػتيه ثب يه ثؼتش كلت سا 

. ثب دس ًظش گشفتي لبًَى اكغىبن وَلوت تاليل وشدًذ

ّبي هاذٍد ثٌذي الوبىهاوَد ٍ ّوىبساًؾ يه فشهَ 

ٍيؼىَ الاػتيه ثذٍى ل توبػي يًوَي سا ثشاي تاليل هؼب

اكغىبن [ 16]ٍ ثب دس ًظش گشفتي [ 15]دس ًظش گشفتي 

ػبصي هعبدلات هتـىلِ ِ ًوَدًذ وِ ثِ هنٌظَس هذ ياسا

ٍيؼىَالاػتيه اص هذ  ٍيچشت اػتفبدُ وشدًذ ٍ ثشاي 

اخشاي ليَد توبػي ًيض اص سٍؽ  شيت لاگشاًظ ثْشُ 

سا دس ًيض فشآيٌذ ًوَػبصي هتفبٍتي [ 17]اؿشفي . گشفتٌذ

ّبي اػتيلدغ هعبدلات هتـىلِ دس اًتگشا  گيشي اًتگشا 

ّبي ًمغِ هيبًي ٍ ٍاسّيذگي اتؼبعي ٍ ثشؿي ثِ ووه سٍؽ

ِ وشدًذ ٍ اياي ٍ اػتفبدُ اص تَاثع ٍاحذ ٍ دلتب ٍ اسرٍصًمِ

ثشاي اخشاي ليَد توبػي ّن اص سّيبفت لاگشاًظ الابلي ثْشُ 

بتيىي ٍ ٌّذػي دس وبس حب ش ثش اػبع ؿشايظ ػيٌو.ثشدًذ

     ّبي ٍيؼىَالاػتيه دس حب  توبع اص سّيبفتػبهبًِ

ػبصي خذيذي ثش هجٌبي سٍؽ لاگشاًظ الابلي اػتفبدُ ثْيٌِ

ّبي تعييي دٍ ايي فشآيٌذ حل خذيذ ثش ػختي. گشددهي

ّبي ّبي ثبس ًوَي وِ دس سٍؽپبساهتش پٌبلتي ٍ تعذاد گبم

ؿذًذ، غلجِ عييي هيػبصي ثبيؼتي تَػظ وبسثش تهشػَم ثْيٌِ

ٌذّبي حل هشػَم ثِ ًَو ايي پبساهتشّب دس فشآي. وٌذهي

ثبؿٌذ ٍ اص عوليبت ػعي ٍ لِ توبػي ٍاثؼتِ هيوبسثشد هؼب

 .خغب ثبيؼتي ثشاي سػيذى ثِ ّوگشايي اػتفبدُ ًوَد
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  ،  

   ِ ّيياي تَصيييم هيييتادلات هيييترکلِ در ساهييياً

 ٍيسکَالاستيك

بس راتي يه هنبدُ  هعبدلات هتـىلِ وِ اًعىبع دٌّذُ ػبخت

ّنبي هـخلنِ هىنبًيىي هتفنبٍتي اص     ثبؿٌذ، هذ خبف هي

ػنبصًذ ٍ ًمنؾ اػبػني سا دس    سفتبس هنَاد سا هـنخق هني   

. ّبي پيَػنتِ داسا ّؼنتٌذ  هغبلعبت وبسثشدي هىبًيه هايظ

هعبدلات هتـىلِ سفتبس ٍيؼىَالاػتيه ثِ كَست راتي ًنِ  

آٌّنگ   ثبؿٌذ ثلىِ دس ثشگيشًذُتٌْب ؿبهل تٌؾ ٍ وشًؾ هي

[. 20-18]صهبًي تغييشات تٌؾ ٍ وشًؾ ًينض خَاٌّنذ ثنَد    

ّنبي  ساثغِ هتـىلِ ثيي تٌؾ ٍ وشًؾ دس تئَسي تغييشؿىل

وَچه ثب فشم ٍاثؼتگي وبهل همذاس فعلي تبًؼَس تٌؾ ثِ 

ّبي تبًؼَس وشًؾ ثِ ؿىل صيش ثيبى تبسيخچِ گزؿتِ هؤلفِ

 :ؿَدهي

(1)  )(),()(
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tstt
klkl

s

ijij
 


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ij)وِ دس آى 
 )ثبؿنذ ونِ ّنش    ثيبًگش وٌـوٌذ تبًؼَسي هي

( σij)سا ثِ يه تبسيخچِ تٌؾ هتٌبظش ( εij)تبسيخچِ وشًؾ 

ثغَس ولي، توبم هتغيشّبي هيذاًي تٌْنب تنبثع   . وٌذتجذيل هي

اگنش  . ثبؿنٌذ ّنن هني  ( xi)صهبى ًيؼتٌذ ثلىِ تنبثع هَلعينت   

t)(تبسيخچننِ صهننبًي وننشًؾ   
ij
  پيَػنننتِ ٍ وٌـننوٌذ ،

تبًؼَسي، خغي فشم ؿًَذ ثب اػتفبدُ اص تئَسي ثبصًونبيي  

تَاى وٌـوٌذ سا ثنِ كنَست اًتگنشا  اػنتيلدغ     سينغ هي

گيشي خضء ثِ خضء ثِ كَست صيش ًَؿت ٍ ػپغ ثب اًتگشا 

 :ثبصًَيؼي ًوَد
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ثيبًگش خنَاف ٍيؼىَالاػنتيه   ( ijklG)وِ تَاثع اًتگشالي 

ثبؿٌذ وِ ثؼنتِ ثنِ ًنَو هنبدُ ثنِ      ّب دس ٍاسّيذگي هيپيىشُ

هغبثك . ؿًَذّبي ٍاسّيذگي تٌـي تعييي هيٍػيلِ آصهبيؾ

ِ اكَ  هـبثْي دس الاػتيؼيتِ هي ّنبي ثشؿني ٍ   تَاى هؤلفن

حدوي تٌؾ ٍ وشًؾ سا هعشفي ًوَد ٍ ثب اػنتفبدُ اص فنشم   

ه تبًؼننَس هشتجنِ چْننبسم تَاثننع  ولني ثبصًوننبيي ايضٍتشٍپين  

سا ثننِ كننَست صيننش  ( 2)ٍاسّيننذگي، هعننبدلات اًتگشالنني  

 [:19]ثبصًَيؼي ًوَد 
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 ثِ عَسي وِ
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ثنِ تشتينت ثينبًگش تَاثنع     ( 2G)ٍ ( 1G)وِ دس ايي سٍاثظ، 

هؼتمل ايضٍتشٍپيه ٍاسّيذگي هتٌبػت ثنب سفتبسّنبي راتني    

. ثبؿنٌذ ي ٍيؼىَالاػنتيه هني  ثشؿي ٍ حدوي يه پيىنشُ 

تَاى ثِ كَست صٍج هعبدلات هتـىلِ سا دس حبلت ولي هي

صًونبيي ٍالعني   يه ثب. ّبي ّشديتبسي فَق ًـبى داداًتگشا 

ثِ هٌظَس تَكيف سفتبس هتـىلِ ٍيؼىَالاػتيه ثنب آساينؾ   

. آيذّبي ػبدُ هبوؼَ  دس وٌبس ّن ثِ دػت هيهَاصي هذ 

يبفتنِ ثنِ   تَاثع ٍاسّيذگي ثشاي ايني هنذ  هبوؼنَ  تعونين    

كَست هدوَو عجبسات ًوبيي وبّؾ يبفتنِ دس صهنبى ثينبى    

 :ؿًَذهي
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)ّنبي هبوؼنَ  اػنت ٍ    تعذاد ونل الونبى  ( N)وِ 
pA ) ٍ

(
pB )ّنبي ٍاسّينذگي   ثيبًگش  شايت هتٌبظش ثب عىغ صهبى

(
pa ) ٍ(

pb )اعوننب  هؼننتمين   ثننِ هٌظننَس . ثبؿننٌذهنني 

اص ينه  ( 4)ٍ ( 3)ّبي هاذٍد ثِ سٍاثنظ  ثٌذي الوبىفشهَ 

فشآيٌننذ ًوَػننبصي دس هعننبدلات اتؼننبعي ٍ اًاشافنني ثْننشُ 

ثب فنشم داًؼنتي ٍ نعيت تنٌؾ دس      اوٌَى. ؿَدگشفتِ هي

)صهبى 
nt ) ثِ اػتخشاج ٍ عيت تٌؾ دس صهبى فعلي(1nt )

دس هعبدلِ ( 6)ثب خبيگضيٌي تبثع ٍاسّيذگي . ؿَداختِ هيپشد

ثِ كَست صيش ( nt)سا دس ( kk)تَاى تٌؾ حدوي هي( 3)

 :اػتخشاج ًوَد
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تنَاى تبًؼنَس تنٌؾ    ثِ ٍاػغِ اػنتذلا  هـنبثْي ّنن هني    

حننب  ثننِ . ثذػننت آٍسد (nt)سا دس لاظننِ ( ijs)اًاشافنني 

)اػتخشاج تبًؼَس تٌؾ حدوي 
kk

 )    ثنشاي لاظنِ صهنبًي

 :تَاى پشداختثِ كَست صيش هي( 1nt)فعلي 
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ـنىلِ دس ثخنؾ   دس ايٌدب ثِ هٌظَس ًوَػنبصي هعنبدلات هت  

,1]دس ( 9)دٍم ساثغِ  nn tt ] گيشي عنذدي  اص لبعذُ اًتگشا

ًمغِ هيبًي وِ ًخؼتيي هشتجِ تَػظ ػيوَ دس حنل عنذدي   

ؿنَد  ِ گشديذ، اػتفبدُ هني يهعبدلات اًتگشالي ٍاسّيذگي اسا

پغ اص اًدبم هابػجبت عذدي، هعبدلنِ ولني تبًؼنَس    [. 20]

)1(تٌؾ ٍيؼىَالاػتيه  n
ij   دس صهبى فعلني(1nt )  ِسا ثن

 :تَاى ًَؿتكَست ًْبيي صيش هي
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 ّاي هحدٍد لاگراًژ الحاقيرّيافت الواى

ل توبػي يه ػبهبًِ هىبًيىي يثشاي هعشفي هـخلبت هؼب

ثِ عٌَاى پيىشُ )دٍثعذي، يه پيىشُ تغييشؿىل پزيش 

هَسد ( ثِ عٌَاى پيىشُ ّذف)ٍ يه پيىشُ كلت ( توبػي

پيىشثٌذي توبػي ػبهبًِ ثب هختلبت . گيشدًظش لشاس هي

x,[x[هبدي 
21

X  ًـبى دادُ ؿذُ اػت 1دس ؿىل .

ٍ  توبػي ثِ ٍػيلِ داهٌِ  پيىشُ تغييشؿىل پزيش يب پيىشُ

پيىشُ توبػي تات اعوب  . ؿَدهـخق هي هشص 

ًيشٍّبي حدوي 
ib تشاوـي ػغاي ،iT  ثش سٍي هشصs 

پيىشُ . ثبؿذهي dثش سٍي هشص  iuٍ خبثدبيي هـخق 

ػبصي گشُ گؼؼتِ NONالوبى هاذٍد ثب  NOEتوبػي ثِ 

سٍي هشص پيىشُ ( P)دس پيىشثٌذي هشخع، گشُ . ؿَدهي

سٍي لجِ پيىشُ ( J)ٍ ( I)ٍ ًمبط  PXتوبػي ثب ثشداس 

ػيؼتن هختلبت . گيشًذلشاس هي IX  ٍJXّذف ثب 

 . ؿَدًـبى دادُ هي n  ٍtهَ عي لجِ ّذف ثب ثشداسّبي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٍ فبكنلِ ًشهنب ( P)فبكنلِ ًشهنب  اثتذايي گشُ تونبػي 

گشُ پغ اص خبثدبيي پيىشُ توبػي دس هَلعيت فعلني  ّوبى

 :ؿًَذثِ تشتيت ثب سٍاثظ صيش تعشيف هي

(13) n.)X(Xd PJP

0
 

(14) )u(d).(dd P

n

P

0

PP

0

P

n
 nu 

P)وِ دس ايي ساثغِ، 

nu )    ُثيبًگش خبثدنبيي ًشهنب  گنش(P )

ثنش سٍي هنشص پيىنشُ    ( P)دس ًتيدِ تونبع گنشُ   . ثبؿذهي

P)توبػي ثب لجِ پيىشُ ّنذف، ًينشٍي توبػني    

cf )  ثنش سٍي

تنَاى آى سا ثنِ دٍ هؤلفنِ    ؿَد وِ هني پيىشُ ّذف ٍاسد هي

P)بع ًشهب  تو

nR ) توبع هوبػي ٍ(P

ff ) دس اثش اكغىبن

ّبي دس حب  ثِ هٌظَس خلَگيشي اص ًفَر پيىشُ. ِ ًوَدتدضي

توبع دس يىذيگش ثبيؼتي اص ليذ ًفَر ًبپزيشي تونبع تنه   

وَاًتَهتشي  پيىشثٌذي ولي توبػي دس يه ػبهبًِ هىبًيىي. 1لؿى

 (دسكذ ٍصًي)
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  ،  

ػَيِ اػتفبدُ ؿَد وِ دس ايي ؿشايظ، فبكلِ تونبع ًشهنب    

لبًَى توبع ته . ضسگتش يب ثشاثش ثب كفش ثبؿذفعلي ثبيؼتي ث

ػَيِ دس توبع ثيي دٍ پيىشُ ؿبهل ؿشايظ ًفنَر ًبپنزيشي،   

 [:2-1]ثبؿذ فـبسي ٍ تىويلي هي
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ّنب  ؿشط اكلي لبًَى توبع ته ػَيِ دس عذم ًفَر پيىنشُ 

ؿشط فـنبسي ثينبًگش عنذم وـنؾ ثنيي      . دس يىذيگش اػت

ؿشط . ثبؿذتوبػي ٍ ّذف ثِ ٍػيلِ يىذيگش هيّبي پيىشُ

  دّذ ونِ پيىنشُ توبػني ينب اص ّنذف خنذا       هىول ًـبى هي

 .ؿَدؿَد ٍ يب ثش سٍي پيىشُ ّذف فـشدُ هيهي

ل هختلف هٌْذػي ياػبػبً دٍ ًَو لبًَى اكغىبوي دس هؼب

لبًَى اكغىبن [: 2-1]گيشًذ هَسد اػتفبدُ لشاس هي

لبًَى غيشولاػيه يب ولاػيه وَلوت ثِ كَست كلت ٍ 

لبًَى (. 2ؿىل )ثْجَد يبفتِ ثِ كَست غيش كلت 

اكغىبن ولاػيه وَلوت داساي وبسثشدّبي گؼتشدُ 

لَاًيي اكغىبن غيشولاػيه ثِ خْت . ثبؿذهٌْذػي هي

 غلجِ ثش ًبوبسايي لبًَى ولاػيه ثشاي ثىبسگيشي دس 

ًمق اكلي . ِ ؿذًذيّبي الاػتَ پلاػتيؼيتِ اساتئَسي

 ولاػيه دس ًبتَاًني دس ثشگيشي ٍاثؼتگي  نشيتلبًنَى 

 . ثبؿذاكغىبن ثِ ػشعت لغضؿي ًؼجي هي

 

 

 

 

 

 

 

ثب ايي ٍخَد دس ثؼيبسي اص وبسثشدّنبي هٌْذػني، ػنشعت    

لغضؿي ًؼجي ثِ حذي ون اػت، وِ ٍاثؼتگي ػشعت ًؼجي 

دس لنبًَى  . ثِ  شيت اكغىبن لبثنل چـنن پَؿني اػنت    

، ينب ثنب   (P)وبػني  ولاػيه، ًيشٍي اكنغىبوي دس گنشُ ت  

ديَاسُ ّذف چؼجٌذگي خَاّذ داؿت ٍ يب دس اهتذاد ديَاسُ 

ثبيذ ثِ ايي ًىتِ تَخنِ داؿنت   . ّذف لغضؽ خَاّذ داؿت

ؿنًَذ ٍ  ل ايؼتبيي ثينبى هني  يوِ لَاًيي اكغىبن ثشاي هؼب

خبثدبيي هوبػي ول ثشاي يه گشُ هـخق هَسد ًظش لشاس 

يٌبهيىي، علاهت ًيشٍي اكغىبوي ثنِ  ل ديدس هؼب. گيشدهي

اينني ًننَو . گننشُ ٍاثؼننتِ اػننت( ػننشعت)خْننت حشوننت 

ل ؿجِ اػتبتيىي غيشخغني،  ييب دس هؼب)ٍاثؼتگي ثِ حشوت 

ًينشٍي اكنغىبوي دس ايني    ( ٍاثؼتگي ثِ خبثدنبيي ًونَي  

ػنبصي  ثٌبثشايي هعىَع. ثٌذي هَسد ًظش لشاس ًگشفتٌذفشهَ 

    ثننبس هدننبص علاهننت ًيننشٍي اكننغىبن دس فشآيٌننذ ًوننَي  

هغنبثك لنبًَى ولاػنيه، ؿنشايظ چؼنجٌذگي ٍ      . ثبؿنذ ًوي

 :ؿًَذلغضؿي ثِ كَست صيش ثيبى هي

(16) (Stick)0u0Rμf P

t

P

n

P

f
 

(17) (Slip)0u0Rμf P

t

P

n

P

f
 

P) ننشيت اكننغىبن ٍ  ( )وننِ دس اينني سٍاثننظ،   
tu )

لنبًَى ولاػنيه   . ثبؿنذ هني tخبثدبيي هوبػي دس ساػتبي 

ّنبي  ثٌنذي ّنبي هابػنجبتي فشهنَ    ثشاي غلجِ ثش دؿنَاسي 

تؼبٍي تغييشاتي ثِ يه لنبًَى اكنغىبوي الاػنتيه ثْجنَد     

يبفتِ اػت ٍ ؿشايظ چؼجٌذگي ٍ لغضؿي ايي لنبًَى ثْجنَد   

 :ؿًَذيبفتِ ثِ كَست صيش ثيبى هي

(18) (Stick)uuKf P
t

P
ts

P
f e 

(19) (Slip)uRμf P
t

P
n

P
f e 

)وِ دس ايي سٍاثنظ،  
s

K )    ُونِ ػنختگي چؼنجٌذگي ًبهينذ  

ؿَد، ؿيت ثخنؾ اثتنذايي هٌاٌني هتٌبػنت ثنب همنذاس       هي

ّنبي هانذٍد   ػبصي الونبى ثب گؼؼتِ. اػت( e)چؼجٌذگي 

تَاى ثِ هعبدلنِ  شاتي توبع اكغىبوي هيل ثشاثشي تغيييهؼب

 [:21]تعبدلي صيش دػت يبفت 

(20) 0FFUK 
c 

ًينشٍي تونبع ولني    [ 12NON]ثشداس ( cF)وِ دس ايٌدب 

 :ثبؿذهي

(21)  TNON
c

2
c

1
cc f...ffF 

(22)   NON1,2,...,PforfRf P
f

P
n

P
c 

T
 

P)وِ 
cf ) ُثيبًگش ًيشٍي توبع گش(P ) ثبؿنذ ٍ  هني(P

ff )

تَاى دس ايي ساثغنِ دسيبفنت   هي. ّن ًيشٍي اكغىبوي اػت
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  ، 

ّنش دٍ هدْنَ    ( cF)ٍ ًيشٍي توبػني  ( U)وِ خبثدبيي 

توبع ته ػَيِ ٍ ؿشايظ اكغىبن وَلونت  ليذ . ثبؿٌذهي

ثبيؼتي ثِ ّوشاُ ػبيش ؿشايظ هشصي دس عي فشآيٌذ حنل ثنِ   

اص ػَي ديگش، ًمغِ توبع اٍلينِ گنشُ   . ػيؼتن اعوب  ؿًَذ

(P )آيٌذ ايي گشُ دس ػغح ّذف تنَاثعي اص  ٍ حشوت پغ

ًيشٍّنبي تونبع    ٌنبثشايي ث. ثبؿنٌذ هني ( F)ًيشٍي اعوبلي 

P)ًشهب  
nR )  ًيشٍّبي هوبػي اكنغىبوي ٍ(P

ff )  دس عني

ينه  ( 20)دس ًتيدِ، ساثغِ . يبثٌذفشآيٌذ ثبسگزاسي تغييش هي

هعبدلِ غيشخغي ثَدُ وِ ثشاي حل، ًيبص ثِ يه فشآيٌذ حنل  

ِ َثِ هٌظن [. 22-21]ًوَي ٍ تىشاسؿًَذُ داسد  اينذُ   س اساين

لِ توبػي يه ػنبصُ  ثٌذي ثْجَد يبفتِ، هؼبايي فشهَ  اكلي

هنَسد  ( 1P)اي ٍ ديَاسُ كلت دس گشُ توبػني  دٍ هيلِ

. ّن ًـبى دادُ ؿنذُ اػنت   3گيشد وِ دس ؿىل ًظش لشاس هي

ثٌذي، يبفتي ًمغِ تونبع اٍلينِ   ّذف دس هشحلِ اٍ  فشهَ 

ٍ ػنپغ ًينشٍي توبػني آى اػنت ٍ ّنذف      ( P)دس گشُ 

 ٍ لِ م، چنه ًونَدى ؿنشايظ توبػني ٍ حنل هؼنب      هشحلنِ د

 .ثبؿذاكغىبوي هي

 

   بٌديهرحلِ اٍل فرهَل

ّذف دس هنشحلِ اٍ  اثتذا تـخيق ٍ تؼخيش كايح ًمغِ 

پغ اص آى، تعييي ًيشٍي ليذ هَسد ثبؿذ ٍتونبع اٍلنيِ هني

    گشُ تونبػي دس آى ًمغِ  ًيبص ثشاي ثبلي ًگبُ داؿتي

 . ثبؿذهني

 
 

تَاى ثِ ثٌذي هيلِ صيش سا ثشاي ايي هشحلِ فشهَ هنؼب

 [:1]كَست صيش تعشيف ًوَد 

(23) 














0g1

0g0
)g(ξ

0)du()gξ(:g

0dugs.t.)(min

n

n

n

ttnt

0nn
u

 

ٍ ( tu)اًشطي پتبًؼيل ونل ػنبصُ،   ( )وِ دس ايي سٍاثظ، 

(nu )ّبي هوبػي ٍ ًشهب  گشُ توبػي دس هشحلنِ  خبثدبيي

فبكلِ ًفَر هوبػني گنشُ تونبع دسٍى ّنذف،     ( tg)اٍ ، 

(td )  خبثدبيي هوبػي گشُ توبع دس حبلت توبع اٍليِ ثنب

)gξ(ّذف ًؼجت ثِ هَلعيت اثتنذايي آى ٍ  
n
   ٍاحنذ  تنبثع

( tg)ثبيذ تَخِ وشد وِ ليذ فبكلِ هوبػي . ثبؿٌذاي هيپلِ

0gnثبؿذ ٍ فمنظ ٌّگنبهي ونِ    اص ًَو ثشاثشي هي     فعنب

ؿَد؛ ايي ثذيي هعٌب اػت وِ ٌّگبهي وِ گشُ تونبع دس  هي

ايذُ اكلي ايي ليذ خذيذ . ؿَدوٌذ، فعب  هيّذف ًفَر هي

ؼخيش ًمغِ توبع اٍليِ ثِ عَس دليك ٍ اعوب  ًينشٍ ثنِ   دس ت

گشُ توبع ثِ هٌظَس چؼجبًذى گشُ توبع دس آًدب اص عشينك  

 نشايت لاگشاًنظ   . ثبؿنذ فشآيٌذ ثبسگزاسي دس ايي هشحلِ هي

ثشاي ليَد هٌدش ثِ دػتيبثي ثِ ًيشٍّبي هوبػني ٍ عونَدي   

چؼنجٌذگي  -ؿًَذ ٍ ثٌبثشايي ؿشايظ لغضؽثِ عَس دليك هي

اص ايني ؿنشط دس هشحلنِ دٍم ثنِ     . ؿًَذايٌدب وٌتش  هيدس 

هٌظَس اخبصُ لغضؽ گشُ توبع ثؼتِ ثنِ ؿنشايظ اكنغىبن    

 . ؿَدكشف ًظش هي

تنَاى ثنشاي   هابػجبتي سا هي ّبيسٍؽ پٌبلتي يب ػبيش سٍؽ

ثنب ايني   . ثىنبس ثنشد  ( 23)لِ تعشيف ؿذُ دس ساثغنِ  حل هؼب

ظ الابلي ّب سٍؽ لاگشاًسٍؽ ٍخَد ثِ دليل هاذٍديت ايي

 اوٌنَى . ثبؿذهي ليگضيٌِ ثؼيبس هٌبػجي دس حل ايي ًَو هؼب

 لِ ايني هشحلنِ   بثِ تعشيف وٌـوٌذ لاگشاًنظ الانبلي دس هؼن   

 :پشداصينهي

(24) 














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  ،  

tntn)وِ دس ايي ساثغِ،  ,0,0 θ,θ KK ) پبساهتشّبي

    ( 23)لاگشاًننظ الاننبلي ّوجؼننتِ ثننب ليننَد ًشهننب  ٍ هوبػنني 

ًيض پبساهتشّبي پٌبلتي ( nK)ٍ ( tK)پبساهتشّبي . ثبؿٌذهي

اينذُ سٍؽ لاگشاًنظ الانبلي    . ثبؿنٌذ ثشاي ليَد هشثَعِ هني 

ل غينش همينذ ونِ    يلِ هميذ ثِ يه سؿتِ هؼنب بتجذيل يه هؼ

ثنشاي  ( u)ػبص وٌـوٌذ لاگشاًنظ الانبلي ًؼنجت ثنِ     وويٌِ

دس اينني سّيبفننت اص  . ثبؿننذتخوننيي اينني پبساهتشّننب هنني  

ثِ هننٌظَس ثذػنت آٍسدى   ( tθ)ٍ ( tθ)پبساهتشّبيي هبًٌذ 

لِ هنميذ اكلي ثب اػتفبدُ اص همنبديش هانذٍد   بحل دليك هنؼ

دس كَست ًفَر يعٌي . ثبؿذهي( tK)ٍ ( nK)پبساهتشّبي 

0θg)دس حبلت  nn ) ؿشايظ ثْيٌگي هشتجِ اٍ  ًؼجت ،

ؿنَد ونِ دس   هٌدش ثِ هعبدلِ تعبدلي ًوَي صيش هي( u)ثِ 

 :اػت( ًظش ثِ اثشات ٌّذػي ٍ يب هبدي)ل غيشخغي يهؼب

(25)  
  1)-(i

ub

(i)1)-(i

c

1)-(i

1)(i

c

1)(i(i)1)-(i

c

1)-(i 0

fukk

frfukk






 

 ثِ عَسي وِ

(26)     1)(i

c
1)(i1)-(i

ub

  frff 

i)-(1)دس ايي سٍاثظ 
rk 1)-(i ) ِهبتشيغ ػختي ػبصُ ثؼت

i)-(1)ثننِ ؿننشايظ هننبدي ٍ ٌّذػنني اػننت ٍ 

c

1)-(i

c fk  )

(i). )هبتشيغ ػختي توبع اػنت 
u )    ًينض ثينبًگش ثنشداس

i)-(i1)-(1)خبثدننبيي ًوننَي ٍ  
ukr

1)-(i  )  ثننشداس ًيننشٍي

i)-(1)ّوچٌنيي  . ثبؿنٌذ ّبي الوبى هيگشّي ثؼتِ ثِ تٌؾ

ubf )

دس ايي ساثغِ، ثشداس ًيشٍي غيشتعبدلي اػت وِ ثنِ كنَست   

ثنشاي  ( 25)ثنب حنل ساثغنِ    . ؿَدتىشاس ؿًَذُ اػتخشاج هي

((i)
u)ّننب دس ، خبثدننبيي(i)  اهننيي تىننشاس ثننِ كننَست

((i)1)-(i(i)
uuu  )دس ؿشايظ عنذم  . آيٌذثِ دػت هي

0)ًفَر، ًينشٍي تونبع   
1)-(i

c f ) ؿنَد ٍ دس ًتيدنِ،   هني

i)-(1)هبتشيغ ػختي توبػي 

ck )  ًيض دس هعبدلِ تعبدلي رونش

ًينشٍي  دس هنَسد ؿنشايظ ًفنَر،    . ؿنَد ؿذُ ثشاثش كفش هني 

توبػي ٍ هبتشيغ ػختي توبع هَسد ًيبص ثشاي حل هعبدلنِ  

 :آيذتعبدلي فَق ثِ كَست صيش ثِ دػت هي

(27) 























)g(K

)g(K

t

1)(i

tt

n

1)(i

nn1)(i

c
θ

θ
f 

(28) 








 

t

n1)(i

c

1)(i

c
K0

0K
fk 

دس اًتْبي هشحلِ اٍ ، گنشُ تونبع دس ًمغنِ تونبع اٍلينِ      

(D ) خبثدبيي ٍ(u  ) لشاس داسد ٍ ًيشٍّبي عىغ العولي

(t
r f ) ٍ(n

r f )دس ايي ًمغِ هـخق ّؼتٌذ. 
 

 بٌدي  هرحلِ دٍم فرهَل

u)دس ايي هشحلِ، ّذف يبفتي خبثدبيي گشّي   )  ِثب تَخن

دس ثنِ عجنبست ديگنش    . ثبؿنذ ثِ اثشات توبع اكغىبوي هني 

هشحلِ دٍم چگنًَگي لشاسگينشي گنشُ توبػني دس ؿنشايظ      

 توبع لغضؿي ٍ يب چؼنجٌذگي دس ػنغح ثنبس فعلني تعينيي      

ثٌنذي  هعبدلِ ًوَي صيش سا ثشاي هشحلِ دٍم فشهنَ  . ؿَدهي

 :تَاى ثيبى وشدهغبثك صيش هي

(29)   0
1)(i

c

1)(i(i)1)-(i

c

1)-(i 


frfukk
c 

i)(i1)-(i1)-(1)وِ دس آى، 
ukr   )  ّني  ثنشداس ًينشٍي گش

ثشداس ًيشٍي توبع هنَسد  . ّبي الوبًي اػتهتٌبػت ثب تٌؾ

ًيبص ٍ هبتشيغ ػختي توبع سا ثنشاي حنل هعبدلنِ تعنبدلي     

 :تَاى ثيبى ًوَدفَق ثِ ػِ كَست صيش هي

 ؿشايظ چؼجٌذگي ثشاي لبًَى وَلوت ولاػيه -(1)

(30) 


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 چؼجٌذگي ثشاي لبًَى وَلوت ثْجَد يبفتِؿشايظ  -(2)

(32) 
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ؿشايظ لغضؿي ثشاي لبًَى وَلوت ولاػنيه ٍ ثنشاي    -(3)

 ثْجَد يبفتِ
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  ، 

u)دس اًتْبي هشحلنِ دٍم ًينض خبثدنبيي گشّني       )  چٌنبى

ؿَد وِ ػبصُ دس تعبد  ثبؿذ ٍ ؿشايظ اكغىبن ٍ تعييي هي

ّبي هشحلِ اٍ  ٍ دٍم هدوَو خبثدبيي. توبع اس ب ؿًَذ

uuu)هٌدننش ثننِ يننبفتي خبثدننبيي دليننك ًْننبيي   )   

ثِ دليل آًىِ ػبختبس هعبدلات تعبدلي هشاحنل اٍ   . ؿَدهي

هـبثِ ّؼنتٌذ، هعبدلنِ ولني صينش سا اص     ( 29)ٍ  (25)ٍ دٍم 

 :تَاى ًَؿتتشويت هعبدلات تعبدلي هشاحل اٍ  ٍ دٍم هي

(36)  
  1)(i

ub

(i)1)-(i

c

1)-(i

1)(i

c

1)(i(i)1)-(i

c

1)-(i 0









fukk

frfukk
 

i)(i1)-(i1)-(1)وِ دس ايي ساثغنِ،  
ukr  )   ثنشداس ًيشٍّنبي

i)(1)ّبي الوبى اػت؛ ٍ گشّي هتٌبػت ثب تٌؾ

ub


f )  ثنشداس

شتعبدلي اػت وِ ًيبص ثِ كنفش گنزاسدى ثنب تىنشاس     ًيشٍي غي

(i))ثنب حنل ايني هعبدلنِ ثنشاي      . ثبؿنذ ؿًَذگي هني 
u) ،

uuu)ام ثِ كَست (i)ّب دس تىشاس خبثدبيي  )  ِثن

 .آيذدػت هي

 

 الگَريتن عددي

لگنَسيتن ايني   دس اًتْبي ايي ثخنؾ ثنِ اختلنبس، هشاحنل ا    

ِ ين ثٌذي ثْجَ يبفتِ لاگشاًظ الانبلي هنَسد اػنتفبدُ اسا   فشهَ 

   .آغنبص حلمنِ ًونَ ثنبس     -0t ،2لشاس دادى  -1: گشدًذهي

وننِ ثننب اػننتفبدُ اص ثٌْگننبم ػننبصي  آغننبص حلمننِ الاننبق -3

حنل   -4. ؿنَد پبساهتشّبي سٍؽ لاگشاًظ الابلي اًدنبم هني  

شاي خبثدبيي ثِ كَست تىشاسؿًَذُ تب ث( 36)هعبدلِ ًوَي 

  اينني هشحلننِ، هعننبد  ثننب هشاحننل . ّوگشاينني حبكننل ؿننَد

ّنبي  ثنشاي گنشُ  ( 24)ػبصي وٌـوٌذ لاگشاًظ الانبلي  وويٌِ

ّنبي  ثشاي گنشُ ( 29)عبهل هشحلِ اٍ  ٍ حل هعبدلِ تعبد  

ّنبي  اگش لينَد تونبع ثنشاي گنشُ     -5. ثبؿذهشحلِ دٍم هي

ّب ثِ َثي اس ب ؿًَذ، ايي گشُعبهل هشحلِ اٍ  ثب دلت هغل

ػنپغ  . ؿنبى لنشاس داسًنذ   عَس دليك دس ًمبط توبع اثتذايي

اگنش لينَد   . ّب ثبينذ چنه ؿنًَذ   ؿشايظ اكغىبوي ايي گشُ

ّنبي عبهنل هشاحنل اٍ  ٍ دٍم ثنب دلنت      توبع ثشاي گنشُ 

هغلَثي اس ب ؿًَذ، حلمِ الابق ثبيؼتي ؿىؼتِ گشدد ٍ ثِ 

دس غينش ايني كنَست،    . بثذهشحلِ اٍ  ثبصگشدد تب ثبس، ًوَ ي

ثٌْگنبم ػنبصي پبساهتشّنبي     -6. ثبيؼتي فشآيٌذ اداهنِ يبثنذ  

ّنبيي ونِ   لاگشاًظ الابلي ثب يه فشآيٌذ اتَهبتيه ثشاي گنشُ 

    . اًنذ تَػظ ليَد توبع ٌَّص ثب دلت هغلنَثي اس نب ًـنذُ   

لنشاس دادى   -8. پبيبى حلمِ ًونَ ثنبس  . پبيبى حلمِ الابق - 7

ttt  سفتي ثِ هشحلِ دٍم ٍ. 

 

 کاربردّا ٍ ًتايج عددي

ًبًَ ثشوَيچ دس  لِ توبػي فشآيٌذ فشٍسٍي يه فشٍسًٍذُبهؼ

اي دٍ ثعذي هتـىل اص يه فيلن ًبصن فضبي كفاِيه ًين

ٍيؼىَالاػتيه پلي ًٍيل اػتبت ثِ عٌَاى پَؿؾ ٍ يه 

. صيشيي الاػتيه هَسد ثشسػي لشاس گشفتِ اػت لايِ

هبيـگبّي ايي هغبلعِ ثب اخبصُ آلبي پشٍفؼَس اعلاعبت آص

دس [ 23]ّبي ٍي َّاًگ ٍ اػتفبدُ اص ًتبيح آصهبيؾ

اص . داًـگبُ ايبلتي اولاّبهب اهشيىب اػتخشاج ؿذُ اػت

ّبي ثشوَيچ ػبختِ ؿذُ اص الوبع ثب ًَن ّشهي فشٍسًٍذُ

ًـبى دادُ ؿذُ  4ػِ ٍخْي وِ ًوبي ؿوبتيه آى دس ؿىل 

 ّبي ثشوَيچفشٍسًٍذُ. س گشفتِ اػتهَسد اػتفبدُ لشا

دسخِ  3/70ّوبًٌذ اًَاو هخشٍعي ثب صاٍيِ ًين هخشٍعي 

 .ثبؿٌذهي

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ًٍينل اػنتبت داساي وبسثشدّنبي    ي ًبصن پليونشي پلني  لايِ

ِ . ثبؿنذ فشاٍاًي ثعٌَاى سصيي ٍ فيلن پَؿـي هي ّنبي  ًوًَن

 6هتنش عنَ  ٍ عنشم ٍ    هيلني  20ًٍيل اػتبت ثِ اثعبد پلي

ػشعت فشٍسٍي فشٍسًٍنذُ  . اًذهتش استفبو اًتخبة ؿذُهيلي

ثب . ًبًَهتش ثش ثبًيِ ثَدُ اػت 5ّب ثشاثش همذاس ثبثت دس ًوًَِ

 ي ًَن يه ًوًَِ فشٍسًٍذُ ثشوَيچعشح ول. 4ؿىل
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  ،  

تنَاى هعنبدلات   هني  3/0اػتفبدُ اص  نشيت پَاػنَى ثبثنت    

خبثدنبيي   -ّنبي ثنبس  هشثَعِ سا ثِ عَس هؼتمين ثنِ هٌاٌني  

( 7)ٍ ( 6)ثشاصؽ داد ٍ ػپغ پبساهتشّبي هبوؼَ  هعبدلات 

ػبصي هٌاٌي ثشاصؽ يبفتِ دس هعبدلات ثشاي ؿجيِ( 5ؿىل )

اًذ تب خَاف ٍاسّينذگي فنيلن پليونشي    هشثَعِ لشاس گشفتِ

ًٍينل اػنتبت ثنِ كنَست تَاثنع ٍاسّينذگي ثشؿني ٍ        پلي

 :حدوي صيش هابػجِ ؿًَذ

(37) tt ee 1.005.0 165.0331.0102.1  (t)G
1

 
(38) tt ee 1.005.0 252.0448.0801.2)  (tG2 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

اص ثِ دػت آهذى تَاثع ٍاسّيذگي هَسد ًيبص حب  فشآيٌذ پغ 

پلي ًٍيل ي پليوشي فشٍسٍي يه فشٍسًٍذُ ثشوَيچ دس لايِ

   ثٌذي ػبصي ٍ ثب فشهَ ؿجيِ 6ثِ كَست ؿىل  اػتبت

. گيشدِ ؿذُ هَسد اسصيبثي لشاس هييّبي هاذٍد اساالوبى

     پغ اص . اًتخبة گشديذ 3/0 شيت اكغىبن ثشاثش 

ّبي هاذٍد ٍ اخشاي فشآيٌذ حل ػبصي وبهل الوبىِگؼؼت

خبثدبيي غيشخغي ثِ دػت -ثٌذي، يه هٌاٌي ًيشٍفشهَ 

خبثدبيي هتَػظ تانت -ايي هٌاٌي ًيشٍ 7دس ؿىل . آيذهي

ّبي فشٍسٍي ًبًَ ثب يه ًشخ خبثدبيي ثبثت ًـبى دادُ آصهبيؾ

خبثدبيي حبكل اص حل غيشخغي -ؿنذُ وِ ثب هٌاٌي ًيشٍ

ّوبى عَس وِ هـبّذُ . ٌذي عذدي همنبيؼِ ؿذُ اػتفشهَ  ث

ؿَد، تفبٍت اػبػي ثيي ايي دٍ هٌاٌي ثِ اػتثٌبي اثتذاي هي

تَاى ثِ فشآيٌذ ٍخَد ًذاسد وِ ايي تفبٍت اثتذايي سا ّن هي

ّن ًاَُ  8دس ؿىل . ّب داًؼتدليل ؿشايظ آصهبيؾ ٍ ًوًَِ

ػغح تَصيع تٌؾ ًشهب  توبػي دس هيبًدي ثيي فشٍسًٍذُ ٍ 

اثتذايي فشٍسٍي ثِ اصاي  ًٍيل اػتبت دس ؿشايظلايِ ًبصن پلي

ثبًيِ ًـبى دادُ ؿذُ  1ٍ  1/0دٍ عَ  گبم صهبًي هتفبٍت 

گيگب پبػىبلي دس هشوض  4/1ثيـيٌِ تٌؾ توبػي حذٍد . اػت

تٌؾ توبػي ثب يه فشآيٌذ . ًبحيِ فشٍسٍي هـبّذُ ؿذُ اػت

وض ًبحيِ هـتشن ًبًَ هتشي اص هش 500وبّـي دس فبكلِ حذٍد 

 .توبػي ثِ همذاس كفش سػيذُ اػت

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 عشح ولي هذ  هبوؼَ  تعوين يبفتِ. 5ؿىل

 عشح ولي هذ  هبوؼَ  تعوين يبفتِ. 6ؿىل

ًٍيل ًاَُ تَصيع تٌؾ ًشهب  توبػي ثش فيلن پلي. 8ؿىل

 اػتبت اص هشوض

ثٌذي عذدي ثب خبثدبيي حبكل اص فشهَ -همبيؼِ هٌاٌي ًيشٍ. 7ؿىل

 خبثدبيي هتَػظ ثذػت آهذُ اص آصهبيؾ فشٍسٍي ًبًَ -هٌاٌي ًيشٍ
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 گيري  ًتيجِ

ل توبػي دس هىبًيه خبهذات يّبي اخيش هنؼبدس ػب 

ّب ٍ هابػجبتي ثِ دليل اّونيت غيشلبثل تَكيف دس عشاحي

ّبي هنٌْذػي ثِ عٌَاى يه ػغح تاميك فعب  تاليل

ّبي يذُ توبع دس اثش ثشّوىٌؾپذ. هنغشح ثَدُ اػت

دّذ وِ ثبسّبي توبػي ثيي اخضاي هىبًيىي سخ هي

ؿًَذ ٍ ّبيي ًبؿي هيهىبًيىي ّن اص چٌيي ثشّوىٌؾ

ل توبػي دس عشاحي ٍ تاليل هٌْذػي يثيبًگش اّويت هؼب

ّبي پيچيذُ ثٌذيثب ايي ٍخَد ثِ دليل فشهَ . ثبؿٌذهي

عشاحي هشػَم  ّبي توبػي ثِ ًذست دس فشآيٌذّبيپذيذُ

ّبي ثب دلت ثبلا گيشًذ ٍ اغلت دس تاليلهَسد ًظش لشاس هي

ّذف هغبلعِ حب ش، تَػعِ . ؿًَذهَسد اّويت ٍالع هي

اًغجبلي ثش هجٌبي الگَسيتوي  -يه هذ  هابػجبتي ًوَي

ّبي تٌؾ غيشخغي ٍ ٍاثؼتِ ثِ صهبى ثِ هٌظَس هابػجِ

يه ثَدُ ّبي ٍيؼىَالاػتاػتبتيه توبػي دس ػبهبًِؿجِ

فشآيٌذ حل لاگشاًظ الابلي ثْجَديبفتِ خذيذ، لبثليت . اػت

ّبي ثبس غلجِ ثش ػختي تعييي دٍ پبساهتش پٌبلتي ٍ تعذاد گبم

  ّبي هشػَم لجل تَػظ وبسثش تعيييًوَي وِ دس سٍؽ

 .ثبؿذگشديذًذ سا داسا هيهي
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