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دز قىبيغ ياثػتٍ ثٍ مُىدغي مکبويک خبمدات، غابشٌ ي َمنىايه دز ربزثسدَابي ػلاً       مػبيلتسيه مقداز مسشي دز ثسگيسودٌ تمبظ يکي اش ثب اَميت مػبيل

وابوً   مػابيل ثىدي ي تحليال  مًلدز ايه مقبلٍ، فسآيىد حل محبغجبتي خديدي ثٍ مىظًز فس. ثبؾىدفضبيي ي وظبمي، ػلً  پصؾکي، ثيًغيػتم ي محيط شيػت مي

قلت ثب زييٍ يک ويم فضبي ييػکًالاغتيک ثب َس َىدغاٍ دلواًاٌ دز ؾاسايط     يرسيثيه يک فسيزيودٌ ( contact nanoindentation) يتمبغفسيزيي 

ياٍ ييػکًالاغاتيک اًاغاتٍ اقالي اياه      اغتوساج زياثط ثيه تًشيغ فؿبز تمبغي، ويسيي ػبمل ثس فسيزيودٌ ي ميصان وفًذ دز لا. ؾًدمي ازايٍثدين اقطکبک 

ثىدي مىبغت دز مؼبدلات متؿاکلٍ ي اغاتفبدٌ اش زيؼ محبغاجبتي يازين غابشي     ثب ثکبزگيسي يک فسمًل فسيزيي ييػکًالاغتيکوبوً  مػبلٍ. ثبؾدمطبلؼٍ مي

ب حل تحليلي فسآيىد ثبزگارازي ي ثابزثسدازي   مقبيػٍ وتبيح ػددي ث. ٌ اغتثب ازضبي دقيق ؾسايط مسشي حل ؾد (matrix inversion method)مبتسيػي 

 .دَدحل محبغجبتي زا وؿبن مي زَيبفتَبي رسيي، دقت وبوً فسيزيودٌ يثسا

.وبوً يم فضب، فسيزييو يٍيزيبفت محبغجبتي يازين غبشي مبتسيػي، يزَ، کيػکًالاغتيي يتمبغ مػبيل :کليدي واژه هاي

 

 

A new numerical approach for the contact analysis between a spherical 

nanoindenter on the surface of viscoelastic half-space 

 
H. Ashrafi, M. Farid and M. Kasraei 

Center of Excellent in Computational Mechanics, Department of Mechanical Engineering, 

Shiraz University 

 
Abstract
Boundary value problems involving contact are great importance in industries related to mechanical and civil engineering, also in 

environmental, medical, military and aerospace applications. In this paper, the nanoindentation contact problem between a rigid 

spherical indenter and surface of a viscoelastic half-space of arbitrary shape is considered under assumption of interfacial 

surfaces are frictionless. Deriving of the relations between the contact pressure distribution, the resultant force on the indenter 

and the penetration on viscoelastic surface is the main scope of presented study. By appropriate formulation of the viscoelastic 

constitutive equations, the problem can be solved numerically using the Matrix Inversion Method (MIM), extended to 

viscoelastic indentation case and with exactly satisfying the boundary conditions. Comparison of the numerical results with 

analytical ones for loading-unloading procedure of spherical indenters, shows the efficiency of the method in case of a prescribed 

penetration as well as given load history. 
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 مقدمه

َابي  ثب افصايؽ اغتفبدٌ اش مًاد ثب غباتبزَبي ثػيبز رًچک، فايلم 

َاب، وابوً ماًاد ثيًلاًضيکي ي     وبوً ربمپًشيات  وبشک، مًاد َدفمىد، 

  ٍ َابي موتلاع ػلاً  مااُىدغي،     غبيس مًاد وبمتدابوع دز ؾابا

تحليل ي ازشيبثي دقيق تىؽ ي تغييسؾکل چىيه مًادي ثساي پايؽ 

 .ؾاًد  بثل اطميىبن، ثػيبز احػبظ ماي ثيىي زفتبز وُبيي ؾکػت ق

اثااصاز ماااىبغجي رااٍ ثااٍ مىظااًز ثسزغااي َاابي اايااس، غاابل دز

َاابي مکاابويکي مًضااؼي مااًاد ييػکًالاغااتيک دز مؿوكااٍ

َبي رًچک ميکسي ي وبوً ثػيبز مًزد تًخٍ قساز گسفتٍ مقيبظ

اغت، اغتفبدٌ اش ػمق غىدي فسيزيي دز ثبزَابي ثػايبز رام    

ثب رابَؽ  [. 1]ي وبوً مؿًُز اغت ثبؾد رٍ ثٍ زيؼ فسيزيمي

ٍ  گػتسدٌ ضوبمت پًؾاؽ  دز تًليادات   وابشک  يَاب َاب ي لايا

َب ي گيسي مػتقل اًاـ مکبويکي ياقؼي فيلممُىدغي، اوداشٌ

ي شيسيه ويص ثٍ دليل ثسَمکىؽ ثس يکاديگس  َبي لايٍ بَپًؾؽ

 ،دز ارثاس ماًازد  . ثبؾدثٍ َمبن اوداشٌ دز حبل پينيدٌ ؾدن مي

َب يخاًد دازد  آشمبيؿي ثساي تؼييه اًاـ آن َبيمحديديت

َبي آشمبيؽ دز مقيبظ وبوً ويبشمىد ي ويص فساَم ومًدن دغتگبٌ

ٍ . ثبؾدَبي ثبلايي ميقسف َصيىٍ غابشي اياه   مادل  ،دز وتيدا

اي ثساًزداز ؾادٌ  مُىدغي اش اَميت ييطٌ مػبيلفسآيىدَب دز 

 .اغت

ي وبحياٍ  دز گرؾتٍ ارثس مطبلؼبت تئًزي ثاساي تومايه فؿابز    

َبي تمبظ تمبظ اخػب  دز حبل تمبظ ثب َم ثس اغبظ تئًزي

 ٍ افااصيدٌ ؾاادن ا ااسات  . زيااصي ؾاادٌ ثًدوااد الاغااتيک پبياا

 َابي ػملاي دز حال    ييػکًالاغتيک غاجت ايدابد پينيادگي   

َابي اغبغاي زفتابز خبمادات     يکي اش ؾباكٍ. ؾًدمي مػبلٍ

ي مکابويکي دز َىگاب    ضغابشي اواس  الاغتيک، ظسفيات ذاياسٌ  

سؾکل دز ا س ثبزگرازي ي آشادغبشي ربمل ايه اوسضي پاع  تغيي

ثاس اا ف اياه زفتابز دز غياابلات      . ثبؾاد اش ثبزثسدازي مااي 

غاابشي  ييػکًش، اوسضي ماکبويکي ثطًز پيًغتٍ ي ثدين ذايسٌ

ثٍ طًز ااتكبقي، ثساي اش ماًاد پسرابزثسد  . ؾًدمي مػتُلک

اخٍ ؾادن  ماُىدغي، اوسضي ماکبويکي زا َىگب  مً تي ثب اَمي

ثب ويسيَابي اػمابلي ثاٍ قاًزت َمصمابن َام ذاياسٌ ي َام         

غبشود رٍ ثٍ ايه پبغخ غاباتبزي، زفتابز ييػاکً    مػتُلک مي

َبي تمبغاي الاغاتيک،   دز ماقبثل تىؽ. ؾًدالاغتيک گفتٍ مي

َابي تمبغي ييػکًالاغتيک، َام تحات تار يس ااًاـ     تىؽ

رلاي   اش اياه زي پيکسثىادي  . ثبؾىدالاغتيک ي َم ييػکًش مي

َبي تمبغاي  تمبظ، وبحيٍ مؿتسک تمبغي ي وحًٌ تًشيغ تىؽ

 مػابيل ػا يٌ ثاس اياه،    . َمگي ياثػتٍ ثٍ شمبن اًاَىاد ثاًد  

تمبغي دز مًاد تغييسؾکل پريس ثٍ دليل تغيياس پيًغاتٍ ؾاسايط    

مسشي دز ميبودي تمبغاي، ييساطاي ي َىگابمي راٍ يکاي اش      

ييساطي  بيلمػَب ويص ييػکًالاغتيک ثبؾىد، تحليل ايه پيکسٌ

 .ي ياثػتٍ ثٍ شمبن اًاَد ثًد

َاابي ييػکًالاغااتيک اش قضااايٍ تىاابظس   ايلاات دز تحلياال 

(correspondenc theorem )ييػکًالاغاتيک   - الاغتيک

           ثااٍ مؼاابدلات ييػکًالاغااتيک زا [. 4-2]ؾااًد اغااتفبدٌ مااي

ثٍ مؼبدل الاغتيک تًان ميتجدي ت لاپ ظ يب فًزيٍ  ي يغيلٍ

 تجديل ؾدٌ، ثب مؼکاًظ  مػبلٍجديل ومًد ي پع اش حل َب تآن

اش . تًان زفتبز زا دز دامىٍ شمبوي مطلًة ثبشيبثي راسد غبشي مي

َابي زفتابز ييػکًالاغاتيک، اياه     ايه زي ثٍ ػلات پينيادگي  

ثبؾىد رٍ پاريسؼ  ي مقديز ميمػبيلَب فقط دز تحليل زَيبفت

ي يااب مااديل يازَياادگي   (creep compliance)اااصؼ 

(relaxation) قبثال ثيابن    يک مدل غابدٌ مکابويکي   مابدٌ ثب

 .ثبؾىد

 مػابيل اش ديسثبش ثاٍ ػلات مياصان اَميات تحليال تمابظ دز       

اياه  بن ثاٍ پاطيَؽ دز   محققا ربزثسدي، تؼداد قبثل تًخُي اش 

َابي غاٍ ثؼادي    ثىادي ووػتيه فسماًل . اودشميىٍ مؿغًل ثًدٌ

اش  تئًزي ييػکًالاغتيػيتٍ اطي ي ايصيتسيپيک تًغط ثسااي 

محققبن پيؿگب  مبوىد مبرػًل، رلًيه، ييت ي ثًلتصمه مؼسفي 

تمبظ وسمبل ثيه يک فسيزيودٌ ربم ً قلت ثاب ياک   . ؾدٌ اود

َابي پتبوػايلي اثتادا    اي ثٍ يغيلٍ تئاًزي لايٍ الاغتيک قفحٍ

َ [. 5]ک مطسح ي ثسزغي گسدياد  تًغط ثًغيىػ  بفات يياک ز

وصديکي وقطاٍ  َب دز َب ي تغييسؾکلتحليلي ثساي تًقيع تىؽ

      ثااب ثسزغااي تماابظ الاغااتيک ثاايه [ 5]تماابظ تًغااط َستااص 

غاپع  . دي پيکسٌ الاغتيک يکىًااات مؼسفاي ؾاد   َبي زييٍ 

 ازايٍَبي تحليلي ي ويمٍ تحليلي تؼداد قبثل تًخُي اش زَيبفت

زَيبفت مبودگبزي ثب اغتفبدٌ اش تئًزي ثًغيىػک ثاساي  . ؾدود

فضبي الاغتيک  ت زيي ويمَبي قلفسيزيودٌ اش متفبيتياوًاع 

ٍ [ 6]دز ؾسايط تمبظ ثب تقابزن محاًزي تًغاط اغاىدن       ازايا

ثاب  [ 7]غاپع زَيبفات اثتادايي تًغاط لاي ي زاديک      . گسديد

اغااتفبدٌ اش زاٌ حاال تماابظ الاغااتيک َستااص ي زيؼ تجااديل  
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لاپ ظ ثساي تمبظ يک رسٌ قلت َمًاز ثاس زيي ياک وايم    

لؼاٍ قاساز   فضبي ييػکًالاغاتيک ثادين اقاطکبک ماًزد مطب    

َب غطح تمبظ زا دز ايه مطبلؼاٍ ثاٍ قاًزت ياک     آن. گسفت

اش ايىاسي   ،تبثغ ثب افصايؽ يکىًااات دز شمابن دز وظاس گسفتىاد    

دز مااًازد راابَؽ دز غااطح تماابظ پبغااوي َااب آنزَيبفاات 

ثاساي تحليال زفتابز    [ 9-8]ايه وقاف تًغاط تيىا     . وداؾت

بزن َبي قلت ثب تقبزن محًزي ي ييسمتقتمبغي ثيه فسيزيودٌ

دز . ثب يک ويم فضبي ييػکًالاغتيک مًزد مطبلؼٍ قساز گسفت

مطبلؼٍ اي ايه امکبن يخًد داؾت رٍ غطح تمبظ ثٍ قاًزت  

ثاٍ   َمَبيؽ د ي زاٌ حلًؾاوتوبة َس تبثغ دلوًاَي اش شمبن 

ٍ تحليال  . دگسديثًغيىػک ثيبن  مػبلٍقًزت َمجػتٍ ثب   ازايا

ب دز وظاس  ؾدٌ لي ي زاديک ثساي دي خػم دز حابل تمابظ ثا   

[ 10]َبي تمبغي دلوًاٌ مستجٍ دي  تًغاط يبوا    گسفته زييٍ

مؼبدلات متؿکلٍ ييػکًالاغتيک دز تحقيق يبو  . ثُجًد يبفت

َابي  َبي اوتگسالي ثيبن ؾادود ي اش فسيزيوادٌ  ثٍ يغيلٍ ػملگس

يک [ 11]وقيٍ ي َمکبزاوؽ . اغتفبدٌ ومًدودويص قلت ثيضًي 

زا تًغؼٍ دادود رٍ دز آن،  ايمدل تمبغي ييػکًالاغتيک لايٍ

تمبظ يک لايٍ ييػکًالاغتيک اطي راٍ ثاٍ طاًز ربمال ثاس      

زيي يک شيسلايٍ قلت قساز گسفتٍ ثاب ياک فسيزيوادٌ قالت     

اي ماًزد تحليال قاساز    ثدين اقطکبک تحت ثبزگرازي مسحلٍ

يک مادل پبياداز دز ؾاسايط    [ 12]َيبت ي َمکبزاوؽ . گسفت

ً پيکسٌ يثساتمبظ چػجىدگي  الاغاتيک اطاي دز   َابي ييػک

اش تؼميم مادل   َبآن ثىديفسمًل دز .ثىدي رسدودغبيؽ فسمًل

 تمابظ تحليل  دز يمدل اًد پبيدازيک  ثٍتيى  غبدٌ تمبغي 

 .دَبي متقبزن اغتفبدٌ ؾدگي پيکسٌىچػج

َبي وًيه وبوً فسيزيي دز وبوً، تحليلفىبيزي دز پي گػتسؼ 

فاسيزيي   يلمػبر غيک  يَبَبي اايس خبيگصيه تحليلغبل

فسيزيي تمبغاي ياک    مػبيلر غيک  يَبتحليل. ؾدٌ اغت

فضابي ييػکًالاغاتيک راٍ    وايم زييٍ يک س ثفسيزيودٌ قلت 

  ايلاات دز ربزثسدَاابي ػملااي ثااساي تؼياايه اااًاـ متؿااکلٍ 

َبي اايس مىدس دز غبل ،زيدَبي ييػکًالاغتيک ثکبز ميزييٍ

َابي  تَيبفا ز[. 1]ثٍ ظًُز زيؼ وبوً فسيزيي گسديدٌ اغات  

ميکسي ي وبوً فسيزيي ثٍ ػىاًان اثصازَابيي تًاومىاد دز يابفته     

ٍ اًاـ مکبويکي مًاد ثٍ ييطٌ فيلم َابي  َبي وبشک ي شيس لايا

تمبظ ربمل وبوً فسيزيي يک  .اود ييػکًالاغتيک تثجيت ؾدٌ

فسيزيودٌ قلت متقبزن محًزي ثادين اقاطکبک ثاب پسيفيال     

ک ثاب اغاتفبدٌ اش   س يک ويم فضبي ييػکًالاغتيثاي چىد خملٍ

لازغاه ي َمکابزاوؽ   . دؾمطبلؼٍ [ 13]تًغط فً قضيٍ تىبظس 

َابي  غبشي خابمؼي زا ثاس زيي وابوً فسيزيوادٌ    ويص مدل[ 14]

تحليل وبوً فسيزيي ربملي تًغط ياودامي . ثسرًيچ اودب  دادود

ثاب اغاتفبدٌ اش زيؼ تًغاؼٍ يبفتاٍ تًاثاغ رىؿامىد       [ 15]ي الم 

طاًز ااتكبقاي اش   ٍ ز آن ثا ييػکًالاغتيک ثيابن ؾاد راٍ د   

َابي ييػکًالاغاتيک اطاي    َبي موسيطي ي مادل فسيزيودٌ

وابوً  وياص  [ 16]گاًديس ي َمکابزاوؽ   . دگسديا متفبيتي اغتفبدٌ 

س زيياٍ ياک   ثا فسيزيي تمبغي يک فسيزيودٌ متقبزن محًزي 

وسمابل  يکىًااات  ويم فضبي الاغتيک زا تحت اػمبل يک ثابز  

َاب ماًزد   بغاي آن ثب فسل اقاطکبک رًلمات دز ميابودي تم   

ضاسيت پاريسؼ   [ 18-17] ؽلً ي َمکبزاو. تحليل قساز دادود

اصؾي ي مديل يازَيدگي يبو  چىد مبدٌ پليمسي زا ثب ربزثسد 

وابوً   يثاسا َستاص ي اغاىدن   تمابظ  َبي قضيٍ تىبظس ثس تئًزي

تمابظ ثادين   [ 19]خيبوابرپًلًظ  . اغتوساج ومًدود يفسيزي

يک ي اقاااطکبک ي چػاااجىدگي غاااطًح َماااًاز الاغااات   

. سدرا َابي َسماي ثسزغاي    ييػکًالاغتيک زا ثب وبوً فسيزيودٌ

ٍ َبي رسيي تمبغي وبوً فسيزيودٌفسيزيي  مػبلٍ  يَاب ثس زييا

[ 20]خبمدات ييػکًالاغتيک ويص تًغط چى  ي َمکابزاوؽ  

 .مطبلؼٍ ؾد

حال خدياد ثاساي محبغاجٍ وابوً       زَيبفات دز ايه مقبلٍ، ياک  

زييٍ ياک وايم    بثقلت رسيي يک پيکسٌ ثيه فسيزيي تمبغي 

اش . ٌ اغتؾد ازايٍفضبي ييػکًالاغتيک ثب َس َىدغٍ دلوًاٌ 

غبشي مبتسيػي ثاساي حال وابوً    يک زَيبفت محبغجبتي يازين

فسيزيي تمبغاي ي اغاتوساج تبزيوناٍ تًشياغ فؿابز دز َاس       

يابفته ازتجابب ثايه     .تبزيونٍ ثبز يب وفًذ اغاتفبدٌ ؾادٌ اغات   

ثاب اياه    وفاًذ ٌ ي ػماق  تًشيغ فؿبز، ويسيي يازد ثس فسيزيواد 

 .ثبؾدفسآيىد حل خديد اش اَداف ايه مقبلٍ مي

 

 بندي معادلات متشکله ويسکوالاستيکفزمول

رىىدٌ غباتبز ذاتي ي دزيوي ياک  مؼبدلات متؿکلٍ رٍ مىؼکع

َابي متفابيتي اش زفتابز ماًاد زا     ثبؾاىد، مادل  مبدٌ ابـ ماي 

کلٍ اش مىظس زيبضي، غًدمىدي مؼبدلات متؿ. رىىدمؿوف مي

دز تًقيع زياثط ميبن مؼبدلات ميداوي گسمابيي، مکابويکي ي   
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قبثال طاسح دز    مػابيل َابي  ثىديغيىمبتيکي ي تؿکيل فسمًل

اش مىظااس فيصيکااي، . ثبؾاادَاابي پيًغااتٍ ماايمکبويااک محاايط

غًدمىدي مؼبدلات متؿکلٍ دز تؼسياع ماًاد گًوابگًن ي ثاٍ     

ي َاب راٍ ثاب ثکابزگيسي مادل     ،ثبؾدآل دزآمدٌ ميقًزت ايدٌ

ثاب اياه   . ؾاًد ماًاد اوداب  ماي   ياقؼي متفبيت ثساي ثيبن زفتبز 

يخًد، امکبن پريس ويػت رٍ يک مؼبدلٍ زا ثساي ثيبن يک مبدٌ 

مؿوف ثساي تمب  محديدٌ ربزثسدَبي آن  جت ومًد؛ ثٍ اياه  

دليل رٍ ارثس مًاد تحت غطًح تغييس ثبزگارازي مبوىاد پبغاخ    

تبزَابي رابم ً   پ غاتيک دز ا اس افاصايؽ تاىؽ زف     - الاغتيک

طًز رلي ثُتاس اغات راٍ مؼابدلات     ٍ اش ايىسي ث. متفبيتي دازود

يک مبدٌ مؿوف متؿکلٍ ثيبوگس يک زفتبز ييطٌ ثبؾىد تب ثساي 

 [.22-21]ؾًود 

رسوؽ حبرم ثس خبمدات الاغتيک تسارم وبپاريس زا  -زاثطٍ تىؽ

 :تًان وؿبن دادثٍ قًزت شيس مي

 

(1)  
ijij es 2  

 

 ب ثٍ ػجبزت ديگسي ي

(2)  
ijij se )2/1(   

 

َبي اوحسافاي  ثٍ تستيت مؤلفٍ( ije)ي ( ijs)رٍ دز ايه زياثط، 

 ياب ماديل ثسؾاي    ي ثيبوگس ضاسيت لاماٍ   ( )تىؽ ي رسوؽ ي 

تًان زياثاط  مطبثق اقًل متىبظسي دز الاغتيػيتٍ مي. ثبؾىدمي

َبي ييػکًالاغتيک اطي زا ثاب مؼسفاي تًاثاغ    ثس پيکسٌحبرم 

يازَيدگي ي اصؾي دز قبلت مؼبدلات يلتسا مؼسفي ومًد ي ثاب  

اغتفبدٌ اش فس  رلي زاثطٍ ثبشومبيي ايصيتسيپيک تبوػاًز مستجاٍ   

چُبز  تًاثغ يازَيادگي ي اصؾاي، مؼابدلات اوتگسالاي زا ثاٍ      

 [:23ي2]تًان ومبيؽ داد قًزت شيس مي
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ثٍ تستيت تًاثغ يازَيدگي ي اصؾي  tJ)(ي  tG)(رٍ  ثىحًي

 .ؾًودييػکًالاغتيک وبميدٌ مي

فتتزوروي تماستتي   يازبتتجديتتد محاستتباتي  رهيافتتت

 ويسکوالاستيک

),(َىدغاٍ دلواًاٌ    دز ايىدب يک وبوً فسيزيودٌ قلت ثب yxz 

دز فسيزيي تمبغي ثدين اقطکبک ثاٍ دزين زيياٍ ياک وايم     

مياصان  . گياسد فضبي خبمد ييػکًالاغتيک مًزد وظس قاساز ماي  

فسيزيودٌ ي وبحيٍ تمبظ حبقل اش فسيزيي تحت  t)(وفًذ 

د رٍ ايه يبثىيک ثبزگرازي يکىًاات وسمبل ثب شمبن افصايؽ مي

),,(امس غجت تغييس دز چگًوگي تًشياغ فؿابز تمبغاي     tyxp 

يبفته زياثطي ثيه تًشيغ فؿبز، ويسيي ثسآيىد زيي . اًاَد ؾد

ثاب اغاتفبدٌ اش   . ؾاًد فسيزيودٌ ي وفًذ دز ايه ثوؽ دوجبل ماي 

موتكبت ربزتصيه، زييٍ ويم فضابي ييػکًالاغاتيک قجال اش    

),( ثبزگرازي وػجت ثٍ قفحٍ yx  وؿبن دادٌ ؾادٌ   1دز ؾکل

ثٍ قًزت شيس ثيبن  0zدز  مػبلٍؾسايط مسشي ثساي . اغت

 :ؾًدمي

 

)(),()(),,( tyxzttyxu 

)(),(0 tyxzzyzxz  

 

),,(رٍ دز ايىدب  tyxu اي وقطٍ  ثيبوگس مؤلفٍ ػمًدي خبثدبيي

ثيبوگس ميبودي َم  t)(ثبؾد، مي zاش زييٍ ويم فضب دز خُت 

 دَدتىؽ زا وؿبن مييضؼيت ويص تبوػًز  σتمبغي فؼلي ي 

 

طسح فسيزيي تمبغي پيکسٌ قلت دلوًاٌ ثس زييٍ يک ويم . 1شکل 

فضبي ييػکًالاغتيک
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ت َاابي الاغااتيک ثااب ضااسيثًغيىػااک زا دز پيکااسٌ مػاابلٍ

ي دز ثسگيسوادٌ خبثدابيي وسمابل وقطاٍ فسضاي       پًاغًن 

),( yx ٍتًان ثٍ قًزت شيس ثيبن ي ويم فضب ميثس زيي زيي

 [:5]ومًد 
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 رٍىحًي ث

(8)  22 )()(   yxr  

 

، ثاب   [4-2]غاتيک  ييػکًالا - مطبثق قضايٍ تىابظس الاغاتيک   

 :تًان وًؾتمي( 7)گيسي اش زاثطٍ تجديل لاپ ظ
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تاًان ثاٍ   رٍ تبثغ اصؾي فضبي لاپ غي زا ثب زاثطاٍ شياس ماي   

 [:3-2]مديل يازَيدگي مستجط غبات 

 

(10)  )(/1)( 2 sGssJ   

 

زاثطاٍ  ثاٍ  [ 2-4( ]convolution)ثب اػمابل قضايٍ ربوًلًؾاه    

ي تؼميم وتيدٍ ثٍ دغت آمدٌ ثاساي دز ثسگاسفته   ( 9)لاپ غي 

 :تًشيغ ويسيي تمبظ دازيم
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ثبؾد رٍ دز َس گاب   ثيبوگس وبحيٍ تمبغي ثيؿيىٍ مي mرٍ 

. شمبوي َمًازٌ اش وبحيٍ تمبغي فؼلي ثبيػتي ثصزگتاس ثبؾاد  

 الگاًزيتم  Bبتسيع اتمبغي دز تؿاکيل ما   ثيؿيىٍ ميبودي

َابي  ثاساي پيکاسٌ   مػبلٍ. گيسدػددي مًزد اغتفبدٌ قساز مي

ييػکًالاغتيک ثب اػمابل ؾاسايط ماسشي ثاٍ قاًزت شياس       

 :ؾًدثبشومبيي مي

(12)  
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َبي ر غيک تمبظ رٍ قبلت پيکسٌ تمبظ مؿاوف  دز زيؼ

ٍ    فسل مي اي اش ؾد، تًشيغ فؿبز تمابظ ثاٍ قاًزت مدمًػا

غپع ايه غسي اش تًاثاغ  . ؾدوُبيت تًاثغ مؿوف ثيبن ميثي

 مؿوف ثب ازضبي ؾسايط ماسشي ثاٍ قاًزت تقسيجاي رًتابٌ     

َب ثٍ طًز قطؼي ثٍ دليل ثاٍ دغات   ايه زيؼ. ؾدودغبشي مي

   آيزدن تًشيغ پيًغاتٍ تسارؿاه تمبغاي ايدابد اطابي ثابلايي      

ٍ  ثب. رىىدمي َابي مادزن ي محبغاجبت    تًغؼٍ تکىًلًضي زايبوا

يک الگاًزيتم   ازايٍغسيغ ايه امکبن فساَم گسديدٌ اغت رٍ ثب 

محبغجبتي مىبغت ثتًان تسارؿه زا ثٍ خبي تًشيغ پيًغاتٍ ثاٍ   

َابي دلواًاٌ   غبشي ؾدٌ اش المبنقًزت يک مدمًػٍ گػػتٍ

خبيگصيه ومًد ي غپع ؾسايط مسشي زا دز ياک تؼاداد وقابب    

تسيه قًزت ثيبن تًشياغ  غبدٌ. ٍ غبشي ؾدٌ ازضب ومًدگػػت

تسارؿه ومابيؽ ثاٍ قاًزت ياک آزاياؽ ويسيَابي متمسراص        

ثبؾد رٍ ػمًدي ي ممبغي دز غساغس وبحيٍ ميبودي تمبغي مي

مؿکل اياه ثيابن دز ؾاسايط    . ؾدٌ اغتوؿبن دادٌ  2دز ؾکل 

َبي غطحي دز وقبب اػمبل ثبز ثبؾد چسا رٍ خبثدبييتکيه مي

تاًان ثاب ثيابن    ايه مؿکل زا َم ماي . ؾًدوُبيت ميمتمسرص ثي

َابي  تًشيغ تسارؿه ثٍ قًزت يکىًاات ي تدزيدي دز غتًن

غبشي ؾدٌ زييٍ ميبودي المبن گػػتٍ ثساي َس يکديگسمدبيز 

َابي زيياٍ ميابودي    خبثدابيي . 2سف ومًد ؾکل تمبغي ثس ط

َاب  ؾًد ي دز تمب  المابن تمبغي دز ايه حبلت ديگس تکيه ومي

تًشيغ تسارؿه ويص ثٍ طًز ربمال  . محديدي اغت قدازدازاي م

 .ثبؾاد َبي گػػتٍ قبثل تؼييه ميثٍ ياغطٍ مقبديس تسارؿه المبن

زيؼ محبغجبتي مؼکًظ غابشي مبتسيػاي ثاٍ مىظاًز تؼيايه      

َبي تسارؿه ييػکًالاغتيک ثاب ازضابي مىبغات    ديس المبنمقب

يبثد رٍ دز آن ؾسايط مسشي ثٍ ؾسايط مسشي ي ايليٍ تًغؼٍ مي

وقابب مسراصي المابن    )بب گػػتٍ مؿوف قًزت دقيق دز وق

ايه زيؼ تًغط پبئًل ي َبؾامي  . ؾًودازضب مي( َبي مسشي
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الاغتًاغاااتبتيک  مػااابيلثاااساي حااال [ 25]ي رااابلکس [ 24]

ي يتمبظ ػمًدي تک غًيٍ اغتفبدٌ ؾدٌ اغات ي دز  ييسَستص

ثيبن ؾدٌ  خبمدات الاغتيک يثسا [5]دثًک تمبظ خبوػًن َى

 .اغت

غبشي المبوي فؿبز تمبغيطسح گػػتٍ.2شکل 

 

yx) زييٍ ويم فضبي ثاٍ اثؼابد   DD  )   ثاٍ تؼادادyxnnN  

xx)المبن چُبز ضالؼي   nDdx / × yy nDdy / ) ٍ  گػػات

),(َبي چُبز ضالؼي ثاب مساراص    المبن. ؾًدغبشي مي ii yx  دز

ثسگيسودٌ فؿبز يکىًااتي تمسرص يبفتٍ دز مسرص غاطح ااًد دز   

ٍ وياص   3رٍ دز ؾکل  ،ؾًودوظس گسفتٍ مي غابشي زيياٍ   گػػات

بز ياثػتٍ ثٍ شمابن وايم   ثٍ دليل زفت. پيکسٌ وؿبن دادٌ ؾدٌ اغت

فضبي ييػکًالاغاتيک ي دز وتيداٍ پيکسثىادي تمبغاي، ياک      

     گاب  شماابوي يکػاابن قااًزت   nگػػاتٍ غاابشي شماابوي ثااٍ  

 :گيسد رٍ دز وتيدٍ دازيممي

 

  dn

 

زا ثٍ فاس  گػػاتٍ غابشي    ( 12)مؼبدلٍ فسيزيي تمبغي  ارىًن

 :تًان ثبشومبيي ومًديس ميؾدٌ ش
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tnn)( ويص  َبي تمبغي دز شمبن تؼداد المبنt دَىاد زا وؿبن مي. 

 iرٍ ثيبوگس خبثدبيي رلي دز وقطٍ موتكبتي  ikBضسيت ا س 

اغت،  kالمبن َىدغي دز ا س فؿبز ياحد تمسرص يبفتٍ دز وقطٍ 

اياه ضاسيت ثاب   . وقؽ رليدي دز ايه الگًزيتم محبغجبتي دازد

زي لاي  ػاتطيلي  ثاساي زيياٍ م  ( Love’s theory)اغتفبدٌ اش وتبيح تئً

 [:26ي5]ؾًد ک ثٍ قًزت شيس محبغجٍ ميفضبي الاغتي ويميک 
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تًان مؼبدلٍ رلاي فاسيزيي ييػکًالاغاتيک    مي ارىًنثىبثسايه 

زا ثب اغتفبدٌ اش زاثطٍ لاي ثٍ قًزت محبغجبتي وُبيي شيس ( 14)

 :ثيبن ومًد
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 غبشي َىدغي زييٍ ميبودي تمبغيطسح گػػتٍ .3شکل 
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دز ايااه ماادل محبغااجبتي ثبيػااتي ثااٍ تفاابيت ػملکااسدي ثاايه 

jپبزامتسَبي فؿبز تمبغي 
kp  1يj

kp     ثٍ دليال متفابيت ثاًدن

دز ايه وًع . دقت ؾًد 1jي  jَبي تمبغي ثساي تؼداد المبن

mm)حل محبغجبتي، مبتسيع تار يس   nn )B    ي ثاسداز مابتسيع

َابي زيياٍ   ثب تًخٍ ثٍ ثيؿيىٍ تؼداد المابن  mnثب ثؼد  pفؿبزي 

 .مؼسفي ؾدٌ اود mبودي تمبغي مي

تاًان فؿابز   ثب اغتفبدٌ اش الگًزيتم محبغجبتي ماي  ارىًن
l
kp  زا

ثس طجاق  . ثساي يک تبزيونٍ ثبزگرازي دادٌ ؾدٌ محبغجٍ ومًد

غبشي مبتسيػي پع اش حل مؼبدلات مبتسيػاي  الگًزيتم يازين

ديس ثدغات آمادٌ   ، ثساي مقاب (17)ي ( 16)
l
kp    ممکاه اغات

مىفي ثبؾىد رٍ ثبيػتي دز تکساز ثؼدي ايه وقبب گػػتٍ فؿابز  

تمبغي اش زييٍ ميبودي تمبغي فؼلي حرف ؾًود ي دز وتيداٍ  

. ؾاًد َب ثساثس قفس دز وظاس گسفتاٍ ماي   فؿبز دز آن وقبب المبن

جات  َىگبمي رٍ دز فسآيىد حال محبغاجبتي فقاط فؿابزَبي مث    

دز َاس  . تؿويف دادٌ ؾًود ثبيػتي تکساز فسآيىد قطاغ گاسدد  

گب  شمبوي، تکسازَب ثبيػتي ادامٍ يبثد تب ثٍ َمگساياي زغايد ي   

دز َاس گاب    . ؾاًد غپع فسآيىد دز گب  شمبوي ثؼد تکاساز ماي  

ؾاًد راٍ ثاٍ    تکساز ثٍ مطلًة زغيدٌ ماي  10شمبوي ثب رمتس اش 

. ثبؾاد ييسمىفي مي مؼىي َمگسايي غسيغ الگًزيتم ثٍ فؿبزَبي

مؿوف ثبؾد ثاٍ مؼبدلاٍ    lلاش  ثٍ تررس اغت رٍ اگس وفًذ 

ثاٍ يغايلٍ   ( 16)اػمبل ؾًد ي ثاب حال مػاتقيم مؼبدلاٍ     ( 16)

مدُاًل   nتاًان  مؼکًظ غبشي مبتسيػاي ماي  
l
kp   زا تؼيايه

دن مؼبدلاٍ  تًان ثب افاصي ثب ايه يخًد دز قًزت لصي  مي. ومًد

شيس ثٍ مؼبدلات مبتسيػي ذرس ؾدٌ َم 
l
kp  ي َمl   زا ثاساي

ثس زيي ( lF)يک تبزيونٍ ويسيي تمبظ وسمبل دادٌ ؾدٌ رل 

 :ػجبزت اغت اش يرٍ ايه مؼبدلٍ اضبف فسيزيودٌ تؼييه ومًد

 

(18) 
dydxpF

n

k

j

k

l 



1 

 

الگاًزيتم   يک دز قبلت( 18)تب ( 16)ثب ثسوبمٍ وًيػي مؼبدلات 

مثابل  ياک   ،(MATLAB) مطلات محبغجبتي دز واس  افاصاز   

 .َبي رسيي حل ؾدٌ اغتػددي ثساي فسيزيودٌ
 

 

 نتايج و بحث

ٍ زَيبفت حل محبغجبتي  تحليلاي ي  حال  ؾادٌ ثاب وتابيح     ازايا

وااابوً [ 27] ي[ 20]،  [18]،  [9] ، [1] آشمبيؿاااگبَي مىااابثغ 

 Rفسيزيي تمبغي يک فسيزيوادٌ راسيي قالت ثاٍ ؾاؼبع      

     ػملگااس ثااس زييااٍ يااک واايم فضاابي ييػکًالاغااتيک مقبيػااٍ 

تاىؽ ييػکًالاغاتيک اياه مادل      تبزيونٍ. 4گسدد ؾکل مي

ثٍ [ 3-2]مدل مبرػًل تؼميم يبفتٍ يک غبشي ػددي دز قبلت 

 :گسددقًزت شيس ثيبن مي

 

])([)( 10


t

eEEEt


 

 

ماديل يبوا  دز حبلات     ∞Eراسوؽ آواي ايلياٍ،     0εرٍ دز آن 

اش . ثبؾاىد شمبن مؿوكٍ ماي  τ مديل يبو  آوي ي E0ايػتبيي، 

ايه زي ثساي ثيبن زفتبز متؿاکلٍ ييػکًالاغاتيک وايم فضاب اش     

اغاتفبدٌ ؾادٌ اغات    ( SLS)يک مدل خبمد اطاي اغاتبودازد   

ه مادل ماديل يازَيادگي ي تابثغ     ، رٍ ثب تًخٍ ثاٍ ايا  5ؾکل 

 :ثٍ تستيت شيس وؿبن دادتًان ميپريسؼ اصؾي زا 

 مدل وبوً فسيزيي يک فسيزيودٌ قلت رسيي دز ويم فضب .4شکل 

 SLSطسح ؾمبتيک مدل  .5شکل 
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اًلاغتيک اش خبمد پليماسي  دز ايه پطيَؽ،  مؼبدلات متؿکلٍ ييػک

 453/1ثساثاس   ∞Eرٍ دز وتيدٍ آن،  رسثىبت دز وظس گسفتٍ ؾدٌ اودپلي

ٍ  گيگب 068/0ثساثس  ∞E1 - Eگيگبپبغکبل ي   پبغکبل ي شمبن مؿوكا

τ َمنىايه ؾاؼبع تمابظ دز    [. 18-17]ثبؾاىد  مي بويٍ  100 ثب ثساثس

غ ذرااس ؾاادٌ ثساثااس  َاابي رااسيي مطاابثق مىاابث  واابوً فسيزيواادٌ 

)/sin(2.2 Tt  دز وظس گسفتٍ ؾد رٍ دز آنT     ثيابوگس رال شمابن

ازتجابب مياصان   .  بويٍ دز وظس گسفتٍ ؾادٌ اغات   10ثبزگرازي ي ثساثس 

دز فسآيىاد  . ثبؾاد ماي [ 20]ثب ؾؼبع تمبظ دز حل تحليلاي  ويص وفًذ 

ي  101ثساثاس   ynي  xnَابي َىدغاي   حل محبغجبتي تؼداد المابن 

ي  xDي  وددز وظس گسفتٍ ؾاد  201ثساثس  nَبي شمبوي تؼداد المبن

yD  ؾؼبع فسيزيوادٌ  . ودٌ اميکسيمتس دز وظس گسفتٍ ؾد 10َم ثساثس

 [.1]س گسفتٍ ؾدٌ اغت ميکسي متس دز وظ 5رسيي َم ثساثس 

مقبيػٍ وتبيح ويسيَبي تمبغي ثدغت آمدٌ اش حل ػاددي ثاب وتابيح    

اات ف رام ثايه وتابيح حال     . آيزدٌ ؾدٌ اغت 6تحليلي دز ؾکل 

ػددي ي تحليلاي وؿابن دَىادٌ دقات ثػايبز ااًة فسآيىاد حال         

اًن ثٍ تقبزن وػجي مىحىي ييػاکً  َمنىيه مي. ثبؾدمحبغجبتي مي ت

خاٍ راسد   الاغتيک دز افصاي وًاٍ   . ؽ ي ربَؽ ثبزگارازي تً ثاساي وم

شيغ فؿبز  )0,,(تً typ    5دز لحظاٍ شمابويt    7 بوياٍ دز ؾاکل 

َبي ػاددي ي تحليلاي   اات ف پبييه ثيه حل. وؿبن دادٌ ؾدٌ اغت

مىحىاي  . ؾادٌ اغات   ازايٍومًداز َم ثيبوگس قحت زَيبفت  دز ايه

يزيي محبغجٍ ؾدٌ ثب زَيبفت ػددي خديد وػاجت  ميصان وفًذ يب فس

 .وؿبن دادٌ ؾدٌ اغت 8ثٍ شمبن َم دز ؾکل 
 

 مدمًع ويسيَبي فسيزيي يازد ثس فسيزيودٌ وػجت ثٍ شمبن .6شکل 

 چگًوگي تًشيغ فؿبز دز وبحيٍ ميبودي تمبغي. 7شکل 

 

 

 چگًوگي فسيزيي يب وفًذ وػجت ثٍ شمبن دز غطح ويم فضب .8شکل 

 

 مػبيلَبي تحليل تمبغي دز پبيبن ؾبيبن ذرس اغت رٍ دز مدل

َبي پيًغتٍ حبرم اغت ي وبوً فسيزيي، قًاويه مکبويک محيط

َبي ؾاجٍ پيًغاتٍ دز وظاس    اثؼبد مؿوكٍ رٍ دز مکبويک محيط

ماًزد اغاتفبدٌ    يفسيزي يَبؾًود دز ايه وًع تحليلگسفتٍ مي

 [.30-27ي1]گيسود قساز ومي

 

 گيزي نتيجه

يسيي تمبغي ياثػتٍ ثٍ شمبن، تًشيغ فؿبز ي وبحياٍ تمابظ ثاساي    و

َبي رسيي ثاس لاياٍ   فسيزيي تمبغي ي ثٍ طًز ييطٌ وبوً فسيزيودٌ

اغتوساج زياثاط  . ييػکًالاغتيک ثٍ دغت آيزدٌ ؾد يويم فضبَب

ثيه تًشيغ فؿبز تمبغي، ويسيي ػبمل ثس فسيزيوادٌ ي مياصان وفاًذ    

زَيبفات  . مطبلؼاٍ ثاًدٌ اغات   دز لايٍ ويم فضب َدف اقلي اياه  

َبي مکابويکي زا  خديد قبثليت توميه ا س ييػکًالاغتيػيتٍ غبمبوٍ

دز غابل  . ثبؾاد مي  دز ثسَمکىؽ تمبغي ثب يکديگس ثٍ اًثي دازا

َابي واًيه وابوً    َبي اايس دز پي گػتسؼ وبوً فىابيزي، تحليال  

ر غيک فسيزيي تمبغاي ؾادٌ    مػبيلفسيزيي خبيگصيه تحليل 
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ًيه وبوً فسيزيي تمبغاي ااًد زا ثاٍ ػىاًان ياک      زيؼ و. اغت

گيسي اكًقيبت مکابويکي خبمادات    زيؼ قدزتمىد ثساي اوداشٌ

وابشک   يَاب پًؾاؽ َاب ي  ييػکًالاغتيک پليمسي ي ثٍ ييطٌ فيلم

َابي حال ػاددي     بثت ومًدٌ اغت ي اغتفبدٌ اش زَيبفتپليمسي 

ثساي رمک ثٍ اغتوساج ايه ااًاـ ثػايبز غاًدمىد ياقاغ ؾادٌ      

مؼسفي اقطکبک ثٍ ػىًان يک پبزامتس ثسگؿت وبپاريس  [. 30]اغت 

 مػابيل َبي ثسَمکىؿي رٍ اياه واًع   غيػتم يَبدز ميبودي زييٍ

َابي آيىادٌ   تًاود دز پاطيَؽ غبشد، ميتس ويص ميتمبغي زا پينيدٌ
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