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آماسیده اندازه اریب بتای توزیع

چینی پرداز رحیم و علی بابایی صفورا علوی، محمدرضا سید

اهواز چمران شهید دانشگاه آمار، گروه

١٣٩۶/٧/٣ بازنگری: آخرین تاریخ ١٣٩۵/١٠/١ دریافت: تاریخ

موارد در است. مناسبی توزیع هستند، نسبت به صورت که داده هایی مدل بندی برای بتا توزیع چکیده:

هستند. مناسب آماسیده بتای توزیع های هستند، یک و صفر زیادی تعداد شامل نسبت داده های که زیادی

مشاهده ها آن باشد، آن ها از نامنفی وزن تابع یک با متناسب مشاهده هایی چنین ثبت احتمال که صورتی در

یک عنوان به آماسیده بتای اندازه اریب توزیع روی مقاله این تمرکز هستند. آماسیده بتای موزون توزیع دارای

پارامترهای و مطالعه توزیع این از خواصی است. توانی وزن با آماسیده بتای موزون توزیع از خاص حالت

مقایسه روش دو شبیه سازی مطالعه از استفاده با و برآورد گشتاوری و درستنمایی ماکسیمم روش های به آن

می شوند. داده برازش میر و مرگ نسبت واقعی داده های به مفروض مدل پایان در می شوند.

اندازه. اریب آماسیده بتای توزیع موزون، توزیع آماسیده، بتای توزیع بتا، توزیع کلیدی: واژه های

مقدمه ١

متغیر می شوند. اندازه گیری (١و٠) بازه در که است داده هایی توصیف برای پیوسته توزیع یک بتا توزیع

به صورت آن احتمال چگالی تابع اگر است، b و a پارامترهای با بتا توزیع دارای Y تصادفی

f(y; a, b) =
١

B(a, b)
ya−١)١ − y)b−١I(٠,١)(y)

و B(a, b) = Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b) ،b > ٠ ،a > ٠ آن در که باشد،

alavi-m@scu.ac.ir علوی، محمدرضا سید مقاله: مسئول نویسنده الکترونیکی آدرس
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آماسیده اندازه اریب بتای توزیع . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢٨۶

IA(y) =

 ١ y ∈ A

٠ y /∈ A

(٢٠٠۴) نتو وکریباری فراری φ = a+ b و µ = a
a+b پارامترهای تغییر با است. نشانگر تابع یک

به صورت را بتا توزیع

f(y;µ, φ) =
١

B(µφ, (١ − µ)φ)
yµφ−١)١ − y)(١−µ)φ−١I(٠,١)(y)

با توزیع این است. دقت پارامتر φ > ٠ و توزیع میانگین ٠ < µ < ١ آن در که کردند، بازنویسی

زیاد پذیری انعطاف به دلیل بتا توزیع احتمال چگالی تابع می شود. داده نمایش Beta(µφ, (١ − µ)φ)

Uشکل، و معکوس نمایی نمایی، راست، و چپ به چوله یکنواخت، جمله از مختلف شکل های پذیرفتن و

نسبت داده های توصیف برای دارد، قرار (٠, ١) بازه در بتا توزیع مقادیر چون است. پرکاربردی توزیع

را یک و صفر از زیادی مقادیر نسبت، یک است ممکن اوقات برخی کرد. استفاده توزیع این از می توان

در {٠, ١} مجموعه زیرا نیست مناسبی انتخاب بتا، توزیع مواردی چنین در کند. اختیار مثبت احتمال با

آماسیده توزیع های از استفاده داده ها، این مدل بندی برای مناسب حل راه یک ندارد. قرار بتا توزیع تکیه گاه

توزیع یک و گسسته توزیع یک از آمیخته ای بتا آماسیده توزیع  شده اند. معرفی (٢٠٠٢) تیو توسط که است

کاربردهای به توجه با را محققان علاقه پیوسته، داده های برای صفر در آماسیده مدل های است. پیوسته

پیوسته، توزیع یک با نقطه یک در تباهیده توزیع یک کردن آمیخته ایده است. کرده جلب خود به تجربی

نام به لگ نرمال توزیع یک و صفر در تباهیده توزیع یک از آمیخته ای معرفی با ،(١٩۵۵) اتکیسون توسط

و کوک کردند. بررسی را صفر در آماسیده بتای توزیع (٢٠٠۶) همکاران و کوک شد. مطرح دلتا، توزیع

دارای پاسخ متغیر آن در که دادند، پیشنهاد مالی منابع داده های برای رگرسیونی مدل یک (٢٠٠٨) همکاران

لوجیت پیوند تابع از استفاده با خطی پیش بین یک توزیع این میانگین است. صفر در آماسیده بتای توزیع

و اُسپینا داد. انجام یک در آماسیده بتا توزیع با نسبت داده های برای را کار این (٢٠٠٧) هوف است.

است. فوق مدل دو تعمیم که دادند پیشنهاد را صفر و یک در آماسیده بتای توزیع (٢٠١٠) فراری

به صورت آن چگالی تابع اگر است، یک و صفر در آماسیده بتای توزیع دارای Y تصادفی متغیر

bic(y;α, µ, φ) =

 α y = c

(١ − α)f(y;µ, φ) y ∈ (٠, ١)
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٢٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همکاران و علوی محمدرضا سید

آماسیده بتای توزیع c = ٠ اگر است. آمیختگی پارامتر ٠ < α < ١ و c ∈ {٠, ١} آن در که باشد،

BIC(α, µ, φ) نماد با توزیع این می شود. حاصل یک در آماسیده بتای توزیع c = ١ به ازای و صفر در

.(٢٠١٠ فراری، و (اُسپینا می شود داده نمایش

چنین باشد، آن ها از نامنفی تابع یک با متناسب توزیعی، از مشاهده ها ثبت احتمال که صورتی در

یک از تصادفی نمونه یک حقیقت در موزون نمونه هستند. توزیع آن از موزون نمونه یک مشاهده هایی

Y تصادفی متغیر کنید فرض می شود. گفته توزیع آن با متناظر موزون توزیع آن به که است جدید توزیع

احتمالی با y مشاهده که باشد به گونه ای نمونه گیری کار و ساز اگر باشد. f(y; θ) احتمال چگالی تابع دارای

موزون نسخه از مقدار یک شده ثبت مشاهده آن صورت در شود، ثبت w(y, ω) نامنفی تابع یک با متناسب

به صورت Yw احتمال چگالی تابع می شود. داده نمایش Yw با که است Y

fw(y; θ, ω) =
w(y, ω)f(y; θ)

Eθ[w(Y, ω)]

Yw توزیع به است. ساز نرمال ضریب Eθ[w(Y, ω)] =
∫∞
−∞w(y, ω)f(y; θ)dy آن در که است

w(y, ω) وزن تحت ١ موزون نمونه گیری نمونه گیری، کار و ساز ,w(yبه ω) وزن تحت Y موزون توزیع

w(y, ω) = یعنی باشد ثابت وزن تابع اگر دارد. نام وزن پارامتر ،ω پارامتر .(١٩۶۵ (رائو، می شود گفته

اگر می شود. تصادفی نمونه  به منجر موزون نمونه گیری و هستند یکسان موزون و اصلی های  توزیع ،k

گاهی ωگویند. مرتبه اندازه اریب را گیری نمونه اندازه٢و اریب توزیع را موزون توزیع ،w(y, ω) = yω

موزون توزیع اصلی ایده .(١٩۶٢ (کاکس، می گویند نیز طول اریب را اول مرتبه اندازه اریب نمونه گیری

مطالعه جامعه پارامترهای برآورد روی را داده ها تعیین روش های اثر که هنگامی (١٩٣۴) فیشر توسط

اریب نمونه گیری نام تحت را موزون گیری نمونه از خاصی حالت (١٩۶٢) کاکس و گرفت شکل می کرد،

معرفی را موزون های توزیع رسمی طور به که است کسی اولین (١٩۶۵) رائو برد. کار به اندازه اریب یا طول

،(٢٠٠٩) کوندا و گوپتا کرده اند. مطالعه مختلف زمینه های در را موزون توزیع های زیادی محققین کرد.

توزیع از (٢٠١۶) علوی و (٢٠١۴) علوی و کریمی ،(٢٠١٠) چاکرابراتی ،(٢٠٠٩) پرداز چینی و علوی

است. یک و صفر در آماسیده بتای اندازه اریب توزیع بر مقاله این اصلی تمرکز اند. کرده استفاده موزون های

ماتریس امتیاز، تابع توزیع، های مشخصه و می شود معرفی آماسیده اندازه اریب بتای توزیع ٢ بخش در

نمی آید، به دست برآوردها برای بسته شکل که هنگامی می شوند. برآورد مدل پارامترهای و بیان فیشر اطلاع

1Weighted sampling
2Size-biased
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برآوردها این ارزیابی به سازی شبیه از استفاده با ٣ بخش در می شوند. محاسبه برآوردها عددی روش های با

مناطق در شرایط واجد پرورشگاه های کودکان میر و مرگ نسبت داده های ۴ بخش در می شود. پرداخته

می شوند. بیان نتایج ارائه ۵ بخش در نهایت در می شوند. داده برازش توزیع این به برزیل شهری

یک و صفر در آماسیده اندازه اریب بتای توزیع ٢

SBETA(ω) نماد با ωآن مرتبه اندازه اریب توزیع ,Beta(µφباشد، (١−µ)φ) اصلی جامعه توزیع اگر

به صورت آن احتمال چگالی تابع و می شود داده نشان

fw(y;µ, φ, ω) =
yω

µωB(µφ, (١ − µ)φ)
yµφ−١)١ − y)(١−µ)φ−١I(٠,١)(y) (١)

بنابراین است. ω مرتبه غیرمرکزی گشتاور µω = B(µφ+ω,(١−µ)φ)
B(µφ,(١−µ)φ) آن در که است،

fw(y;µ, φ, ω) =
١

B(µφ+ ω, (١ − µ)φ)
yµφ+ω−١)١ − y)(١−µ)φ−١I(٠,١)(y)

(علوی است پایایی خاصیت دارای یعنی بتاست توزیع یک نیز ω مرتبه اندازه اریب بتای توزیع نتیجه در

µw = به صورت به ترتیب ω مرتبه اندازه اریب بتای توزیع واریانس و میانگین .(٢٠٠٩ پرداز، چینی و

هستند. یکی موزون و اصلی توزیع های باشد ω = ٠ وقتی هستند. σ٢
w = (µφ+ω)(١−µ)φ

(φ+ω)٢(φ+ω+١) و µφ+ω
φ+ω

می شود. داده نمایش LBETA نماد با و می نامند طول اریب بتای توزیع را موزون توزیع باشد ω = ١ اگر

یک و صفر در آماسیده اندازه اریب بتای حاصل توزیع شود آماسیده یک و صفر در SBETA(ω) اگر

به صورت آن احتمال چگالی تابع می شود. داده نمایش SBIC(ω) با و نامیده

sbic(y;α, µ, φ) =

 α y = c

(١ − α)fw(y;α, µ, φ) y ∈ (٠, ١)
(٢)
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در تباهیده توزیع یک و اندازه اریب بتای توزیع یک از آمیخته ای توزیع، این .c ∈ {٠, ١} آن در که است،

برابر یک و صفر در آماسیده اندازه اریب بتای توزیع میانگین است. c

E(Yw) = αc+ (١ − α)µw

برابر دوم مرتبه غیرمرکزی گشتاور است. اندازه اریب بتای توزیع میانگین µw آن در که است،

E(Y ٢
w) = αc+ (١ − α)µw٢ = αc+ (١ − α)

(µφ+ ω)(µφ+ ω + ١)
(φ+ ω)(φ+ ω + ١)

نتیجه در است. اندازه اریب بتای توزیع دو مرتبه غیرمرکزی گشتاور µw٢ آن در که است،

V ar(Yw) = E(V ar(Yw|I{c}(Yw))) + V ar(E(Yw|I{c}(Yw)))

آن در که

E(V ar(Yw|I{c}(Yw))) = (١ − α) (µφ+ω)(١−µ)φ
(φ+ω)٢(φ+ω+١)

V ar(E(Yw|I{c}(Yw))) = c٢α+ µ٢
w(١ − α)− (αc+ µw(١ − α))٢

= α(١ − α)(c− µw)
٢

بنابراین

.V ar(Yw) = (١ − α)σ٢
w − α(١ − α)(c− µw)

٢

به صورت موزون نمونه براساس θ = (α, µ, φ) برآورد برای درستنمایی تابع

Lw(θ) = Πni=١sbic(y;α, µ, φ) = L١w(α)L٢w(µ, φ)

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

آماسیده اندازه اریب بتای توزیع . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢٩٠

آن در که است،

L١w(α) = Πni=١α
I{c}(yi)(١ − α)١−I{c}(yi) = αT١)١ − α)n−T١

L٢w(µ, φ) = Πni=١fw(yi;µ, φ)
١−I{c}(yi)

به صورت یک و صفر در آماسیده اندازه اریب بتای توزیع درستنمایی تابع لگاریتم

ℓw(θ) = logLw(θ) = ℓ١w(α) + ℓ٢w(µ, φ)

و ℓ١w(α) = T١ logα+ T٢ log(١ − α) آن در که است،

ℓ٢w(µ, φ) = T٢ log{
Γ(φ+ ω)

Γ(µφ+ ω)Γ((١ − µ)φ)
}+ T٣(µφ+ ω − ١)

+ T۴((١ − µ)φ)− ١)

و T٣ =
∑

i,yi∈(٠,١) log(yi) نمونه، در c مخالف مقادیر تعداد T٢ = n− T١ ،c مقادیر تعداد T١ که

از: عبارتند φ و µ ،α برای امتیاز تابع های است. T۴ =
∑

i,yi∈(٠,١) log(١ − yi)

Uα(α) =
T١

α
+
n− T١

١ − α
Uµ(µ, φ) = −φ{(n− T١)[Ψ((١ − µ)φ)−Ψ(µφ+ ω)] + T٣ − T۴}

Uφ(µ, φ) = −(n− T١){Ψ(φ+ ω)− µΨ(µφ+ ω)

−(١ − µ)Ψ((١ − µ)φ)} − µT٣ + (١ − µ)T۴T٣ + (١ − µ)T۴ (٣)

به صورت یک و صفر در آماسیده اندازه اریب بتای توزیع برای فیشر اطلاع ماتریس

K(θ) =


kαα ٠ ٠

٠ kµµ kµφ

٠ kφµ kφφ


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: از عبارتند آن مؤلفه های آن در که است،

kαα =
n

α(١ − α)

kµµ = n(١ − α)φ٢{Ψ′
(µφ+ ω) + Ψ

′
((١ − µ)φ)}

kφφ = n(١ − α){µ٢Ψ
′
(µφ+ ω) + (١ − µ)٢Ψ

′
((١ − µ)φ)−Ψ

′
(φ+ ω)}

kµφ = n(١ − α)φ{µΨ′
(µφ+ ω)− (١ − µ)Ψ

′
((١ − µ)φ)}

آن ها در که

Ψ
′
(z) =

d٢ log Γ(z)

dz٢ =
dΨ(z)

dz

برآورد است. α̂ = T١
n برابر α درستنمایی ماکسیمم برآورد .Ψ(z) = Γ

′
(z)

Γ(z) و است گاما تری تابع

از استفاده با عددی به روش Uφ(µ, φ) و Uµ(µ, φ) معادله دو حل از φ و µ درستنمایی ماکسیمم

بهترین که نیوتن٣است شبه به موسوم های روش از نوعی الگوریتم این می آیند. به دست BFGS الگوریتم

.(٢٠٠٠ همکاران، و (میتلهامر دارد غیرخطی بهینه سازی روش  های بین را عملکرد

به صورت یک و صفر در آماسیده اندازه اریب بتای توزیع φ و µ پارامترهای (MM) گشتاوری برآورد

µ̃ =
s٢(ȳ − ω)

ȳ(١ − ȳ)− (ω + ١)s٢ , φ̃ =
ȳ(١ − ȳ)

s٢ − (ω + ١)

واریانس و میانگین ترتیب به s٢ =
∑

i,yi∈(٠,١)
(yi−ȳ)٢

n−T١
و ȳ =

∑
i,yi∈(٠,١)

yi
n−T١

آن در که هستند،

نیستند. یک یا صفر که هستند نمونه از مقادیری

شبیه سازی مطالعه ٣

ارزیابی برای نمی شود، حاصل بسته ای شکل φ و µ درستنمایی ماکسیمم برآورد برای این که به باتوجه

بدون می شود. برده به کار کارلو مونت سازی شبیه ،Rافزار نرم از استفاده با درستنمایی ماکسیمم برآوردهای

آماسیده طول اریب بتای توزیع از می شود. گرفته نظر در یک اندازه اریب مرتبه مسئله کلیت دادن دست از

تولید بار ١٠٠٠ n حجم به نمونه هایی  φ = ٢ و µ = ٠/١ ،α = ٠/١ به ازای (LBEZI ) صفر در
3Quasi-Newton algorithm
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و میانگین شده است. آورده به   دست BFGS روش با بار هر در درستنمایی ماکسیمم برآوردهای نموده،

خطای دوم توان میانگین و ریاضی اُمید به عنوان تکرار بار ١٠٠٠ در برآوردها خطای دوم توان میانگین

گردیده اند. محاسبه نیز گشتاوری روش به برآورد مشابه، روشی با همچنین شده اند. محاسبه برآوردکننده ها

µ = ٠/١ ،α = ٠/١ برای را صفر در آماسیده طول اریب بتای توزیع پارامترهای شبیه سازی نتایج ١ جدول

از می دهد. نشان n = ١٠, ٢٠, ۵٠, ١٠٠, ۵٠٠, ١٠٠٠, نمونه حجم مختلف مقادیر ازای به φ = ٢ و

است V (α̂) = α(١−α)
n واریانس با نااریب و یکسان α گشتاوری و درستنمایی ماکسیمم برآورد که آنجا

درستنمایی ماکسیمم برآورد اریبی ١ جدول ملاحظه با است. نشده آورده پارامتر این شبیه سازی نتایج در

ماکسیمم برآورد خطای دوم توان میانگین ریشه همچنین می کند. میل صفر به نمونه حجم افزایش با µ

که است کمتر µ گشتاوری برآورد خطای دوم توان میانگین ریشه از نمونه حجم افزایش با µ درستنمایی

برآوردهای کوچک، های نمونه برای حال این با است. کاراتر درستنمایی ماکسیمم روش که است آن بیانگر

به درستنمایی ماکسیمم برآورد اریبی هستند. اریب توجهی قابل به طور φ گشتاوری و درستنمایی ماکسیمم

برآورد خطای دوم توان میانگین ریشه به توجه با است. گشتاوری برآورد اریبی از کمتر n = ١٠ برای جز

است. گشتاوری روش برآورد از بهتر درستنمایی ماکسیمم روش برآورد روش، دو در φ

کاربردی مثال ۴

داده هر که است مشاهده ۵۵۶١ شامل برزیل های پرورشگاه در اجتماعی شاخص های از داده مجموعه یک

نامعلوم عوامل توسط که است ٢٠٠٠ سال در پرورشگاه سال یک از کمتر کودکان میر و مرگ نسبت بیانگر

انتخاب آنها از طول اریب نمونه یک است. www.datasus.org.brموجود سایت در داده ها می میرند.

از داده ها مجموعه این برای است. شده داده نمایش ١ شکل در طول اریب نمونه داده های بافت نگار شد.

ماکسیمم برآوردهای است. شده استفاده (α, µ, φ) پارامترهای با صفر در آماسیده طول اریب بتای توزیع

φ̂ = ۴/٠٠۵٠(٠/٠٠۵٠) و µ̂ = ٠/١۵١٧(٠/٠۴۶) ،α̂ = (٠/٠٠٧٢)٠/٠٠٩٣ به صورت درستنمایی

توزیع دهند. می دهند نشان را برآورد خطای دوم توان میانگین ریشه برآورد پرانتز داخل اعداد که هستند

بتای توزیع که است آن بیانگر ١ شکل در ها داده چین) (نقطه برازشی تجمعی توزیع و ممتد) (خط تجربی

است. داده ها برای مناسب مدل صفر در آماسیده طول اریب
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α = ٠/١ برای LBEZI توزیع پارامترهای برآورد خطای دوم توان میانگین جذر و اریبی .١ جدول

میانگین جذر اریبی میانگین اندازه پارامتر

خطا دوم توان نمونه

درستنمایی گشتاوری درستنمایی گشتاوری درستنمایی گشتاوری

٠/١۴٣٩ ۶/٠٧٩٨ ٠/٠۵٩۴ -٠/٢۵۶٠ ٠/١۵٩۴ -٠/١۵۵٩ ١٠

٠/٢٣٨٧ ٠/٠٣٧١ -٠/٠١٣۶ ٠/١٣٧١ ٠/٠٨۶۴ ٠/٠٨۶۴ ٢٠

٠/٠٧٨۵ ٠/١٠٨٨ ٠/٠١٠٩ -٠/٠٠۵٠ ٠/١١٠٩ ٠/٠٩۵٠ ۵٠ µ = ٠/١

٠/٠۵٩٨ ٠/٠٧۶۴ ٠/٠٠٢۴ -٠/٠٠۴٧ ٠/١٠٢۴ ٠/٠٩۵٢ ١٠٠

٠/٠٣١٢ ٠/٠٣٢۵ -٠/٠٠٠١ -٠/٠٠٠۴ ٠/٠٩٩٩ ٠/٠٩٩۶ ۵٠٠

٠/٠٢١۴ ٠/٠٢٣۴ -٠/٠٠١١ -٠/٠٠١۴ ٠/٠٩٨٩ ٠/٠٩٨۵ ١٠٠٠

٣/٢٨۶١ ٣/٣٩٢۵ ١/٣٣۵٠ ١/١۶۴۴ ٣/٣٣۵٠ ٣/١۶۴۴ ١٠

١/۴٠۴۶ ١/۴٠۴١ ٠/۶٢۵٠ ٠/۴٩۶٢ ٢/۶٢۵٠ ٢/۴٩۶٢ ٢٠

٠/۶١٩٢ ٠/۶٨٢٠ ٠/١٨۶۵ ٠/١۴۴۶ ٢/١٨۶۵ ٢/١۴۴۶ ۵٠ φ = ٢

٠/۴٢۵٧ ٠/۴٧۶٢ ٠/٠٩۶٢ ٠/٠٧٨٣ ٢/٠٩۶٢ ٢/٠٧٨٣ ١٠٠

٠/١٩٩۶ ٠/٢٠٨٧ ٠/٠١٨٢ ٠/٠١٨٠ ٢/٠١٨٢ ٢/٠١٨٠ ۵٠٠

٠/١۴۴٠ ٠/١۵٢٧ ٠/٠٠٣٨ ٠/٠٠٣٠ ٢/٠٠٣٨ ٢/٠٠٣٠ ١٠٠٠

نتيجه گیری و بحث

خصوصیات و واریانس میانگین، و معرفی یک و صفر در آماسیده اندازه اریب بتای توزیع مقاله این در

مقایسه سازی شبیه از استفاده با پارامترهای گشتاوری و درستنمایی ماکسیمم برآورد شد. ارائه آن از دیگری

کودکان میر و مرگ نسبت های داده از طول اریب نمونه یک به آماسیده طول اریب بتای توزیع شدند.

روش به مدل پارامترهای برآورد و شد داده برازش برزیل شهری مناطق در شرایط واجد پرورشگاه های

φ̂ = ۴/٠٠۵٠(٠/٠٠۵٠) و µ̂ = ٠/١۵١٧(٠/٠۴۶) ، α̂ = (٠/٠٠٧٢)٠/٠٠٩٣ درستنمایی ماکسیمم

می دهند. نشان را برآوردها معیار خطای پرانتز داخل اعداد که شدند برآورد
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داده ها بافت نگار ب نمودار و چین) (خط طول اریب بتای برازشی توزیع و ممتد) (خط داده ها تجمعی توزیع الف نمودار .١ شکل

تشکر و تقدیر

باعث که آماری علوم مجله محترم ویراستار و تحریریه هیئت ، داوران ارزنده پیشنهادهای از نویسندگان

دارند. را قدردانی و تشکر کمال شد، مقاله ارتقای
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