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چوله-لاپلاس توزیع برپایه بیرنبام-ساندرز توزیع

جمالیزاده١ احد عربپور١، علیرضا نادری١,٢، مهرداد

کرمان باهنر شهید دانشگاه آمار، ١گروه

کرمان باهنر شهید دانشگاه جوان، پژوهشگران ٢انجمن

١٣٩۶/۶/١٢ بازنگری: آخرین تاریخ ١٣٩۵/٧/١٨ دریافت: تاریخ

همچنین می شود. ارایه چوله-لاپلاس توزیع برپایه  بیرنبام-ساندرز توزیع از دیگری تعمیم مقاله این در چکیده:

برآورد و EM الگوریتم از استفاده با توزیع پارامترهای برآورد همراه به شده معرفی توزیع ویژگی های از برخی

توزیع برازش کاربرد همچنین و شده شبیه سازی مثال یک نیز نهایت در است. شده ارائه استاندارد خطاهای

است. شده گرفته قرار بررسی مورد واقعی داده  مجموعه دو روی

مونت-کارلو. مطالعات ،EM الگوریتم چوله-لاپلاس، توزیع بیرنبام-ساندرز، توزیع کلیدی: واژه های

مقدمه ١

بیرنبام- توزیع گرفته، قرار محققان از بسیاری توجه مورد اخیر سال چند در که نامتقارن توزیع های از یکی

ساندرز و بیرنبام توسط بار نخستین برای است، مثبت چولگی دارای که توزیع این است. (BS)ساندرز١

قرار استفاده مورد ... و زیست شناسی پزشکی، مهندسی، علوم در گسترده ای بطور و شده معرفی (١٩۶٩)

نرمال توزیع طریق از را آن می توان که است آن توزیع این مناسب ویژگی های از یکی است. شده گرفته

پارامتر و α شکل پارمتر با بیرنبام-ساندرز توزیع دارای W تصادفی متغیر اگر آورد. بدست استاندارد

arabpour@uk.ac.ir عربپور، علیرضا مقاله: مسئول نویسنده الکترونیکی آدرس

62E15 ،65C05 ،62E10 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد
1Birnbaum-Saunders
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بیرنبام-ساندرز توزیع . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣٣٠

آنگاه می شود، داده نشان W ∼ BS(α, β) صورت به که باشد β مقیاس

W
d
=
β

۴

[
αZ +

√
(αZ)٢ + ۴

]٢
, (١)

به بنابراین است. استاندارد نرمال توزیع با تصادفی متغیر یک Z و بودن هم توزیع نشانگر d
= آن در که

صورت به W تصادفی متغیر توزیع تابع که گرفت نتیجه می توان سادگی

F (w;α, β) = Φ(a(w;α, β)), w > ٠, α, β > ٠, (٢)

و استاندارد نرمال توزیع تابع Φ(.) آن در که است،

a(w;α, β) =
١
α

[√w

β
−

√
β

w

]
,

(٢٠٠۵) پادگت و پارک توسط که ساندرز بیرنبام توزیع دیگر توجه مورد ویژگی های از همچنین است.

عبور دو میان زمانی فاصله برای حدی توزیع یک توزیع این که است آن است، گرفته قرار بررسی مورد

شده اند معرفی BS توزیع برای زیادی تعمیم های اخیر سال چند در است. مشخص حد دو از گاما فرایند

است آن تعمیم ها این ارایه اصلی دلیل است. گرفته صورت (١) تصادفی نمایش براساس آنها تمامی که

از که داده هایی (یعنی کشیدگی و چولگی دارای که داده هایی برازش در BS توزیع می دهد نشان تجربه که

از .(٢٠١١ و ٢٠٠٩ (بالاکریشنان، نیست مناسب هستند، زیادی می کنند) پیروی سنگین تر دم های توزیع

نامتقارن چگالی های جایگذاری از استفاده با و BS توزیع کشیدگی و چولگی افزایش برای توزیع هایی اینرو

بر است ممکن توزیع ها این کاربرد و آوردن بدست رهیافت گرچه آمده اند. دست به نرمال توزیع جای به

بر توزیع ها این مناسب برازش دهنده  نشان مطالعات اما نباشد، (٢٠٠۵) پادکت و پارک نظریه اساس

تعمیم یافته بیرنبام-ساندرز توزیع معرفی با (٢٠٠۵) لیوا-سانچز و دیاز بار نخستین اینرو، از است. داده ها

ویلکا آنها از پس دادند. افزایش را توزیع این کشیدگی تنها بیزوی٣ توزیع های خانواده  گرفتن درنظر با و ٢

را (SN-BS) بیرنبام-ساندرز-چوله-نرمال توزیع چوله-نرمال۴، توزیع از استفاده با (٢٠١١) همکاران و

است. BS توزیع از کاربردی تر و بهتر داده ها مدل سازی برای شده معرفی توزیع که دادند نشان و کردند معرفی

2Generalized Birnbaum-Saunders
3Elliptical family of distributions
4Skew-Normal
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میانگین- الگوریتم از استفاده با را خود توزیع پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای همچنین آنها

بیشتر، چولگی و کشیدگی با توزیع هایی به چوله-نرمال توزیع تعمیم با آوردند. بدست (EM) ماکسیمم۵

چوله- توزیع معرفی از پس مثال، عنوان به شدند. معرفی نیز BS توزیع برای نیز آن متناظر تعمیم های

بیرنبام-ساندرز مدل (٢٠١۵) همکاران و هاشمی ، (٢٠٠٣) کاتز و ناداراجا توسط نرمال-t-استیودنت۶،

دادند. ارایه را (SNT-BS) چوله-نرمال-t-استیودنت

(١٩٨۵) آزالینی رهیافت طریق از که است چوله ای توزیع های جایگذاری اساس بر تعمیم ها این تمامی

آمیخته توزیع های کلاس از استفاده چوله توزیع های آوردن بدست روش های از دیگر یکی آمده اند. بدست

چوله توزیع از منعطف تر توزیع های از دیگر یکی توزیع ها، از کلاس این در است. نرمال٧ میانگین-واریانس

شد. معرفی متغیره چند حالت در (٢٠١٠) ارسلان توسط بار نخستین که است چوله-لاپلاس٨، توزیع نرمال

از استفاده با را آن درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای و داد قرار بررسی مورد را توزیع این ویژگی های وی

BS توزیع از دیگر تعمیم یک چوله-لاپلاس توزیع برپایه  می شود تلاش مقاله این در نمود. ارایه EM الگوریتم

طریق از آمده بدست درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای توزیع، این معرفی از پس همچنین شود. ارایه را

به شبیه سازی مطالعه یک نیز انتها در شد. خواهند ارایه آنها استاندارد خطاهای همراه به EM الگوریتم

شده معرفی توزیع مناسبت همچنین و گرفت خواهد انجام آمده بدست برآوردگرهای صحت بررسی منظور

شد. خواهد تشریح واقعی داده های روی بر

چوله-لاپلاس بیرنبام-ساندرز توزیع ٢

شده معرفی آن برپایه BS توزیع آن، ویژگی چند بررسی و چوله-لاپلاس توزیع تعریف از پس بخش این در

می شود. گرفته قرار بررسی مورد نیز آن ویژگی های از برخی و

λ شکل پارامتر و σ٢ واریانس ،µ میانگین با چوله-لاپلاس توزیع دارای X تصادفی متغیر :١ تعریف

صورت به چگالی تابع دارای هرگاه است،

fSLap(x;µ, σ
٢, λ) =

١
٢τσ

exp{−τ |x− µ|
σ

+
λ(x− µ)

σ٢ }, x ∈ R, (٣)

5Expectation-Maximization algorithm
6Skew-Normal-t
7Normal mean-variance mixture distribution
8Skew-Laplace
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نشان X ∼ SLap(µ, σ٢, λ) صورت به و است τ =
√

١ + (λ/σ)٢ و µ, λ ∈ R آن در که باشد،

می شود. داده

توزیع از میانگین-واریانس مخلوط تصادفی نمایش صورت به توزیع این کاربردی نمایش های از یکی

آنگاه ،X ∼ SLap(µ, σ٢, λ) اگر دقیق تر، طور به است. نرمال

X
d
= µ+Wλ+ σ

√
WZ, (۴)

Exp(٠٫ ۵) نمایی توزیع با W تصادفی متغیر از مستقل و استاندارد نرمال توزیع دارای Z آن در که

توزیع می توان (۴) و (١) تصادفی نمایش دو ادغام با ،BS توزیع تعمیم های سایر همانند حال است.

کرد. تعریف را چوله-لاپلاس بیرنبام-ساندرز

هرگاه است، (α, β, λ) پارامتر با چوله-لاپلاس بیرنبام-ساندرز توزیع دارای T تصادفی متغیر :٢ تعریف

T
d
=
β

۴

[
α(Wλ+

√
WZ) +

√
(α(Wλ+

√
WZ))٢ + ۴

]٢
, (۵)

به و است Exp(٠٫ ۵) توزیع با W تصادفی متغیر از مستقل و استاندارد نرمال توزیع دارای Z آن در که

نتیجه در می شود. داده نشان T ∼ SLap−BS(α, β, λ) صورت

fSLap−BS(t;α, β, λ) =A(t;α, β)fSLap(a(t;α, β); ٠, ١, λ), t, α, β > ٠, λ ∈ R,

است. w به نسبت a(w;α, β) مشتق A(w;α, β) و شده  تعریف (٢) در a(w;α, β) تابع آن در که

است. شده رسم پارامتر متفاوت مقادیر برای توزیع این چگالی تابع نمودار ١ شکل در

:SLap−BS(α, β, λ) توزیع ویژگی های ٢٬١

مخلوط-مقیاسی پایه  بر بیرنبام-ساندرز کلاس توزیع های به SLap−BS توزیع آنگاه ،λ = ٠ اگر -١

است. t-استودنت ساندرز بیرنبام- توزیع آن خاص حالت یک که بود خواهد متعلق نرمال

و T−١ ∼ SLap−BS(α, β−١,−λ) آنگاه ،T ∼ SLap−BS(α, β, λ) اگر -٢

.CT ∼ SLap−BS(α,Cβ, λ)
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(ب) (الف)

.λ ب- و α-الف مختلف مقادیر برای چوله-لاپلاس بیرنبام-ساندرز توزیع چگالی تابع نمودار .١ شکل

آنگاه ،T ∼ SLap−BS(α, β, λ) اگر -٣

X
d
=

١
α

[√T

β
−

√
β

T

]
∼ SLap(٠, ١, λ).

W توزیع t ∈ R هر برای آنگاه .،T ∼ SLap − BS(α, β, λ) و W ∼ E(٠٫ ۵) اگر :۴ گزاره

(٠٫ ۵, a٢(t, α, β), ١ + λ٢) پارامتر با (GIG) تعمیم یافته٩ گاوسی وارون توزیع یک T = t شرط به

نتیجه در و است

E[Wn|T = t] = (
a(t, α, β)√

١ + λ٢
)n

× R(
√

١ + λ٢a(t, α, β), ٠٫ ۵, n), n = ±٢±,١, ..., (۶)

(یورگنسن، است سوم نوع پیراسته ی بسل تابع Ka(.) و R(c, a, b) = Ka+b(c)/Ka(c) آن در که

.(١٩٨٢

9Generalized Inverse Gaussian

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

بیرنبام-ساندرز توزیع . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣٣۴

درستنمایی ماکسیمم برآوردیابی ٣

صورت این در باشد. SLap−BS(α, β, λ) توزیع از تصادفی نمونه ای T = (T١, ..., Tn) کنید فرض

صورت به درستنمایی تابع لگاریتم

ℓ(θ|t) =
n∑
i=١

fSLap−BS(ti;α, β, λ), (٧)

حاصله برآوردگرهای و است دشوار و سخت تابع این ماکسیمم سازی .θ = (α, β, λ) آن در که است،

آوردن دست به برای است، پیچیده چگالی تابع فرم که شرایطی چنین در نیستند. بسته ای فرم دارای

دمپستر توسط بار نخستین که بهینه سازی برای مناسب جایگزین روش یک درستنمایی، برآوردگرهای

خاص، الگوی یک از استفاده با الگوریتم این در است. EM الگوریتم از استفاده گردید، ارایه (١٩٧٧)

بوده گام دو از متشکل روش این بود. خواهند بهینه برآورد به همگرا که می آید بدست برآوردگرها از دنباله ای

پنهان متغیر به نسبت است، پنهان داده های و مشاهدات از تابعی که هدف چگالی تابع (E) اول گام در که

اجرای برای می شود. ماکسیمم اول گام در شده حاصل تابع (M) دوم گام در سپس و می شود گرفته امید

تصادفی نمایش از است کافی ،SLap-BS توزیع روی روش این

Ti|Wi = wi ∼ EBS(α
√
wi, β, ٢,−

√
wiλ), Wi ∼ E(٠٫ ۵), (٨)

همکاران و لیوا توسط شده معرفی تعمیم یافته ساندرز بیرینبام توزیع نشانگر EBS آن در که شود، استفاده

زیر صورت به کامل درستنمایی تابع صورت این در است. (٢٠١٠)

ℓ(θ|t,w) =

n∑
i=١

log(fT |W (ti|wiα, β, λ)) +
n∑
i=١

log(fW (wi)), (٩)

برای و گرفته نادیده را آن ندارد، بستگی مجهول پارامتر به (٩) در دوم عبارت چون می شود. داده تشکیل

EBS چگالی تابع همچنین شود. ماکسیمم اول عبارت است کافی درستنمایی برآوردگرهای آوردن دست به

صورت به می توان را (٩) در رفته کار به

fT |W (t|wα, β, λ) = ϕ(a(t, α, α);λw,w)
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شد: خواهد تبدیل زیر صورت به درستنمایی تابع بنابراین داد. قرار ارتباط در نرمال توزیع چگالی با

ℓ(θ|t,w) = −n log(α)− n
٢ log(β)− ١

٢α٢

∑n
i=١

١
wi
( tiβ + β

ti
− ٢)

+
∑n

i=١ log(ti + β)− λ٢

٢

∑n
i=١ wi + λ

∑n
i=١ a(ti, α, β). (١٠)

ECM الگوریتم از استفاده با برآوردیابی ٣٬١

برای (ECM)شرطی-ماکسیمم١٠ امید الگوریتم ادامه در که است گوناگونی تعمیم های دارای EM الگوریتم

.(١٩٩٣ روبین، و (منگ می گیرد قرار استفاده مورد SLap-BS توزیع پارامترهای برآوردیابی

توزیع به نسبت (١٠) کامل درستنمایی تابع از E گام در ،ECM الگوریتم kام تکرار در :E گام •

مورد ،W حسب بر پنهان و مجهول مقادیر ترتیب بدین می شود. گرفته ریاضی امید W |T شرطی

هدف تابع فرم به درستنمایی تابع و گرفت خواهند قرار برآوردیابی

Q(θ|θ̂(k)) = −n log(α)− n
٢ log(β)− ١

٢α٢

∑n
i=١ û

(k)
i ( tiβ + β

ti
− ٢)

+
∑n

i=١ log(ti + β)− λ٢

٢

∑n
i=١ ŵ

(k)
i + λ

α

∑n
i=١ ξ(ti, β),(١١)

ξ(ti, β) =
√
t/β − تابع این در است. مجهول پارامتر از تابعی تنها که شد، خواهد تبدیل

صورت به ،۴ گزاره  از استفاده با ŵ(k)
i و û(k)i مقادیر و

√
β/t

ŵ
(k)
i = E[W |ti, θ̂(k)] =

a(ti, α̂
(k), β̂(k))√

١ + λ̂٢(k)
R(a(ti, α̂

(k), β̂(k))

√
١ + λ̂٢(k), ٠٫ ۵, ١),

û
(k)
i = E[W−١|ti, θ̂(k)] =

√
١ + λ̂٢(k)

a(ti, α̂(k), β̂(k))
R(a(ti, α̂

(k), β̂(k))

√
١ + λ̂٢(k),−٠٫ ۵, ١)

می آیند. دست به

تابع ماکسیمم سازی وسیله به مدل پارامترهای ،ECM الگوریتم تکرار هر از گام این در :M گام •

صورت به پارامترها، شده روز به مقادیر ترتیب بدین می شوند. روز به قبل گام در آمده بدست هدف

شد: خواهند محاسبه زیر
10Expectation Conditional Maximization algorithm
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صورت به پارامتر این ،λ به نسبت هدف تابع از مشتق گیری با ابتدا :CMاول گام –

λ̂(k+١) =

∑n
i=١ a(ti, α̂

(k), β̂(k))

A
,

.A =
∑n

i=١ ŵ
(k)
i آن در که می شود، برآورد

داریم: α به نسبت (١١) ماکسیمم سازی با :CMدوم گام –

α̂(k+١) =

√
Su

β̂(k)
+Ruβ̂(k) − ٢Ū −

(∑n
i=١ ξ(ti, β̂

(k))
)٢

nA
,

آن در که

Ru =
١
n

n∑
i=١

ûi
(k)

ti
, Su =

١
n

n∑
i=١

ûi
(k)ti, Ū =

١
n

n∑
i=١

ûi
(k).

تابع به Q(θ|θ̂(k)) هدف تابع در شده روز به مقادیر دادن قرار با :CMسوم گام –

Q(β) =− n

٢
log(β)− ١

٢α٢

n∑
i=١

û
(k)
i (

ti
β
+
β

ti
− ٢) +

n∑
i=١

log(ti + β)

− λ̂٢(k+١)

٢

n∑
i=١

ŵ
(k)
i +

λ̂(k+١)

α̂(k+١)

n∑
i=١

ξ(ti, β),

تابع این ماکسیمم سازی از β̂(k+١) بهینه سازی، الگوریتم های از استفاده با حال می شود. حاصل

استفاده برآوردیابی این برای R نرم افزار در optimize دستور از مقاله این در آمد. خواهد بدست

است. شده

شروط این از یکی می کند. پیدا ادامه شود، برقرار مناسب همگرایی شرط یک که زمانی تا مراحل این

در درستنمایی تابع با که دیگر الگوریتم باشد. کوچک کافی اندازه به |θ̂(k+١)− θ̂(k)| که است آن همگرایی

است. تحمل قابل خطای میزان ϵ که طوری شود |ℓ(θ̂(k+١))− ℓ(θ̂(k)| < ϵ که است آن است ارتباط

است. شده استفاده ϵ = ١٠−۵ ازای به و دوم شرط از مقاله این در
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اطلاع ماتریس محاسبه ٣٬٢

معرفی الگوریتم از بخش این در درستنمایی، ماکسیمم برآوردگرهای مجانبی کواریانس ماتریس محاسبه  برای

صورت به تجربی اطلاع ماتریس الگوریتم این در می شود. استفاده (١٩٧٧) همکاران و بیسفورد توسط شده

Ie(θ|t) =
n∑
i=١

s(ti|θ)sT (ti|θ)−
١
n

S(t|θ)ST (t|θ), (١٢)

لویس نتایج از استفاده با s(ti|θ) متغیرهای و S(t|θ) =
∑n

i=١ s(ti|θ) آن در که می شود، محاسبه

بصورت (١٩٨٢)

s(ti|θ) =
∂f(ti|θ)
∂θ

= E(
∂ℓ(ti, wi|θ)

∂θ

∣∣ti, θ)
،(١٢) عبارت در درستنمایی ماکسیمم روش از شده برآورد مقادیر جایگذاری با حال می آید. دست به

ŝi = (ŝi,α, ŝi,β, ŝi,λ)
T آن در که می شود، تبدیل Ie(θ|t) =

∑n
i=١ ŝiŝTi صورت به اطلاع ماتریس

درایه های با بردار ی

ŝi,λ =
١
α̂
ξ(ti, β̂)− λ̂ŵ

(k)
i ,

ŝi,α =
û
(k)
i

α̂٣ (
ti

β̂
+
β̂

ti
− ٢)− ١

α̂
− λ̂

α̂٢ ξ(ti, β̂),

ŝi,β =
١

ti + β̂
− ١

٢β̂
−
û
(k)
i

٢α̂٢ (
١
ti

− ti

β̂
)− λ̂

٢α̂
(

√
ti

β̂٣
+

١√
tiβ̂

),

بود. خواهد
√

I−١
e (θ|t) برابر θ̂ برآوردگر استاندارد خطای نتیجه در است.

عددی مطالعات ۴

روش قبل، بخش در آمده دست به درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای عملکرد بررسی منظور به :٢ مثال

برای ،β = ١ گرفتن نظر در با منظور این برای می گیرد. قرار استفاده مورد کارلو مونت شبیه سازی

α = پارامترهای با SLap− BS(α, β, λ) توزیع از نمونه هایی ،n = ٣٠, ۵٠, ١٠٠ نمونه های اندازه
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برآوردیابی سپس می شود. تولید (۴) تصادفی نمایش از استفاده با λ = ٠٫ ٢, ٠٫ ۵, ١ و ٠٫ ٢۵, ٠٫ ۵, ٠٫ ٧۵, ١

توان های میانگین بار ١٠٠٠ تعداد به کار این انجام با است. گرفته صورت شده تولید نمونه  از استفاده با

صورت به برآوردگر هر مطلق (R.Bias) نسبی١٢ اریبی و (MSE) خطا١١ دوم

MSE(θ̂) =
١

١٠٠٠

n∑
i=١

(θ̂ − θ)٢,

R.Bias(θ̂) =
١
θ

١
١٠٠٠

n∑
i=١

∣∣θ̂ − θ
∣∣,

برآوردگرها خطای دوم توان های میانگین میزان می شود، ملاحظه ١ جدول از که همانطور است. شده محاسبه

مقدار به حاصله برآوردهای میانگین نمونه حجم افزایش با همچنین می یابد. کاهش نمونه حجم افزایش با

می شود. نزدیک پارامتر واقعی

قرار استفاده بررسی مورد واقعی داده های مدل سازی برای را شده معرفی توزیع مثال این در :٣ مثال

(٢٠٠۶) پدگت و نیکولاس توسط بار نخستین برای کربن١٣ الیاف از تنش شکست داده های می گیرد.

هستند. متر میلی ۵٠ طول با کربن الیاف تنش در شکست ۶۶ شامل داده ها این گرفتند. قرار مطالعه مورد

و BS توزیع با پارامتری چهار گاما-نرمال توزیع مقایسه  برای را داده ها این (٢٠١۴) همکاران و آلزاتره

تابع دارای پارامتری چهار گاما-نرمال توزیع دادند. قرار استفاده مورد (Beta-BS) بتا-بیرنبام-ساندرز

صورت به چگالی

f(x;α, β, µ, σ) =
١

Γ(α)βα
ϕ(x;µ, σ)(− log(١−Φ(x;µ, σ))α−١)١−Φ(x;µ, σ))(١/β)−١

σ معیار انحراف و µ میانگین با نرمال توزیع و چگالی توابع Φ(.;µ, σ) و ϕ(.;µ, σ) آن در که است،

آنها، استاندارد خطای همراه به پارامترها شده  برآورد مقدار شامل مختلف توزیع های برازش نتایج هستند.

با است. شده آورده ٢ جدول در BIC و AIC یعنی توزیع مناسبت معیارهای و درستنمایی تابع مقادیر

داده ها به بهتر توزیع ها سایر به نسبت SLap-BS توزیع که می شود ملاحظه BIC و AIC مقادیر به توجه

در برتری این کننده  تایید ،٢ شکل در شده برازانده توزیع های نمودار و داده ها بافت نگار است. یافته برازش
11Mean square error
12Relative bias
13breaking stress of carbon fibers
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٣٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همکاران و نادری مهرداد

.β = ١ برای شبیه سازی نتایج .١ جدول
α برآورد β برآورد λ برآورد

Mean R.Bias MSE Mean R.Bias MSE Mean R.Bias MSE α n λ

٠٫ ١٨۶ ٠٫ ٢۵٧ ٠٫ ٠٠۵ ١٫ ٠٢۴ ٠٫ ٠٢۴ ٠٫ ٠٠٧ ٠٫ ٠٨۶ ٠٫ ۵۶۵ ٠٫ ٠٧٣ ٠٫ ٢۵ ٣٠ ٠٫ ٢

٠٫ ٣٨٣ ٠٫ ٢٣٢ ٠٫ ٠١٧ ١٫ ٠٣٩ ٠٫ ٠٣٩ ٠٫ ٠٢٧ ٠٫ ١٠٨ ٠٫ ۴۵۵ ٠٫ ٠٧٢ ٠٫ ۵

٠٫ ۵٩٢ ٠٫ ٢١٠ ٠٫ ٠٣۵ ١٫ ٠۵۵ ٠٫ ٠۵۵ ٠٫ ٠۶٨ ٠٫ ١۴٢ ٠٫ ٢٨٧ ٠٫ ٠٨۶ ٠٫ ٧۵

٠٫ ٨۴۵ ٠٫ ١۵۴ ٠٫ ٠۴٨ ١٫ ٠٧۵ ٠٫ ٠٧۵ ٠٫ ٠٩٨ ٠٫ ١۵٧ ٠٫ ٢١٣ ٠٫ ٠۶٣ ١

٠٫ ١٩٢ ٠٫ ٢٣٢ ٠٫ ٠٠٣ ١٫ ٠٢٩ ٠٫ ٠٢٩ ٠٫ ٠٠۶ ٠٫ ١٢١ ٠٫ ۶٧٢ ٠٫ ٠۶٠ ٠٫ ٢۵ ۵٠

٠٫ ٣٩۵ ٠٫ ٢٠٩ ٠٫ ٠١۴ ١٫ ٠۵۴ ٠٫ ٠۵۴ ٠٫ ٠٢۶ ٠٫ ٠٨٨ ٠٫ ٠۵۵٨ ٠٫ ٠۵۴ ٠٫ ۵

٠٫ ۶١۵ ٠٫ ١٨۴ ٠٫ ٠٢۵ ١٫ ٠۴٨ ٠٫ ٠۴٨ ٠٫ ٠۴۴ ٠٫ ١٣۴ ٠٫ ٣٢۵ ٠٫ ٠۴٧ ٠٫ ٧۵

٠٫ ٨۵٣ ٠٫ ١۴٨ ٠٫ ٠٣٧ ١٫ ٠٣٣ ٠٫ ٠٣٣ ٠٫ ٠۶٨ ٠٫ ١٧٨ ٠٫ ١٠٧ ٠٫ ٠۴٨ ١

٠٫ ١٩٧ ٠٫ ٢١٣ ٠٫ ٠٠٣ ١٫ ٠١٧ ٠٫ ٠١٧ ٠٫ ٠٠۴ ٠٫ ٠۶٠ ٠٫ ۶٩٧ ٠٫ ٠۴٢ ٠٫ ٢۵ ١٠٠

٠٫ ۴٠٠ ٠٫ ٢٠١ ٠٫ ٠١١ ١٫ ٠٢٨ ٠٫ ٠٢٨ ٠٫ ٠١۵ ٠٫ ٠٨۵ ٠٫ ۵٧١ ٠٫ ٠٣۵ ٠٫ ۵

٠٫ ۶٢ ٠٫ ١٧٢ ٠٫ ٠٢٠ ١٫ ٠۴٢ ٠٫ ٠۴٢ ٠٫ ٠٣١ ٠٫ ١١٩ ٠٫ ۴٠٢ ٠٫ ٠٢٨ ٠٫ ٧۵

٠٫ ٨٧ ٠٫ ١٣٣ ٠٫ ٠٢۵ ١٫ ٠٣١ ٠٫ ٠٣١ ٠٫ ٠۴۵ ٠٫ ١۶۵ ٠٫ ١٧۴ ٠٫ ٠٢۴ ١

٠٫ ١٨۴ ٠٫ ٢۶٢ ٠٫ ٠٠۵ ١٫ ٠۶۴ ٠٫ ٠۶۴ ٠٫ ٠١٣ ٠٫ ٢٢١٢ ٠٫ ۵۵٧ ٠٫ ٢٧٣ ٠٫ ٢۵ ٣٠ ٠٫ ۵

٠٫ ٣٨١ ٠٫ ٢٣٧ ٠٫ ٠١٨ ١٫ ١١٧ ٠٫ ١١٧ ٠٫ ٠۵۶ ٠٫ ٢۶٠١ ٠٫ ۴۵٧٩ ٠٫ ١٣٧٣ ٠٫ ۵

٠٫ ۶٠١ ٠٫ ١٩٨ ٠٫ ٠٣۵ ١٫ ١٠۵ ٠٫ ١٠۵ ٠٫ ٠٨۵ ٠٫ ١٣۵٨ ٠٫ ٢٨٣ ٠٫ ٠٩۴ ٠٫ ٧۵

٠٫ ٨٣٧ ٠٫ ١۶٣ ٠٫ ٠۵٩ ١٫ ٠٧۴ ٠٫ ٠٧۴ ٠٫ ١٠٩ ٠٫ ۴٧١۵ ٠٫ ٠۵٧ ٠٫ ٢٠٢ ١

٠٫ ١٩٢ ٠٫ ٢٣٣ ٠٫ ٠٠٣ ١٫ ٠۵٧ ٠٫ ٠۵٧ ٠٫ ٠١٢ ٠٫ ١۶٠ ٠٫ ۶٧٩ ٠٫ ١۶۶ ٠٫ ٢۵ ۵٠

٠٫ ٣٩٢ ٠٫ ٠٢١۶ ٠٫ ٠١۴ ١٫ ١٠۵ ٠٫ ١٠۵ ٠٫ ٠۴٠ ٠٫ ٢۵١ ٠٫ ۴٩٨ ٠٫ ١٠٩ ٠٫ ۵

٠٫ ۶١٢ ٠٫ ١٨٣ ٠٫ ٠٢۶ ١٫ ١٠۴ ٠٫ ١٠۴ ٠٫ ٠۶٧ ٠٫ ٣٣۶ ٠٫ ٣٢٨ ٠٫ ٠٧٩ ٠٫ ٧۵

٠٫ ٨۵۴ ٠٫ ١۴۵ ٠٫ ٠٣٧ ١٫ ٠۶٩ ٠٫ ٠۶٩ ٠٫ ٠٧٩ ٠٫ ۴١٧ ٠٫ ١۶۵ ٠٫ ٠۵٨ ١

٠٫ ١٩۵ ٠٫ ٢١٨ ٠٫ ٠٠٣ ١٫ ٠۴٢ ٠٫ ٠۴٢ ٠٫ ٠١٢ ٠٫ ١٣٣ ٠٫ ٧٣٣ ٠٫ ١۶٢ ٠٫ ٢۵ ١٠٠

٠٫ ۴٠١ ٠٫ ١٩۶ ٠٫ ٠١٠ ١٫ ٠٩۶ ٠٫ ٠٩۶ ٠٫ ٠٣۶ ٠٫ ٢٠۴ ٠٫ ۵٩١ ٠٫ ١١۵ ٠٫ ۵

٠٫ ۶٢١ ٠٫ ١٧١ ٠٫ ٠٢٠ ١٫ ٠٩٨ ٠٫ ٠٩٨ ٠٫ ٠۴٨ ٠٫ ٣١۶ ٠٫ ٣۶٧ ٠٫ ٠۶١ ٠٫ ٧۵

٠٫ ٨٧٢ ٠٫ ١٢٧ ٠٫ ٠٢۵ ١٫ ٠۵٨ ٠٫ ٠۵٨ ٠٫ ٠۴٧ ٠٫ ۴٧۶ ٠٫ ١٨۵ ٠٫ ٠٣۶ ١

٠٫ ١٨۶ ٠٫ ٢۴١ ٠٫ ٠٠۵ ١٫ ١٨۵ ٠٫ ١٨۵ ٠٫ ٠۴٣ ٠٫ ٣١٢ ٠٫ ۵۵۴ ٠٫ ۶۵٠ ٠٫ ٢۵ ٣٠ ١

٠٫ ٣٨١ ٠٫ ٢٢٩ ٠٫ ٠١٨ ١٫ ٢۶٧ ٠٫ ٢۶٧ ٠٫ ١٢۵ ٠٫ ٣٧۶١ ٠٫ ۵۴۵ ٠٫ ۴١٢ ٠٫ ۵

٠٫ ۶٠١ ٠٫ ١٩٨ ٠٫ ٣٢١ ١٫ ٢٣٠ ٠٫ ٢٣٠ ٠٫ ١۵٣ ٠٫ ۶۴١ ٠٫ ٣۵٨ ٠٫ ٢۴٨ ٠٫ ٧۵

٠٫ ٨٣٧ ٠٫ ١۵٩ ٠٫ ٠۵۶ ١٫ ١۴٣ ٠٫ ١۴٣ ٠٫ ١٢۶ ٠٫ ٨۵٢ ٠٫ ١۵٧ ٠٫ ٢٢١ ١

٠٫ ١٩١ ٠٫ ٢۵٣ ٠٫ ٠٠۴ ١٫ ١۶٢ ٠٫ ١۶٢ ٠٫ ٠٣٩ ٠٫ ٣٠۵ ٠٫ ۶٩۴ ٠٫ ۵٧٠ ٠٫ ٢۵ ۵٠

٠٫ ٣٨٩ ٠٫ ٢٢١ ٠٫ ٠١۵ ١٫ ٢۵۴ ٠٫ ٢۵۴ ٠٫ ١١٩ ٠٫ ۴۶۵ ٠٫ ۵٣۵ ٠٫ ٣۶۵ ٠٫ ۵

٠٫ ۶٠٣ ٠٫ ١٩۵ ٠٫ ٣١٣ ١٫ ٢٢۶ ٠٫ ٢٢۶ ٠٫ ١۴٩ ٠٫ ۶۵٩ ٠٫ ٣۴١ ٠٫ ٢٣٢ ٠٫ ٧۵

٠٫ ٨۴٧ ٠٫ ١۵٣ ٠٫ ٠۴۵ ١٫ ١٣٠ ٠٫ ١٣٠ ٠٫ ١١۵ ٠٫ ٨۶٠ ٠٫ ١۴٠ ٠٫ ٢٠١ ١

٠٫ ١٩۴ ٠٫ ٢٢٢ ٠٫ ٠٠٣ ١٫ ١٩٠ ٠٫ ١٩٠ ٠٫ ٠۴۶ ٠٫ ٢٢١ ٠٫ ٧١٨ ٠٫ ۶۵٧ ٠٫ ٢۵ ١٠٠

٠٫ ۴٠٧ ٠٫ ١٩١ ٠٫ ٠١٠ ١٫ ٢٩۴ ٠٫ ٢٩۴ ٠٫ ١٣٢ ٠٫ ٣٨۴ ٠٫ ۶١۵ ٠٫ ۴٢٧ ٠٫ ۵

٠٫ ۶٢۶ ٠٫ ١۶۵ ٠٫ ٠٢٠ ١٫ ٢٢۴ ٠٫ ٢٢۴ ٠٫ ١٠٨ ٠٫ ۶١٠ ٠٫ ٣٨٩ ٠٫ ٢٠١ ٠٫ ٧۵

٠٫ ٨٨٣ ٠٫ ١١۶ ٠٫ ٠٢۴ ١٫ ١۵٠ ٠٫ ١۵٠ ٠٫ ٠٩۵ ٠٫ ٨٩٠ ٠٫ ٢١۵ ٠٫ ١٠٩ ١
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است. داده ها برازش

تنش. شکست داده های برای پرانتز) (داخل استاندارد خطاهای و پارامترها برآورد .٢ جدول
SLap−BS Gam−N SNT −BS SN −BS BS پارامتر

٠٫ ٢٣۵٧ ٠٫ ٨٢۶٣ ٠٫ ۶٧۶٧ ٠٫ ۴۶۴۶ ٠٫ ۴٣٧١ α

(٠٫ ۴١۵٢) (٣٫ ٢۵٧٨) (١٫ ۵۴٠٩) (٠٫ ٠۵٣٧) (٠٫ ٠٣٨١)

٣٫ ٢٢٠٠ ٠٫ ۶١٩٠ ۴٫ ١٠۶٠ ٢٫ ١۶٧۴ ٢٫ ۵١۵۴ β

(١٫ ١٨۵٢) (٢٫ ٨٣١۵) (١٫ ۴١٠٠) (١٫ ٣۶٨٩) (٠٫ ١٣٢١)

−٠٫ ۴٩۵۴ ٣٫ ٣۴۶۴ −۴٫ ٨٠۶۶ ٠٫ ۴١٣١ − λ(µ)

(٠٫ ٨۶۵٢) (١٫ ١۶٢١) (١٫ ٣۶۴٢) (٠٫ ٣۶۴۵)

− ٠٫ ٩۶١۴ ٩٩٫ ٩٩٩ − − ν(σ)

(٢٫ ١۵٩٣) (٣٫ ٠٨٢٩)

−٨۴٫ ۴١۶٩ −٨۴٫ ۴٣٩۶ −٩١٫ ٠۶۴ −١۴۴٫ ۵٩١۵ −١٠٠٫ ١٩٠٠ Log.Like

١٧۴٫ ٨٣۴ ١٧٨٫ ٨٧٩٢ ١٩٠٫ ١٢٨ ٢٩۵٫ ١٨٣ ٢٠۴٫ ٣٨ AIC

١٨١٫ ۴٠٣ ١٨۵٫ ۶٣٧٨ ١٩٨٫ ٨٨۶۶ ٢٨٩٫ ١٨٣ ٢٠٨٫ ٧۵٩٣ BIC

vs

De
ns

ity

0 1 2 3 4 5

0.0
0.1

0.2
0.3

0.4
0.5

0.6 Slap − BS
Gam − N
BS
SNT − BS
SN − BS

شده. داده برازش توزیع های نمودار و داده ها بافت نگار .٢ شکل

نخستین که است (IMSS) مکزیک اجتماعی تامین موسسه به مربوط واقعی داده های از دوم دسته :۴ مثال

است. گرفته قرار استفاده مورد BS توزیع روی بر برازش برای (٢٠٠٩) همکاران و بالاکریشنان توسط بار
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مدت بلند مالی برآورد محاسبه برای ناتوان و بازنشسته افراد میر و مرگ توزیعی رفتار مطالعه به داده ها این

سن به مربوط داده می پردازد. بازنشستگی حقوق حداقل پرداخت به ملزم ذخیره از ارزیابی مانند کوتاه، و

شامل مختلف توزیع های برازش نتایج ٣ جدول است. موقت معلولیت با بازنشسته زنان سال) (به مرگ

نشان را BIC و AIC معیارهای و درستنمایی تابع مقادیر آنها، استاندارد خطای همراه به پارامترها برآور

برازش در برتری این کننده  تایید ،٣ شکل در شده برازانده توزیع های نمودار و داده ها بافت نگار می دهد.

است. داده ها

IMSS. داده های برای پرانتز) (داخل استاندارد خطاهای و پارامترها برآورد .٣ جدول

SLap−BS Gam−N SNT −BS SN −BS BS پارامتر

٠٫ ١۴٨۴ ٠٫ ٠٣٩٨ ٠٫ ٢٣۴٣ ٠٫ ٢٣۴۴ ٠٫ ٢٣٠٨ α

(٠٫ ٠٢۴۵) (٠٫ ٠٠٧٢) (٠٫ ١١٧٣) (٠٫ ٠٠٠٢) (٠٫ ٠٠٠٩)

۵۵٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ۶۵٧٧ ۴۴٫ ٧۴٢٠ ۴۴٫ ٧١٣١ ۴۶٫ ۵۴۴٩ β

(١٫ ٠٠٢۵) (٠٫ ۶۴٣٧) (٠٫ ۵۶٧۴) (٠٫ ٩۶٧٨) (٠٫ ۴٠۶۶)

−٠٫ ۵۶٣٩ ۵٩٫ ٩٩١٧ ۴٫ ١٠٧٨ ٠٫ ٢١۶٢ − λ(µ)

(٠٫ ٣۴٧۵) (١٫ ۴١٧۵) (١٫ ۶۵٨٠) (٠٫ ١۴۶٣)

− ۴٫ ٧٠٢١ ٠٫ ٠٨٨۶ − − ν(σ)

(٠٫ ١٠٢٣) (٠٫ ٠١٩٠)

−١٠۵١٫ ٣٨٠٠ −١٠۵۵٫ ١۶٩٠ −١٠۵٧٫ ٢۵١٠ −١٠۶٠٫ ۴۵٨٠ −١٠۶٠٫ ۵٧۶٠ Log.Like

٢١٠٨٫ ٧۶٠٠ ٢١١٨٫ ٣٣٨٠ ٢١٢٢٫ ۵٠٢٠ ٢١٢۶٫ ٩١۶٠ ٢١٢۵٫ ١۵٢٠ AIC

٢١١٩٫ ۶۶۵٠ ٢١٣٢٫ ٨٧٧٠ ٢١٣٧٫ ٠۴١٠ ٢١٣٧٫ ٨٢٠٠ ٢١٣٢٫ ۴٢٢٠ BIC

نتیجه گیری و بحث

شد. معرفی چوله-لاپلاس توزیع برپایه  بیرنبام-ساندرز فرم به چگالی های از جدیدی تعمیم مقاله این در

گرفته قرار بررسی مورد ویژگی ها برخی گرفت، نام چوله-لاپلاس بیرنبام-ساندرز که جدید توزیع این برای

گرفتند. قرار محاسبه مورد EM الگوریتم از استفاده با توزیع پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای و

بررسی منظور به درستنمایی، برآوردگرهای استاندارد خطاهای آوردن دست به برای روشی معرفی از پس

نمونه حجم افزایش با که گردید مشخص و گرفت انجام کارلو مونت شبیه سازی مطالعات برآوردگرها عملکرد
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IMSS

De
ns

ity
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شده. داده برازش توزیع های همراه به داده ها بافت نگار .٣ شکل

واقعی داده دو روی بر جدید توزیع سپس هستند. مطلوبی ویژگی های دارای آمده دست به برآوردگرهای

داده ها روی بر آمده بدست توزیع که گردید مشخص دیگر توزیع  چند با آن مقایسه با و شده داده برازش

می دهد. انجام را مناسبتری برازش

یا و توزیع پارامترهای بیزی برآوردگر برد، بهره توزیع این از می توان آن در که مهمی مسایل از یکی

که آن دلیل به آن، از دیگر تعمیمی عنوان به همچنین می باشد. پیشین توزیع عنوان به توزیع این از استفاده

استفاده آمیخته توزیع های ساخت در آن از می توان است ساندرز بیرنبام توزیع از مطلوبتر بسیار توزیع این

سوال بقا تحلیل مسایل خصوص به علوم سایر به توزیع این بیشتر تعمیم برای .(٢٠١١ (بالاکریشنان، کرد

چوله توزیع های جایگزینی با که ساندرز بیرنبام توزیع تعمیم های آیا که است آن می شود مطرح که مهمی

خیر؟ یا هستند دیگری فرایندهای عبور دو میان زمانی فواصل حدی توزیع می آیند بدست

تشکر و تقدیر

این بهبود راستای در سازنده، پیشنهادهای ارائه برای مجله گرامی ویراستار و سردبیر داوران، از نویسندگان

سپاسگزارند. بسیار پژوهش،
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