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هندسی وایبول بتا توزیع تجمعی توزیع و احتمال چگالی تابع های برآورد

شهرستانی یعقوب زاده شهرام

تهران نور پیام دانشگاه آمار، گروه

١٣٩۶/١١/٢١ بازنگری: آخرین تاریخ ١٣٩۵/٩/٢۴ دریافت: تاریخ

یکنواخت، طور به واریانس کمترین با نااریب درستنمایی، ماکسیمم برآوردهای مقاله این در چکیده:

بهترین و تک-مشاهده ای صدکی برآوردهای خانواده در تک-مشاهده ای صدکی برآورد بهترین صدکی،

برای ترتیبی آماره های بر مبتنی دو-مشاهده ای صدکی برآوردهای خانواده در دو-مشاهده ای صدکی برآورد

و گودالی خطر نرخ تابع با خصوصا هندسی، وایبول بتا توزیع تجمعی توزیع تابع و احتمال چگالی تابع

به بخش دو در است مفید عمر طول و اعتماد قابلیت به مربوط داده های مدل بندی برای که شکل تک مدی

برآوردگرها خطای دوم توان میانگین محاسبه و مونت کارلو شبیه سازی روش از استفاده با و شده آورده دست

می شود. تعیین مطلوب برآورد بخش هر در و شده مقایسه

بهترین تک-مشاهده ای، صدکی برآورد بهترین صدکی، برآورد هندسی، وایبول بتا توزیع کلیدی: واژه های

دو-مشاهده ای. صدکی برآورد

مقدمه ١

شکل٢ تک مدی شکل١، گودالی کاهشی، افزایشی، ویژگی با خطر نرخ تابع دارای که هندسی وایبول بتا توزیع

معرفی (٢٠١٣) همکاران و بیدرام و (٢٠١٣) همکاران و کردیرو توسط است افزایشی-کاهشی-افزایشی و

شد. بررسی (٢٠١١ همکاران، و (بارتو-سوزا هندسی وایبول توزیع خصوصیات حسب بر آن ویژگی های و

همکاران و یعقوب زاده توسط هندسی وایبول توزیع از تعمیمی عنوان به هندسی وایبول بتا توزیع همچنین

yagoubzade@gmail.com شهرستانی، یعقوب زاده شهرام مقاله: مسئول نویسنده الکترونیکی آدرس

62G05 ،62F10 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد
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تجمعی توزیع و احتمال چگالی توابع برآورد . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣۵٨

انعطاف پذیری دلیل به شد. بررسی آن ویژگی های استرلینگ جمله ای های چند کمک به و معرفی (٢٠١۵)

الیاف مقاومت داده های مانند اعتماد قابلیت داده های تحلیل در آن کاربرد و توزیع این خطر نرخ تابع

قطعه های مقاومت زمان مدت داده های ،(١٩٨٧ نایلور، و (اسمیت سانتیمتری ١/۵ ضخامت به شیشه های

مربوط داده های و چرخش هر در مربع اینچ بر پوند ٢۶٠٠٠ نیروی فشار اثر در آلومینیم ۶٠۶١ − T۶

هواپیمای ١٣ شامل ناوگان هواپیماهای پرواز هر در هواپیما تهویه سیستم های متوالی خرابی های تعداد به

ماه های در ازن لایه سطح اندازه گیری به مربوط داده های و (٢٠١٣ همکاران، و (بیدرام ٧٢٠ بوئینگ

چگالی تابع های برآورد ،(٢٠١٣ همکاران، و (کردیرو آمریکا نیویورک شهر در ١٩٧٣ سال می-سپتامبر

تابع های برآورد است. مقاله این هدف شرایطی تحت هندسی وایبول بتا توزیع تجمعی توزیع و احتمال

می توان که گرفته قرار توجه مورد اخیرا متعددی نویسندگان توسط توزیع چند تجمعی توزیع و احتمال چگالی

نوقابی جباری و دیکسیت توسط پارتو توزیع  تجمعی توزیع و احتمال چگالی تابع های برآورد روش های به

پواسن-نمایی توزیع توزیع ،(٢٠١٠) نوقابی جباری و نوقابی جباری توسط پارتو-توانی توزیع ،(٢٠١٠)

(٢٠١٣) همکاران و علیزاده توسط تعمیم یافته رایلی توزیع ،(٢٠١۴) همکاران و باقری توسط تعمیم یافته

کرد. اشاره (٢٠١۵) همکاران و باقری توسط گامبل-توانی توزیع و

صورت به آن احتمال چگالی تابع آن گاه باشد، هندسی وایبول بتا توزیع دارای X تصادفی متغیر اگر

f(x) =
α(١ − θ)bβαxα−١e−b(βx)

α
(١ − e−(βx)α)a−١

B(a, b)

×(١ − θe−(βx)α)−(a+b) (١)

این در .B(a, b) =
∫ ١

٠ t
a−١)١ − t)b−١dt و ٠ < θ < ١ ،x, α, β, a, b > ٠ آن در که است،

صورت به (١) رابطه صورت این در که ،b = ١ می شود فرض مقاله

f∗(x) = aα(١ − θ)βαxα−١e−(βx)α (١ − e−(βx)α)a−١

(١ − θe−(βx)α)a+١
(٢)

صورت به آن تجمعی توزیع تابع و

F ∗(x) = { ١ − e−(βx)α

١ − θe−(βx)α
}a (٣)
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نااریب برآوردهای ترتیب به (٣) تجمعی توزیع تابع و (٢) احتمال چگالی تابع برای ٢ بخش در شد. خواهد

حالتی در را تک-مشاهده ای۶ صدکی برآورد بهترین و صدکی۵ درستنمایی۴، ماکسیمم واریانس٣، کمترین با

صدکی برآورد بهترین ٣ بخش در می شوند. آورده دست به معلومند θ و β ،α مقادیر و نامعلوم a پارامتر که

و β و α پارامترهای بودن نامعلوم حالت برای صدکی و درستنمایی ماکسیمم برآوردهای دو-مشاهده ای٧،

با برآوردگرها این مونت کارلو شبیه سازی روش به ۴ بخش در می شوند. محاسبه θ و a مقادیر بودن معلوم

می شود. پرداخته نتیجه گیری و بحث به هم ۵ بخش می شوند. مقایسه و ارزیابی هم

θ و β ،α بودن معلوم حالت در پارامترها برآورد ٢

تک- صدکی برآورد بهترین و تک-مشاهده ای صدکی برآوردهای خانواده معرفی مقاله اهداف از یکی

گرفته نظر در معلوم بقیه و نامعلوم پارامتر یک فقط علت همین به است. پارامتر یک برای مشاهده ای

٣ بخش در البته داد. ارائه بهتر را تک-مشاهده ای صدکی برآورد بهترین محاسبه نحوه بتوان تا شده اند

است. شده معرفی دو-مشاهده ای صدکی برآورد بهترین و دو-مشاهده ای صدکی برآوردهای خانواده

واریانس کمترین با ناریب برآورد ٢٬١

آن گاه باشد، (٢) احتمال چگالی تابع با توزیع از تصادفی نمونه یک X١, · · · , Xn اگر

S = −
n∑
i=١

log(
١ − e−(βXi)

α

١ − θe−(βXi)α
), (۴)

S بشرط Xn توزیع h(Xn|S) = f∗∗(S) اگر این بنابر است. a پارامتر برای کامل بسنده آماره یک

داریم چون است. f∗(x) واریانس کمترین با نااریب برآورد f∗∗(S) لهمن-شهفه قضیه طبق آن گاه باشد،

E[f∗∗(S)] =

∫
h(xn|s)g(s)ds =

∫
g(xn, s)ds = f(xn).

3Uniformly Minimum Variance Unbiased (UMVU)
4Maximum Liklihood (ML)
5Percentile (PC)
6Best Single-obsevation Percentile Estimation (BTPE)
7Best Two-obsevation Percentile Estimation (BTPE)
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هستند. (Xn, S) و S احتمال چگالی تابع ترتیب به g(xn, s) و g(s) آن در که

صورت به f∗(x) واریانس کمترین با نااریب برآورد :١ قضیه

f̂(x) =
(n− ١)(١ − θ)anαβαxα−١e−(βx)α

sn−١

× {s+ log(١ − e−(βx)α)− log(١ − θe−(βx)α)}n−٢

(١ − θe−(βx)α)٢
, (۵)

.log(١ − θe−(βx)α)− log(١ − θe−(βx)α) < s <∞ آن در که است،

کنید فرض برهان:

T = −
n−١∑
i=١

log(
١ − e−(βXi)

α

١ − θe−(βXi)α
), (۶)

صورت به چگالی تابع دارای T چون

g∗(t) =
an−١

Γ(n− ١)
tn−٢e−at, t > ٠.

چگالی تابع است، مستقل h(u) = aeau, u > ٠ چگالی تابع با U = − log( ١−e−(βXn)α

١−θe−(βXn)α ) از و

صورت به (U, T ) توام

g(u, t) =
an

Γ(n− ١)
tn−٢e−a(t+u), t > ٠, u > ٠.

توام چگالی تابع S = T + U و Xn = − ١
β{− log[ ١−U

١−θU ]}
١
α تبدیل های کمک به که می شود

صورت به (Xn, S)

g(xn, s) =
(١ − θ)anαβαxα−١es−(βxn)α

Γ(n− ١)

× {s+ log(١ − e−(βxn)α)− log(١ − θe−(βxn)α)}n−٢

(١ − θe−(βxn)α)٢
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می شود. حاصل (۵) رابطه این بنابر می شود. آورده دست به

آن در که ،F̂ (x) =
∫ x
k f̂(x)dx رابطه به توجه با :١ نتیجه

k = log(١ − e−(βx)α)− log(١ − θe−(βxn)α)

با است برابر F ∗(x) واریانس کمترین با نااریب برآورد

F̂ (x) = [١ − log(١ − e−(βx)α)− log(١ − θe−(βx)α)

s
]n−١ (٧)

از عبارتند ترتیب به F̂ (x) و f̂(x) گشتاورهای :٢ قضیه

E[f̂(x)]r =
(n− ١)r(١ − θ)ranrαrβrαxr(α−١)e−r(βx)

α

Γ(n)(١ − θe−(βx)α)٢r

×
n−r−١∑
j=٠

(
(n− ٢)r

j

)
{log[ ١ − e−(βx)α

١ − θe−(βx)α
]}j Γ(n− r − j)

an−r−j

E[F̂ (x)]r =
١

Γ(n)

n−١∑
j=٠

(
(n− ١)r

j

)
{− log[

١ − e−(βx)α

١ − θe−(βx)α
]}jajΓ(n− j)

می شود. ثابت ٢ قضیه خیام-نیوتن ای دوجمله بسط و S چگالی تابع کمک به برهان:

ترتیب به F̂ (x) و f̂(x) برای خطا دوم توان میانگین ٢ قضیه در r = ١, ٢ گرفتن نظر در با :٢ نتیجه

از عبارتند

MSE(f̂(x)) =
(n− ١)(١ − θ)٢a٢α٢β٢αx٢α−٢e−٢(βx)α

Γ(n)(١ − e−(βx)α)۴

× {(n− ١)an−۴
n−٣∑
j=٠

(
٢n− ۴
j

)
{− log[

١ − e−(βx)α

١ − θe−(βx)α
]}j

× ajΓ(n− j − ٢)− (n− ٢)!}
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MSE(F̂ (x)) =
١

Γ(n)

n−١∑
j=٠

(
٢n− ٢
j

)
{− log[

١ − e−(βx)α

١ − θe−(βx)α
]}jajΓ(n− j)

− { ١ − e−(βx)α

١ − θe−(βx)α
}٢α

از عبارتند ترتیب به آن خطای دوم توان میانگین و a واریانس کمترین با نااریب برآورد :٣ نتیجه

â =
n− ١

−
∑n

i=١[log(١ − θe−(βxi)α)− log(١ − e−(βxi)α)
]

MSE(â) =
a٢

n− ٢

درستنمایی ماکسیمم برآورد ٢٬٢

ماکسیمم برآورد باشند. (٢) احتمال چگالی تابع با توزیع از تصادفی نمونه ای X١, · · · , Xn کنید فرض

از است عبارت θ و β ،α بودن معلوم فرض با a درستنمایی

ã = n[−
n∑
i=١

log(
١ − e−(βxi)

α

١ − θe−(βxi)α
)]−١

با است برابر w = ã احتمال چگالی تابع ،S احتمال چگالی تابع به توجه با که

g(w) =
(na)n

Γ(n)wn+١ e
−na

w , w > ٠.

داریم درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای پایایی خاصیت به توجه با همچنین

f̃∗(x) = ãαβα(١ − θ)xα−١e−(βx)α(
١ − e−(βx)α

١ − θe−(βx)α
)ã−١)١ − θe−(βx)α)−٢

F̃ ∗(x) = (
١ − e−(βx)α

١ − θe−(βx)α
)ã−١
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از عبارتند ترتیب به F̃ ∗(x) و f̃∗(x) گشتاورهای :٣ قضیه

E(f̃∗(x))r =
(αβαk)r

Γ(n)

n−r−١∑
j=٠

(rt)j(na)j+rΓ(n− r − j)

j!

E(F̃ ∗(x))r =
١

Γ(n)

n−١∑
j=٠

(rt)j(na)jΓ(n− j)

j!

.t = log ١−e−(βx)α

١−θe−(βx)α و k = xα−١e−(βx)α [(١ − e−(βx)α)(١ − θe−(βx)α)]−١ آن در که

بسط به توجه با نوشت. f̃∗(x) = αβαkewt صورت به k و w حسب بر می توان را f∗(x) برهان:

داریم u = ١
w متغیر تغییر و erwt لورن مک

E(f̃∗(x))r =
(αβαk)r(na)n

Γ(n)

∞∑
j=٠

(rt)j

j!

∫ ∞

٠
wr+j−n−١e−

na
w dw

=
(αβαk)r

Γ(n)

n−r−١∑
j=٠

(rt)jaj+r

j!
Γ(n− r − j)

E(F̃ ∗(x))r =
(na)n

Γ(n)

∞∑
j=٠

(rt)j

j!

∫ ∞

٠
wj−n−١e−

na
w dw

=
١

Γ(n)

n−١∑
j=٠

(rt)j(na)j

j!
Γ(n− j)

از عبارتند ترتیب به F̃ ∗(x) و f̃∗(x) خطای دوم توان میانگین :۴ نتیجه

MSE(f̃∗(x)) =
α٢β٢αk٢

Γ(n)

n−٣∑
j=٠

(٢t)j(na)٢+jΓ(n− ٢ − j)

j!

− ٢a(αβαk)٢eat

Γ(n)

n−٢∑
j=٠

(٢t)j(na)١+j

j!
Γ(n− ١ − j)

+ a٢α٢β٢αk٢e٢αt
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MSE(F̃ ∗(x)) =
١

Γ(n)

n−١∑
j=٠

[(٢t)j − tj( ١−e−(βx)α

١−θe−(βx)α )
a](na)j

j!
Γ(n− j)

+e٢t

است برابر آن خطای دوم توان میانگین و a برای اریب برآوردی a درستنمایی ماکسیمم برآورد :۵ نتیجه

با

MSE(ã) =
n+ ٢

(n− ١)(n− ٢)
a٢

صدکی برآورد ٢٬٣

X(١), · · · , X(n) و (٣) تجمعی توزیع تابع با توزیع از تصادفی نمونه یک X١, · · · , Xn کنید فرض

یا F ∗(X(i)) = pi آنگاه باشد. X(i) به مربوط صدک pi و نمونه این مرتب آماره های

a log(
١ − e−(βX(i))

α

١ − θe−(βX(i))
α ) = log pi.

کردن مینیمم از a صدکی برآورد

n∑
i=١

[a log(
١ − e−(βX(i))

α

١ − θe−(βX(i))
α )− log pi]

٢, pi = E(X(i)) =
i

n+ ١

صورت به a به نسبت

ãPCE =

∑n
i=١ log pi[log(١ − e−(βX(i))

α
)− log(١ − θe−(βX(i))

α
)]∑n

i=١[log(١ − e−(βX(i))
α
)− log(١ − θe−(βX(i))

α
)]٢

از عبارتند ترتیب به (٣) و (٢) صدکی برآوردهای این بنابر می شود. آورده دست به

f̃∗PCE(x) = (ãPCE)αβ
α(١ − θ)xα−١e−(βx)α(

١ − e−(βx)α

١ − θe−(βx)α
)ãPCE−١

× (١ − θe−(βx)α)−٢
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F̃ ∗
PCE(x) = (

١ − e−(βx)α

١ − θe−(βx)α
)ãPCE

مراجعه (١٩٩۴) همکاران و جونسن و (١٩۵٨) کائو به صدکی برآورد روش باره در بیشتر جزئیات برای

از استفاده با است دشوار برآوردگرها این خطای دوم توان میانگین و ریاضی امید محاسبه چون شود.

می شود. آورده دست به آن ها خطای دوم توان میانگین شبیه سازی،

تک-مشاهده ای صدکی برآورد بهترین ٢٬۴

دو- و تک-مشاهده ای صدکی برآوردهای بهترین مانند ترتیبی آماره های بر مبتنی صدکی برآورد روش

می توان که شد استفاده توزیع ها از بعضی پارامترهای برآورد برای نویسندگان از برخی توسط مشاهده ای

X١, · · · , Xn کنید فرض کرد. اشاره (١٩٨٢) زاناکیس و (١٩۶۵،١٩۶٧) دوبی ،(١٩۶٣) منون به

ترتیبی آماره های با (٣) تجمعی توزیع تابع و (٢) احتمال چگالی تابع با توزیع از تصادفی نمونه یک

آن گاه باشد. توزیع (٠ < p < ١) ام p مرتبه صدک X(k) و X(١), · · · , X(n)

p = F ∗(X(k)) = (
١ − e−(βX(k))

α

١ − θe−(βX(k))
α )

a.

بزرگترین [np] آن در که ،k = ([np] + ١) صورت این غیر در و k = (np) باشد صحیح عدد np اگر

صورت به a تک-مشاهده ای صدکی برآورد یک این بنابر است. np از کوچکتر صحیح عدد

a∗ =
log p

log( ١−e−(βX(k))
α

١−θe−(βX(k))
α )

=
log p

log Y(k)

، (١٩۶٧) دوبی به توجه با .Yi = ١−e−(βXi)
α

١−θe−(βXi)
α ) ،i = ١, · · · , n آن در که می شود، آورده دست به

واریانس و a میانگین با مجانبی نرمال توزیع a∗

V ar(a∗) =
a٢p∗

n(١ − p∗) log١)٢ − p∗) log٢[− log(١ − p∗)]
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صورت این در شود. مینیمم V ar(a∗) که می شود تعیین طوری p اکنون .p∗ = ١− e−p آن در که دارد

معادله حل به

log(١ − p∗) log[− log(١ − p∗)] + ٢p∗ log[− log(١ − p∗)] + ٢p∗ = ٠

تک- صدکی برآورد بهترین نتیجه در می آید. دست به p = ٠/١١٨٩ تکراری روش با که می شود منجر

صورت به a مشاهده ای

ãBSPE =
٢/١٢٩۴٧٢

−[log(١ − e−(βX(k))
α
)− log(١ − θe−(βX(k))

α
)]

برآوردهای بهترین این بنابر .k = [٠/١١٨٩n] + ١ یا k = [٠/١١٨٩n] آن در که می شود، محاسبه

از عبارتند ترتیب به (٣) و (٢) تک-مشاهده ای صدکی

f̃∗BSPE(x) = ãBSPEβ
α(١ − θ)xα−١

(k) e
−(βx(k))

α
(

١ − e−(βx(k))
α

١ − θe−(βx(k))
α )

ãBSPE−١

×(١ − θe−(βx(k))
α
)−٢

F̃ ∗
BSPE(x) = (

١ − e−(βx(k))
α

١ − θe−(βx(k))
α )

ãBSPE

θ و a بودن معلوم حالت در پارامترها برآورد ٣

،β ،α برای صدکی و درستنمایی ماکسیمم برآوردهای دو-مشاهده ای، صدکی برآورد بهترین بخش این در

می شود. آورده دست به (٣) تجمعی توزیع تابع و (٢) احتمال چگالی تابع

دو-مشاهده ای صدکی برآورد ٣٬١

آن گاه باشد، F ∗(x) تجمعی توزیع تابع با توزیع ام pi مرتبه صدک X(ki) اگر

α(log β + logX(ki)) = log[− log(
١ − p

١
a
i

١ − θp
١
a
i

)] (٨)
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α دو-مشاهده ای صدکی برآورد یک (٠ < p١ < p٢ < ١) p٢ و p١ حقیقی مقدار دو ازای به این بنابر

صورت به

α∗ =

log[− log(
١−p

١
a
١

١−θp
١
a
١

)]− log[− log(
١−p

١
a
٢

١−θp
١
a
٢

)]

log x(k١) − log x(k٢)

=
log[− log(١ − p∗١)]− log[− log(١ − p∗٢)]

log x(k١) − log x(k٢)

=
k

log x(k١) − log x(k٢)

و k = log[− log(١ − p∗١)]− log[− log(١ − p∗٢)] آن در که می آید، دست به

p∗١ =
(١ − θ)p

١
a
١

١ − θp
١
a
١

, p∗٢ =
(١ − θ)p

١
a
٢

١ − θp
١
a
٢

. (٩)

واریانس و α میانگین با مجانبی نرمال توزیع α∗ ،(١٩۶٧) دوبی به توجه با

V ar(α∗) =
α٢

nk٢ [
p∗١

(١ − p∗١) ln
١)٢ − p∗١)

+
p∗٢

(١ − p∗٢) ln
١)٢ − p∗٢)

− ٢p∗١p
∗
٢

(١ − p∗١) ln(١ − p∗١)(١ − p∗٢) ln(١ − p∗٢)
]

این بنابر است. شده حاصل p∗٢ = ٠٫ ٩٧٣٧ و p∗١ = ٠٫ ١۶٧٣ مقادیر V ar(α∗) کردن مینیمم با که دارد

صورت به p٢ و p١ ،(٩) به توجه با

pi = (
p∗i

(١ − θ) + θp∗i
)a, i = ١, ٢ (١٠)
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دو-مشاهده ای صدکی برآورد بهترین آن گاه می شوند، داده نشان p∗∗٢ و p∗∗١ نمادهای با ترتیب به و محاسبه

صورت به α

α̃BTPE =

log[− log(
١−(p∗∗١ )

١
a

١−θ(p∗∗١ )
١
a
)]− log[− log(

١−(p∗∗٢ )
١
a

١−θ(p∗∗٢ )
١
a
)]

log x(k١) − log x(k٢)
(١١)

صدکی برآورد یک همچنین هستند. ki = [np∗∗i ] + ١ یا ki = [np∗∗i ] ،i = ١, ٢ ازای به که است،

صورت به (١١) و (٨) روابط کمک به β دو-مشاهده ای

β∗ = exp(w١ log x(k١) + w٢ log x(k٢))

Ti = log[− log(١− ،i = ١, ٢ بازای و w١+w٢ = −١ ،w١ =
T٢

T١−T٢
آن در که می آید، دست به

واریانس و β میانگین با مجانبی نرمال توزیع β∗ ،(١٩۶٧) دوبی به توجه با .p∗i )]

V ar(β∗) =
β٢

nα٢k٢ {q
∗
١ (
k − log k١

k١
)[
k − log k١

k١
+

٢ log k١

k٢
] +

q∗٢ log
٢ k١

k٢
٢

}

V ar(β∗) کردن مینیمم از p∗٢ و p∗١ .q∗i =
p∗i

١−p∗i
،ki = − log(١ − p∗i ) ،i = ١, ٢ آن در که دارد

این بنابر است. شده آورده دست به p∗٢ = ٠/٨٢١١ و p∗١ = ٠/٣٩٧٧ صورت به ،(١٩۶٧) دوبی توسط

در که می شوند داده نشان p∗∗٢ و p∗∗١ نمادهای با ترتیب به و محاسبه p٢ و p١ ،(١٠) رابطه به توجه با

صورت به β دو-مشاهده ای صدکی برآورد بهترین نتیجه

β̃BTPE = exp{[
log[− log(

١−(p∗∗٢ )
١
a

١−θ(p∗∗٢ )
١
a
)]

log[− log(
١−(p∗∗١ )

١
a

١−θ(p∗∗١ )
١
a
)]

] log x(k١)

+[

log[− log(
١−(p∗∗٢ )

١
a

−θ(p∗∗٢ )
١
a
)]

log[− log(
١−(p∗∗١ )

١
a

١−θ(p∗∗١ )
١
a
)]

] log x(k٢)}
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ترتیب به (٣) و (٢) تابع های دو-مشاهده ای صدکی برآوردهای بهترین این بنابر می شود. آورده دست به

از عبارتند

f̃∗BTPE(x) = (β̃α̃BTPE
BTPE )(١ − θ)xα̃BTPE−١ exp(−(β̃BTPEx)

α̃BTPE )

×(
١ − exp(−(β̃BTPEx)

α̃BTPE )

١ − θ exp(−(β̃BTPEx)α̃BTPE )
)a−١

×(١ − θ exp(−(β̃BTPEx)
α̃BTPE ))−٢

F̃ ∗
BTPE(x) = (

١ − exp(−(β̃BTPEx)
α̃BPTSE )

١ − θ exp(−(β̃BTPEx)α̃BTPE )
)a

درستنمایی ماکسیمم برآورد ٣٬٢

درستنمایی ماکسیمم برآورد ،(٢) احتمال چگالی تابع با توزیع از X١, · · · , Xn تصادفی نمونه اساس بر

در شده اشاره درستنمایی معادلات مجموعه کمک به θ و a بودن معلوم فرض با β و α پارامترهای

و α پارامترهای برآورد چون می شوند. آورده دست به b = ١ دادن قرار با (٢٠١۵) همکاران و یعقوب زاده

جایگذاری با و شده محاسبه نیوتن-رافسون روش عددی روش به آیند نمی دست به بسته فرم صورت به β

توزیع تابع و (٢) احتمال چگالی تابع درستنمایی ماکسیمم برآوردهای ،β و α جای به (٣) و (٢) در

می شود. آورده دست به (٣) تجمعی

صدکی برآوردهای ٣٬٣

ترتیبی آماره های با و (٣) تجمعی توزیع تابع با توزیع از تصادفی نمونه یک X١, · · · , Xn کنید فرض

یا F ∗(X(i)) = pi آن گاه باشد. X(i) به مربوط صدک pi و X(١), · · · , X(n)

α log(βX(i)) = log[− log(
١ − p

١
a

١ − θp
١
a

)]
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کردن مینیمم با β̃PC و α̃PC یعنی β و α صدکی برآوردهای که است

n∑
i=١

{α log(βX(i))− log[− log(
١ − p

١
a

١ − θp
١
a

)]}٢

معادلات مجموعه حل به منجر که می آیند دست به β و α به نسبت
nα log β +

∑n
i=١ logX(i) −

∑n
i=١ log[− log( ١−p

١
a

١−θp
١
a
)] = ٠

α
∑n

i=١(log(βX(i)))
٢ −

∑n
i=١{log(βX(i)) log[− log( ١−p

١
a

١−θp
١
a
)]} = ٠

ماکسیمم برآورد روش مانند و می آیند دست به نیوتن-رافسون روش عددی روش به β و α آن در که می شود

می شوند. آورده دست به (٣) و (٢) صدکی برآوردهای درستنمایی،

برآوردگرها مقایسه و ارزیابی ۴

از استفاده با اول گام در بخش این در

X =
١
β
{− log(

١ − U
١
a

١ − θU
١
a

)}
١
α (١٢)

مقادیر ازای به و است U(٠, ١) یکنواخت توزیع دارای U تصادفی متغیر آن در که

a = ٣, ٣/۵, ۴, ۵, ۶, ٧/۵, ٩

α = ١/۴, ٢, ٢/۵, ٣, ۵, ۶, ٨

β = ٠/٢۵, ٠/٧۵, ٣, ۴, ۶, ٧

θ = ٠/۴, ٠/۵, ٠/۶, ٠/٧, ٠/٨, ٠/٩

اطلاعات به توجه با دوم گام در می شود. تولید n = ١٠, ١۵, ٢۵, ۴٠, ۵٠ حجم های به تصادفی نمونه های

سوم گام در می شوند. آورده دست به (α, β) برآوردهای ،٣ بخش به توجه با و α برآوردهای ،٢ بخش
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گام های می شود. محاسبه بخش دو هر در (٣) و (٢) تابع های برآوردهای خطای دوم توان های میانگین

بار ١٠٠٠٠ از حاصل خطای دوم توان میانگین های میانگین سپس و شده تکرار بار ١٠٠٠٠ سوم تا اول

در ٣ بخش به مربوط و جدول١  در ٢ بخش به مربوط شبیه سازی نتایج می شود. آورده دست به تکرار

درستنمایی ماکسیمم برآورد می شود ملاحظه که همان طور است. آمده ٢ و ١ شکل های و ٣ و ٢ جدول های

افزایش با که است واضح همچنین است. بهتر برآوردها سایر از تجمعی توزیع تابع و احتمال چگالی تابع

و ٣ و ٢ جدول های می یابد. کاهش درستنمایی ماکسیمم برآوردهای خطای دوم توان میانگین نمونه، حجم

توزیع تابع و احتمال چگالی تابع دو-مشاهده ای صدکی برآورد بهترین که می دهد نشان ٢ و ١ شکل های

تصادفی نمونه یک اساس بر همچنین است. بهتر آن ها صدکی و درستنمایی ماکسیمم برآوردهای از تجمعی،

a = ١/٢ ،β = ٢ ،α = ١/۵ ازای به (٢) احتمال چگالی تابع با توزیع از تایی ۵٠ شده شبیه سازی

روش های تحت پارامترها برآورد دهنده نشان که ۴ جدول به توجه با و (١٢) رابطه کمک به θ = ٠/۶ و

صدکی برآورد بهترین روش های به (٢) احتمال چگالی تابع برآورد است، ٣ بخش در شده اشاره برآورد

نشان که شده رسم راست) (سمت ٣ شکل در صدکی برآورد و درستنمایی ماکسیمم برآورد دو-مشاهده ای،

است. برآوردها سایر به نسبت دو-مشاهده ای صدکی برآورد بهترین برتری دهنده

نتیجه گیری و بحث

تحت هندسی وایبول بتا توزیع تجمعی توزیع تابع و احتمال چگالی تابع برای برآوردهایی مقاله این در

بهترین و صدکی واریانس، مینیمم با نااریب درستنمایی، ماکسیمم برآوردهای شد. آورده دست به شرایطی

شد داده نشان مونت کارلو شبیه سازی از استفاده با و آمده دست به تابع ها این تک-مشاهده ای صدکی برآورد

ماکسیمم برآورد دو-مشاهده ای، صدکی برآورد است. بهتر برآوردگرها سایر از درستنمایی ماکسیمم برآورد

سایر از دو-مشاهده ای صدکی برآورد که شد داده نشان و آورده دست به نیز صدکی برآورد و درستنمایی

به مشاهده ای چند و مشاهده ای سه صدکی برآوردهای بهترین می شود پیشنهاد همچنین است. بهتر برآوردها

کمترین با نااریب درستنمایی، ماکسیمم برآوردهای با و محاسبه عددی، روش های و ترتیبی آماره های کمک

گیرد. قرار مقایسه مورد صدکی و واریانس
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برآورد بهترین و صدکی واریانس، مینیمم با نااریب درستنمایی، ماکسیمم برآوردهای خطای دوم توان میانگین میانگین، .١ جدول

(٢) تجمعی توزیع تابع تک-مشاهده ای صدکی

F̃ ∗
BSPE F̃ ∗

PCE F̃ ∗
UMV UE F̃ ∗

MLE n (α, β, a, θ)

٠/٢٠٧۴ ٠/١٠۵۴ ٠/٨۶٢٢ ٠/٠۵۴٧ ١٠

٠/٢٠٣٨ ٠/١٠٣١ ٠/۶٣١٣ ٠/٠٣۵۴ ١۵

٠/٢٠١٧ ٠/١٠۵٠ ٠/١۶٧۵ ٠/٠٢١٣ ٢۵ (۶, ٧, ٩, ٢, ٠/٩)

٠/٢٠٣۶ ٠/١٠۶۵ ٠/١٢۵٨ ٠/٠١٠۵ ۴٠

٠/٢٠٣۴ ٠/١٠٣۵ ٠/١٨٨٢ ٠/٠٠٨٧ ۵٠

٠/٢٠٠٠٠ ٣٠/۶٧٠٠ ٠/٩۵۴١ ٠/۵۶۵۶ ١٠

٠/٢٠٠۵ ٠/۴٠۶٢ ٠/٨٨٢٢ ٠/٣۴٩ ١۵

٠/١٠۵٩ ٠/۴٠٧٩ ٠/٣۵٨٧ ٠/١٩۵٢ ٢۵ (٣, ٣, ٣, ٠/٨)

٠/٢٠١٨ ٠/٧٠۴۴ ٠/٢١٨٩ ٠/١٢۵٨ ۴٠

٠/٣٠٩٩ ٠/٣٠٩١ ٠/٧٢٩۵ ٠/١٠١٠ ۵٠

٠/۵٨۶۴ ٠/١٠۴٨ ٠/۴٩۴۵ ٠/٠٩٧١ ١٠

٠/٨۶۴۵ ٠/١٠۶٩ ٠/۶٧۶٢ ٠/٠٨٠٣ ١۵

٠/٣٩٠۵ ٠/١٠٠٩ ٠/٧٩۶٣ ٠/٠۴٨٢ ٢۵ (٢, ٣, ۴, ٠/۶)

٠/٣٠١٧ ٠/١٠۶۴ ٠/٨١٣١ ٠/٠٣٠۵ ۴٠

٠/۵١۶۴ ٠/١٠۶١ ٠/٧١۴٣ ٠/٠١۵٢ ۵٠

٠/٩۴۴۶ ٠/١٠٠٧ ٠/٢٩٠٣ ٠/٠٩٢٧ ١٠

٠/٣٠٩۴ ٠/١٠٧۶ ٠/٣٢٩٢ ٠/٠۵٩٩ ١۵

٠/٢٢١۴ ٠/١٠٣۶ ٠/٢٠٧۵ ٠/٠٣٢٩ ٢۵ (٨, ۶, ٧/۵, ٠/٧)

٠/٢٢٩۴ ٠/١٠٧٧ ٠/۶١١٧ ٠/٠٢٠٩ ۴٠

٠/١٩٧٠ ٠/١٠۵٢ ٠/٢٣٢٩ ٠/٠١٠۵ ۵٠
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برآورد بهترین و صدکی واریانس، مینیمم با نااریب درستنمایی، ماکسیمم برآوردهای خطای دوم توان میانگین میانگین، .٢ جدول

(٣) تجمعی توزیع تابع تک-مشاهده ای صدکی

F̃ ∗
BSPE F̃ ∗

PCE F̃ ∗
UMV UE F̃ ∗

MLE n (α, β, a, θ)

٠/١٢۴٨ ٠/٠٨٣٠ ٠/٠٩٠۵ ٠/٠٠٣٩ ١٠

٠/١١۶۴ ٠/٠٨۴١ ٠/١١٧٠ ٠/٠٠٢۵ ١۵

٠/١١٠٣ ٠/٠٨۴٩ ٠/١٩٨٩ ٠/٠٠١۵ ٢۵ (۶, ٧, ٩, ٢, ٠/٩)

٠/١١۶٢ ٠/٠٨۵٢ ٠/۴۴۴١ ٠/٠٠٠٩ ۴٠

٠/١١۵٩ ٠/٠٨۵۵ ٠/٣٢٣۴ ٠/٠٠٠۶ ۵٠

٠/٢١۶٨ ٠/٠٩۵٢ ٠/٨٧۵٠ ٠/٠٠۴ ١٠

٠/١٧٧٩ ٠/٠٩۶۵ ٠/١٨٨٠ ٠/٠٠٢٩ ١۵

٠/١٧٧١ ٠/٠٩٧١ ٠/۴٣۶۵ ٠/٠٠١٧ ٢۵ (٣, ٣, ٣, ٠/٨)

٠/١٧٨۶ ٠/٠٩٧۵ ٠/۴٩٨١ ٠/٠٠١٠ ۴٠

٠/١٧٧٩ ٠/٠٩۶٠ ٠/٣٣۵١ ٠/٠٠٠٨ ۵٠

٠/٣٠١٠ ٠/٠۵٩٧ ٠/١٩٠۴ ٠/٠٠۴۵ ١٠

٠/٨٩٢٩ ٠/٠٠٨٠ ٠/٠٨٠۵ ٠/٠٠٢٧ ١۵

٠/٠۵٠٢ ٠/٠۶٢١ ٠/٣٣١٧ ٠/٠٠١۵ ٢۵ (٢, ٣, ۴, ٠/۶)

٠/۵١٩٧ ٠/٠۶٢٩ ٠/١١٠٧ ٠/٠٠٠٩ ۴٠

٠/۴٨۶۴ ٠/٠۶٣٢ ٠/٨٣٨٩ ٠/٠٠٠٧ ۵٠

٠/٠۵۴۶ ٠/٠۶١٣ ٠/۴۶٢۶ ٠/٠٠۴٠ ١٠

٠/٢٨۶٧ ٠/٠۶٢۴ ٠/٩٩٣٨ ٠/٠٠٢۵ ١۵

٠/٢۶۵١ ٠/٠۶٣٧ ٠/١٠٨٧ ٠/٠٠١۴ ٢۵ (٨, ۶, ٧/۵, ٠/٧)

٠/٢٧۵٣ ٠/٠۶۴۴ ٠/۴٠١۵۴ ٠/٠٠٠٩ ۴٠

٠/٢۶٧٩ ٠/٠۶۴۶ ٠/٣٠٠۴ ٠/٠٠٠٧ ۵٠
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تابع صدکی و درستنمایی ماکسیمم برآوردهای دو-مشاهده ای، صدکی برآورد بهترین خطای دوم توان میانگین میانگین، .٣ جدول

(٣) تجمعی توزیع

F̃ ∗
PCE F̃ ∗

UMV UE F̃ ∗
MLE n (α, β, a, θ)

٠/۶٠٩ ٠/۵٩٢ ٠/۵١۶ ١٠

٠/۶۴٢ ٠/۵۵٢ ٠/۵٧٢ ١۵

٠/۵٩٨ ٠/۵۶٢ ٠/۴١٢ ٢۵ (٣, ۴, ۶, ٠/۵)

٠/۴۴۶ ٠/۵٢ ٠/٣۵١ ۴٠

٠/٣٩٢ ٠/۵۶٨ ٠/٣١٣ ۵٠

٠/۶۵۶ ٠/٩۴٣ ٠/٣١٨ ١٠

٠/۶٠٨ ٠/٩۴٣ ٠/٢٠١ ١۵

٠/۵۴٧ ٠/٩۴۴ ٠/١۵٠ ٢۵ (۵, ۴, ٣/۵, ٠/۶)

٠/۴٨٩ ٠/٩۴٢ ٠/١٣۴ ۴٠

٠/۴۶٢ ٠/٩۴٠ ٠/١٣٨ ۵٠

٠/٧٨١ ٠/٣٢٣ ٠/۴٩۵ ١٠

٠/٧٠۴ ٠/٣١۵ ٠/۵١۴٧ ١۵

٠/۶۴١ ٠/٣٩١ ٠/٣٣٣ ٢۵ (٢, ٣, ۵, ٠/٨)

٠/۵٨۴ ٠/٧١۴ ٠/۵٢٠ ۴٠

٠/۴٧۶ ٠/۵١٣ ٠/۴١٢ ۵٠

٠/٧۵١ ٠/٧٢٧ ٠/۵٣٠ ١٠

٠/٧٠٠ ٠/٧١۵ ٠/۵٢۴ ١۵

٠/۶٣٢ ٠/۵٢١ ٠/۵١٧ ٢۵ (٣, ٣, ٣, ٠/۴)

٠/۵٨۴ ٠/٣٧۵ ٠/٣٠٠ ۴٠

٠/۴٧۶ ٠/٢١٣ ٠/١٢٧ ۵٠
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(٢) توزیع از تایی ۵٠ شده شبیه سازی تصادفی نمونه یک اساس بر β و α برآورد .۴ جدول

β̂ α̂ برآورد روش

٢/۵۶٢ ٢/٠۴١ دو-مشاهده ای صدکی برآورد بهترین

٢/۶٠٣ ١/۴٠٧ درستنمایی ماکسیمم برآورد

١/٠٢۵٢ ١/۴۵٢ صدکی برآورد

تشکر و تقدیر

می کند. تشکر مقاله تصحیح و داوری برای ویراستار و مجله محترم داوران سردبیر، زحمات از مقاله نویسنده
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برآوردهای ممتد)، (خط دو-مشاهده ای صدکی برآورد بهترین خطای دوم توان های میانگین میانگین، نمودارهای .١ شکل

ب- ،(٣, ۴, ۶, الف-(۵/٠ مقادیر اساس بر (٢) احتمال چگالی تابع چین) (نقطه صدکی و چین) (خط درستنمایی ماکسیمم

(α, β, a, θ) برای (٣, ٣, ٣, د-(۴/٠ ،(٢, ٣, ٠/۵, ج-(٠/٨ ،(۵, ۴, ٣/۵, ٠/۶)
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ماکسیمم برآوردهای ممتد)، (خط دو-مشاهده ای صدکی برآورد بهترین خطای دوم توان های میانگین میانگین، نمودارهای .٢ شکل

بر ( چپ سمت ) ،(٣) تجمعی توزیع تابع و راست) سمت ) ،(٢) احتمال چگالی تابع چین) (نقطه صدکی و چین) (خط درستنمایی

(٢/۵, ٠/٧۵, ۴, د-(٠/٨ و (٢/۵, ٠/٧۵, ۴, ج-(٠/٨ ،(١/۴, ٠/۵, ٣, ب-(۶/٠ ،(١/۴, ٠/۵, ٣, الف-(۶/٠ مقادیر اساس

(α, β, a, θ) برای
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