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� bc5 �� Ia�����.

Gulliver (1909) ,�	E4# �� �`)AAB� ���/� .�� 

�	�)K�����d����)��� e�� ,)(.�� ���� �%	�� .��

�� ���2	�� ��)� /G��� D)E���2�3��J ����� �)I��� �� 

��� F�K��)������/:�: ��� DS�� ��GM N/f'

��3��	�!/G��� ��������>4# ��- ,)��9< "����� �� )(

��)������� /H��� .Cone)�g�f(���� /����� )��$%�

���)�� ()����.
���R !/G��� ��� ������ �� ��� ����� 

���)�� ()������*� /H��� .Thijsse)�� LA� /�Stevens, 

1975,(/�:����� "�� Ia� L)�� ()����!��� �� )��$%

" D>� /� � ��
!�-)��9< "������ �� �� ��

������  �������� .Dodge (1935) ������� �����

/:�: ���� h\J�7 ���� )��(���)����<��	�����2	�� 

��_�#�Q3Q� ?���� �������>� ��)������ "��� .��� 

�J)��� I/H��� ���.Greve )�� LA� /�Stevens, 1975(

� /:��T�)E���2�3������ ��- /9��B� )��9< "����

���)��(���)����/T��# ��� ���< L5 �� �� " ��

�� ���2	������ ������ )��$%�!��� �� ��
 ?���� �

���GM���� ?E� 0��2	� .Stevens (1957) �� ���2	�� �� 

V��$	�� ������i�!/G��� ����D>� �� � ��� /H���

�	� �� ,	7� )��� +)��$%�AB� A�"j3	4�!�J)��� I

����>� �� �����# �C�_�.��/G��� ��G
����	� ��)+

��� ����%� ��
!:�5 �� �"��� " �# ��� /H��� ?���� /�

/��  /���/� /� ��� k����l�G
���� +	����.

�m>��,Balachandar et al.(1991)�J �� ���2	�� �� )I

��� ���)G	E� (�3����nGA� oG� ,	7�  �^� ��

���)�� ()����L`����T# /� ����	��� �"�>:� �� ���

G	E��3�!/G��� ��/� �� L`�)�� D���� ���� /9��B� 

��9<���� �� )�� ()�����G
 � /H��� ��Q���5 p��1�

��� ����)k��(  /G��� ,�_���.

"����#���m�R ?���� ���� ���9< ��� /9��B� ���� 

��)�� ()��� ����� ���E� �� ��� ������ /� ��� /H��� ��

.�� ���� .�5 ?���� @�AB# ,)� ������9< "�)�- �� C

��)�� ()��� �� ��/9: (�# � .7�  ���M ��K� ���)��� ���� 

F��2� D>� /����� �*�:����� .���E5 G���� !���

���� ,�� ���9< "�)�- ����� ���� ������� � @�M�

.�� ��� /H��� ()��� .�����%�R ?���� .M� � .B1

���� �� ���2	�� �� # � ����� ���$%)��� ���q��� ��)

.��.

)(*��%��+* ��","% -���� 
/� ��6��3()��� �� ���9< "�)�-/9: (�#��)������

�� "��#/�D>� /G���)�(/9��B��_�)Bos, 1989(.

)�(
h

d 0
Q C 2g x(h m)dm= −∫

/G��� ,)� ��!Q��� !()��� �� ���9< "�)�- Cd�J )I

���,g,��� ����  h�	� ,2x 2 Dm m= −!D,�GM 

���)(,h��� .%R h e�2#�� )()���,m,"�>:� /31�7 

j� ���dm"�>:� .��4J .��)L*��(.

�'?���)�� ()��� � ������>��/�/	7� ��� 

Stevens (1957) � ��)�� oG� �� ���>:� ,	7�  �^� �� ��

��/�G��� ��� ����.<�� ,�>4# ���� �3m)��# �-)"�
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V��$	�� F�K�� ���)�� ()��� �� ���9< ��� !���  ��� �� �

V��$	�� r��� ��� ����� ��i�� �����/G���)�(��/�

� 0��1)/H��� ����:

)&(2.5
d

4Q C 2g D
15

= ω

/� �� "2 2
* * * *2(1 h h )K (2 3h h )Eω = − + − − +!

h*=h/D !
/2

0
K d /

π
= ψ ∆ψ∫�

/2

0
E d

π
= ∆ψ ψ∫.

��V��$	 ��� )V��$	�� /� ��� �� �����i�� b��T� .�� 

)Bos, 1989.( 

/��)#�# ,�I� �)��/����h*�^� ���� ����A� ω�� /� 

:��-���Bos (1989) ]��4	������� .�� �� �� �

,	��� I)�J ������ )��$%�!/G��� D>� /�)&(��� 

)��� �� ���9< "�)�- /9��B� (���.F�= .����Z ��� 

t�7 ?���� �� ���2	�� ���� /�!��()��� Ia� ?)��� 

���� ��� .)�<� �)�� )Bos, 1989(!��T)) :�(31�7�

���� � j� �� ()��� ]�# e�T� �� �	>� �)�9� V���� ���

 �� �	*S�� �)�9� j� �� ���A� ,)� LM��5 � ���� " ��)��

�/u���� �	� ,)&(.<������ (�S�� �)�� ��� ,

�/uh*>,������ /31�7 ��� ���3�()��� .��=�� �� /�

����� ���S �#���3� LM��5 � ���� ���3������ u'/u�	� 

���� ,)'(/�L*� ��^�� � I���� h oG� /v�# ��� 

h�3G� ������!,�)�R h oG� /31�7 LM��5 �)�� .��

 " ]�# �� ()��� �����uN/u� �	� ���.

.(����� ��������� 	����  ���� ��� ��
0��9< ��)�R .���E5.�� �-��
 0����v# .9E� �� 

����� 0����v# /�)Renault, 2000b .( w
��

���� .���E5 ������ �/�(-H���9�*/.�� �/�

�� j)�T# �)� 0��1 ���:

)'(
12

12
IO II

OO
I
OS

−
−

≈
∂
∂=

�" �� /SIO5 w
�� �:����� .���E*!�O�	����R 

!�-��
I� ����� �	����R x)���)� ��� ��&(�� 

�^� ���� �	����R �)��	�� � �)��	�� �)��A� /� P����.��.

�:����� .���E5 w
�� ,��m>�*�� ��� /� ����#

�*y�G� �9E� �) @3G� L���)Renault, 2000a(.

�:����� .���E5 w
��*/� �9E� � @3G� �#I�#�

�/?���� 0��1)p(�)N(�� "��� ����:

)p(
I
O/OS

AIO ∂
∂=

)N(
I/I
O/OS

RIO ∂
∂=

/:��T� �� �� �� �J�5 V�5 �� )p(�)N(����� ���� 

���� .���E5 �) �*�:����� ���9� ��(-� */� ����� 

�%*���� ���2	�� ���..)(� /:��T� )N(� �� /�),

AB#�� @//	7� ��� !��" "��� �T�.�� !/:��T� ��� )p(

�� .�3��MzI���� ���� ��#)Renault and 

Hemakumara, 1999(.

/(� 01��2%�3
L`����� ��� ����� /:��T� ���>< /9: ���()��� (�#

�3�G	E� � �Q3Q��/.�� �)� 0��1Bos (1989):

)f(Q hβ= α

" �� /�α/� /� .�� �9)�J ���$%)��� 0��1

�� ����� ���.β/� .�� �	��{ I)�J nGA� oG� /� 

� ���� �$	E� "�)�-Q3Q� ()��� ���� �3�G	E� � �

/� I�#�#����� N/&�N/�������E5 �� ��� .�:����*�

�^��.�� ����� ��� .��)�� nGA� ���� ��� ��!/�L�:�

0����v#|�
 e�2#�� �� "�)�- nGA� oG� !��) I)��J 

��v	� ���.��.� ��)AB# ,�@!/G��� ����� b�� ��

������� )�� ()����/�L*�/G���)f(.��.,)� ����

 I)��J �)�� ��^��β�α���� ,��T# .
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/('(���4��β

/G��� @��G�)f(β����� .����E5 ���� .�:����*�

9E��!6�� /� �/�α�β�� LA	E�h����� .� ��),��

��)��E5 /9��B� �� ��9E� .���� )�� ()�������

�����v# ���� ��" 0��!��E5 ,	7�  �^� �� "�*�� �.

9E��h e�2#�� �� LA	E� �������� .�S���A� ,)����

��-� 0��1��)��������� ����?���� T#������ ,�

7�� .M� ������ �����
�� ��.�S���� ,)G����� �

������#���� /	��� ��-��J /�)�� I���T)αT��# �

�� h���9� )� ��T9# "�(�" .L��M �^�7�1 ����.

/G��� /� �K� ��)&(3B# L5�3������ !����� �c: 

��E5�9E� .��)���� ,R�m�.�� ��.��� }�7 �� 

��)�� ()��� ��� I)�J "��� LA	E� !h e�2#�� �� �� ��

/� /-�#= /G��� )�9�	x��T))Abramowitz, 1972(:
2 2

1 1

f ( t ) f ( t )
2 1

2 1
f (t) f ( t )

df (t) df (t)d F(x, t)F(x, t)dx dx F(f (t), t) F(f (t), t)
dt t dt dt

∂= + −
∂∫ ∫

 

)~(

�� ,	7�  @	%� ��b�6 �� G���/)�(!��E5 �.�9E�

��:����*���� )�� ()����)/:��T�)N((/�0��1�)���

�� )�:

)�(
RIO

0.5hS µ=
η

" �� /�µ�η�)� ���M /�.��:

)g(
h

2 0.5 0.5

0

(Dm m ) (h m) dm−µ = − −∫

)�u(
h

2 0.5 0.5

0

(Dm m ) (h m) dmη = − −∫
V��$	�� ���µ�η������ �3�3B# L5 .��� ,)� L5 ���� 

V��$	�� �� 0=��T� ���  ������2	������� .�^��� ��

 ,	7� 
hm (1 t)
2

= −�
hm (1 t)
2

= +/� #�#�I��

?����)g(�)�u(!V��$	�� ,)� ��L`� /�V��$	�� ���

 ��� ��	E� L)�9# L��M)Krylov, 1962(.r��� ,)� ��

µ�η/� �� /9��B� �)� 0��1 ����:

n
2 2

N 1

h 4 N h Nsin ( ) D (1 cos ( )
2 2n 1 2n 1 2 2n 1=

π π πµ = − −
+ + +∑

)��(
2 n

2 2

N 1

h N Nsin ( ) D h cos ( )
4(n 1) n 1 2(n 1)=

π π π
η = −

+ + +∑
)�&(

� /�)#�# ,�I��"��#��E5���� .)�� ()����� �� /����

��A�)w4%� ����T����3� ��T) ,h*,?���� D>� /�)�(!

)��(�)�&(�/9��BC���# ���� )L*�&.(

?'�>��)�� ()��� .���E5 L��A� �� ��h*

�� u=h*/G��� )�(C�9�������� xR /�F���� n7� !

��E5�9E� .���� )����� (&�/� .���)�)�./� z

.���R .(()��� �9E� .���E5 /� .�� ��Z "�)��

��)�� ����>� �� /E)�A� �� � .�� �Q3Q� ()��� �� �	>�

� �3�G	E� ()��� �� /����g/uh*<� �	%�� " .���E5 

�/�����<h*<g/u.���E5 " �	>�.��.

I)�J ,��T# �� b��β���< /H��� !� .��{/"���<

��)�� nGA� .���E5 0����v# �� ���$���� ��.��.L*�

&� "�%����� /����v#����E5 0���.��9)�A# ��	�� �� 

x�� � ���� .��{��0����)�.� ��)h�4	�� 0��1 ,
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���A� �� .��{ .���E5 β!��� ��� w4%� ����B� ��

h*��� /� ����#	�)+� ��	��3G� ���.,)� ���� �5 ��^�� 

/	7�  �^��� �)�- .���E5 ���v# 0����v# /� ��

���� "�E*) ����B� �� �� .���E5 .,)� �� �� 0��1

���,	7�  �^�/u=h*/� �� !.���E5 ���v# �5 "���<

�� ��K)� ����B� ��� �� D) �� �� /� ���!0����v# 

����� .���E5'f/u���v# ,�$���� /K�	� �� � .�� 0�

���� �� D) �� �� .���E5 I���� .M� �� �� b�T� ��#

��� ����
 ���� L� .t�7 ����B� �� ���� ,��m>�!

L`� ������ n���# �� �23	4� ����� /K�	� ,)� �

�� L1�5 I)�J /� 
RIOS�� �� ?���� �� "��#)�'(�

)�p(��� ,��T# .?���� ��G
 �Q���5 )�� ������� 

��)�� ()��� �9E� .���E5 ,�>4# /G��� �� /E)�A� �� ��

)�(/�I�#�# ����� u�f/u���/u.�� �1�� :

R

*
IO *2

* *

1.5791h 2S 0 h 0.8
0.0195h 0.6628h 1

− += < <
− − +

)�'(

R

*
IO *2

* *

2.63h 2.79S 0.8 h 1
0.1044h 0.767h 1

− += ≤ <
− − +

)�p(

"�>� � �� /� ��6?��� )�'(�)�p(� ����%� ����!

��E5���� .)�� ()����T��# �h e�2#�� �� ��� .%R)(

.��	��{ ���A� ������� .���� /� /-�# ��?��� )�N(�

)�f(!��A�)�G��	��������β����B� �� �� )��� ��

 ��h*�� "��#.7�  �^� ��.

)�N(
R

0.8

IO *
0

1

S (h )
1.85

0.8
β = =

∫

)�f(
R

1

IO *
0.8

2

S (h )
1.473

0.2
β = =

∫

/()(���4��α

)�������/� �����E5 ,	7�  �^� �� �9E� .�.��{ 

������� )�� ()����� /�)�T� ,��J /� .�� )�� I�"

���� ()�� LA	E� �h����.�c: α�� )��6 ��h�4	�� ��� 

/�b�6 �� /G��� )f(��T�� �^� �� ���� �� ����.��

	����� /K)C:

)�~(0.5 0.65
1 d1C g Dα =

)��(0.5 1.027
2 d2C g Dα =

���T#)� �	����R j�/� ��� �T� 0��1 
0.5 2.5

*Q Q / g D=,���c� �	���R ?���� ��h*�� ���� 

/��������3���/� �T� �� �� �)� 0��1 �):

)�g(1.85
* d1 * *Q C h 0.1 h 0.8= ≤ <

)&u(1.473
* d2 * *Q C h 0.8 h 1= < <

����	����R t�7 ?���� ��d1C�d2C��J)�9.�� /� 

��)��� 0��1 /� �)��$%�T#����� ,.������ ����B� 

/G���)�g(����)�� ()��� ���2	�� ?)��� r��� �� (��

.�� /��	%�R�� ��Z .�K� �� ,��m>� �G
 �Q���5 /�

��R �� ���� ���	�� � ��	�� �� !��� ���� V��$	�� ��� ��� 

 ?����)�N(�)�f(�� �����!�c: ����3����T��� ����� 

�/u!.�� ��� ]��
 ?���� ������ L��M ����B� �� .

������������	� @��G# "�()0=��T� +)�g(�)&u(��

��� ��*3><)�� ()����!�	� �� ���2	�� �� ��	��)+

���)��$%�Greve , ?��# /�Stevens)�gN~ (k��( 

���,K���� �?���� )�g(�)&u(F�K�������.

L*� ���'�p���� /� 0.08 D 0.76< <� �	� 

*0.1 h 1≤ <)(- /�����3���V��T� �T��/u(C���#

���!�� "�%� �9E� .���E5 ,	7�  �^� �� /� ���

����� �N/������ *0.1 h 0.8≤ <�p~'/��/����

*0.8 h 1< <�� ��)�� ()��� ��	7� ����# /� �� �� ���


��� j�1�# .I)��J �)��A� ��)($)�- �� r��� ,)� ��
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��/,� 0��1/��2 0,�3 0��3��- �43,�� �56 0, �3 1)7. . .�3 #�9� :;�,��<�� � ��= 

�A 

���Cd1�Cd20=��T� �� )�g(�)&u(" L5 ����� ��

������� � ���� ?���� !��� )&�(�)&&(,��T# ����

 ()��� �� ���9< "�)�- ���A��/.����)��:

)&�(0.65 1.85
*Q 1.5388D h 0.1 h 0.8= ≤ <

)&&(1.027 1.473
*Q 1.3587D h 0.8 h 1= < <

?'��0����v# Q*����� ��h*
1.85 

?'��0����v# Q*����� ��h*
1.473 

F�K� �)��� �� !�����%�R ?���� .M� "��� "�%� ����

�� .���� ���># V�� �)��� �� ���$%)��� ���Q*o,��

/� ��� /9��B� �)��A� ?���� � �����%�R 0=��T� /3���

Stevens (1957) Q*c ,�� /E)�A� .�� "��� ,)� +)�	�

 L*�N.�� ��� /H��� ./� L*� ,)� �� "�%� ���
 ���

 ��� !���� ���E*) ��9)�A# ��G
 /���� !k�� �� +)�	� /�

.�� " ������ � ��� !�����%�R k�� .)(�.

�� ��)��F�� ���� �� ���$%)��� ���Cone (1916) /�

P������)�� ()��� D) /� � ����GM '/u.�� �	� �� �

��J ]��4	��)R I�����%���� /	7�� ��� /�,�� ���2	��.

v# /������0������3��� �T� "��� �),��� )�����,'/u

�#�.��.� /� )#�# ,�I��� D>� /� ��� /9��B� ���

���� ?)&�(�)&&()�T�Qc�� ����%� �)��A� �Qo,��

L*�f.�� ��� /H��� .

?'�&� �����%�R ?���� D>� /� ��� /9��B� ��� /E)�A�

 /G���Stevens (1975) ���� �� ���$%)��� ������ ���># �

v# ����B����T� "��� 0�� ���3� 

?'�A�A�)��� /ED>� /� ��� /9��B� ?���� 

R�����%�k�� �Stevens (1957)�� ���� ���

��� )��$%�Cone (1916) 
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@)6��#)� ���������� ��������� ���� 

�� 

L*�f�� "�%� �� @�AB# ,)� �����%�R ?���� /� ���

 e�>K� �� � /	��� ���3G� ���E� .M� !� ��� ,�<

 ���5�N%���� �� �� �	>� �)�G
 ��N/&%����� .

?)��� ���� ��� /H��� ?���� /� ��� ��Z .�� F�=

�� "��� �	%�R /� ()��� ������	�� Ia� ,���2	�� L��M

.�� .,)� ��l �� ?���� �� ���2	�� �� 0��1)�g(�

)&u(/� �)�� ()��� !��� �K���� �-�� 0��1.

Ferro (2002) k�� �� ���2	�� �� � F��$����� ���9� /)�R �� 

Incomplete Self-Similarity)ISS(/G��� !�� /��%� ��

/:��T� )f(��)�� nGA� ���� �� .�� ���� /T��# �� .��

�()�9: @>< �� ��� /G��� ����� ����)he(����� 

���$%)�����J )Iα�β��� F�K�� ��G��� ���� �)� 

��� /H���:
0.5914 1.9086

e eQ 5.2929D h 0.09 h / D 0.7= < < )&'(

"�>� �� ����%� /� ��6 ���!I)�J βnGA� ���� 

��)�� ������� gu�f/�����5 /� ��� ����'�1�� 

�9��B� /K�	� �� �	%�� @�AB# ,)� �� ����# .��.

5(�6�7* ��8�
��� ��-�� ?�����T#����9< ��� ,������ )�� ()����

E��R ���m�������/� � �������2	�� L��M ��.E.� ��),

AB#�@���R)/��E5 F��2� �� .�:����*����� ��!

G��������� � ���� �������T#��,��9< ������� �� )(

��)����R�����%��./� ��� ��) ?���� ���� D>� ���

���$%)������� ���)��� .7�  ���M "�%� ��� �)��� �

�� ����.?����R�����%r��� �� �L`� ?���� �3�

)��� ���(/9: (�# ��� /H�����)��()��� ���� ��>�A	E� 

" Ia� ?)��� /� ��/�1�# @��G� ������	�� ��� ���� 

.�� ������ L��M ./� /� �)��()��� ���� ���L`����

��� Ia� �$)� ,?���� L*�R�����%�/��  /� .�� ��

���� D>� /� �K���� I)��J ]��4	�� /���� 

���$%)���/�� .:��� ��.M�!L��M ,��T# .��.

9(�*����:� ��;� 
��� "���# ��$%��� GM���E�� � ���)��� �>3< I

/*9� @�AB# ?)��� � 0���*�� /� �%*�� � ����� ���

.�� ���>� C���7 ��!/��>�>1 �� ������M � �*%# ���.

<(	��#= 3>?@ 
��� I)�J Cd

��)�� ()��� �GM ��D

"�>:� .��4J Dm 

V��$	�� ��i�� ��� E � K

LA{ h�	� G

����3� "��� �T�=h/D h*

#��()��� .%R h e�2 H

����� �	����R I

j� �� "�>:� /31�7 M

�$���>� N

�-��
 �	����R O

"�)�- ��� Q

���/9��B���� Qc

��� ����%� ��� Qo

�� ��� �T� Q*

�� ��� ��� /9��B� �T� Q*c 

�� ��� ��� ����%� �T� Q*o 

@3G� .���E5 
AIOS

E� .���E5�9
RIOS

���4:� e�2#�� �� �� h oG� }�< X

/9: ���()��� ?���� �3� L`� �� ��-�� I)��J (�# α � β
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�� 

A(	�"�B 
/G��� �5 /9��B� ��)�(���� �� xR �21 /GA� �� ����

�� L1�5 �)� /G��� ���:

)&p(
R

*

N
2

n 1
IO N

2h 0

n 1

Nsin
4n 4 2n 1limS

N2n 1 sin
n 1

=

→

=

π
+ +=

π+
+

∑

∑

��� �*>� n��# �)�� ��	�� t�7 /G��� L5 �
n

2

N 1

sin N
=

α∑
��� L5 .���� �� xR � �#�Q3Q� ?���� �� ���2	�� �� ����

/� �*>� n��# �� �� �)� 0��1 �):

)&N(sin (2n 1) 1
2sin 2

+ α
χ = −

α

���� /� t�7 /G��� L5 ��
2n 1
π

α =
+

�
n 1
π

α =
+

�

���� �� xR �� L1�5 �)� ?���� ���� ���:

)&f(
N

2

n 1

N 2n 1sin
2n 1 4=

π +=
+∑

)&~(
N

2

n 1

N n 1sin
n 1 2=

π +=
+∑

/:��T� �� t�7 ?���� ���c �- ��)&p(�� xR �

���� ��)�� ()��� �9E� .���E5 ���� �� ��u/u=h*

����� ��A�M�&�����.
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