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و  با سطح آزادجریان  يسازرا در شبیه عددي بدون شبکه المان طبیعیتحقیق پیش رو توانایی روش  - چکیده
روي روش حل المان طبیعی بیان لیر را بر -دوم طرح ونمند تعمیم مرتبه  سازگاري روش جهت همچنین

درونیاب سیبسون  این تحقیقکه در  استبر پایه درونیاب همسایه طبیعی المان طبیعی روش  اساس .دارد می
شیوه از  پژوهش حاضردر  ،گیري نقاط گوسی انتگرال بودننبه دلیل مناسب  همچنین .شود می بکار گرفته
 مسأله توسطوش حل ارائه شده براي جملات پخش معادلات سنجی رصحت .شود میاي استفاده انتگرال گره

 ،در ادامه. گیردصورت می یک بعدي شکست سد مسأله توسط جابجاییدوبعدي انتقال حرارت و براي جملات 
مده با آو نتایج بدست  گیردمیمورد تحلیل قرار در کانال  روي بستر ناهموار بر با سطح آزاد جریانسازي شبیه

و نتایج  شود میسازي  پارشال فلوم شبیه درونب آجریان  مسأله افزون بر این، .دشو مینتایج حل تحلیلی مقایسه 
و حل تحلیلی  سازي مدلنتایج حاصل از مقایسه  .گردندمیهاي ازمایشگاهی مقایسه مده با برداشتآبدست 

براي مسائل درجه حرارت، شکست سد و عبور جریان سطح شده نرمال يمیانگین مربعات خطا جذرتوسط معیار 
هاي آزمایشگاهی درصد و مقایسه خطاي مدل عددي و برداشت 2مقدار خطاي کمتر از آزاد از روي برآمدگی 

اول بیش از  مسألههمچنین مقدار ضریب تعیین براي سه . دهد نشان میدرصد را  18پارشال فلوم  مسألهبراي 
سازي جریان سطح آزاد که مبین قابلیت بالاي مدل عددي در شبیهاست  90/0ارشال فلوم پ مسألهو براي  99/0
  .باشدمی

 

طـرح   ،اي گیري گـره  انتگرال ،درونیاب سیبسون ،روش بدون شبکه المان طبیعی ،عمق ي کمها آبمعادلات  :کلیدواژگان
  .لیر-جهتمند ون

  

  مقدمه -1
 زههاي عددي در حواز پرکاربردترین مدل یبدون شک یک

-رودخانه و دریا معادلات آبهاي کم، مهندسی هیدرولیک
سازي بعدياین معادلات حاصل دو. ندباشعمق می

رفتار  سازي مدلو براي  هستنداستوکس -معادلات ناویه
هایی که عمق ناچیزي نسبت به ابعاد دیگر خود دارا جریان

به توان ها میاز جمله این جریان .اندارائه شده ،باشندمی
ها و تالاب، ي عریضهاکانال و هاجریان حاکم بر رودخانه

به کار بردن این . کرداشاره  دشتجریان درون سیلاب
علاوه بر  ،عمق سازي جریان آبهاي کممعادلات در شبیه

موجب کاهش چشمگیر هزینه  ،تولید نتایج قابل قبول
  .دشو  تی نسبت به حالت سه بعدي میمحاسبا

نجا که حل تحلیلی این معادلات به دلیل شرایط مرزي آ از
ي عددي براي حل ها روشلذا از  ،پیچیده غیر ممکن است
 ياجزا يها روشامروزه . شود میاین معادلات استفاده 

به صورت گسترده به عنوان روش  و احجام محدود محدود
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قرار استفاده  مورد ايرایانههاي  سازي عددي در شبیه
با شرایط مرزي  مسألهقابلیت حل  ها روشاین  .گیرند می

وابستگی زیادي به  ها روشاما در این  ،دنپیچیده را دار
و همچنین در مسائل  ،بندي وجود دارد شبکهنحوه و شکل 

د ندوباره دار شبکهنیاز به تولید  ها با مرز متحرك این روش
 ,.Cueto et al) استبسیار وقتگیر  شبکهتولید  که عملیات

2003; Zounemat-Kermani et al., 2010). 
هاي فوق، رویکردي متفاوت براي علاوه بر روشا اخیرً

سازي هندسه محاسباتی مورد تحلیل معادلات و گسسته
مبتنی بر ي ها روشهاي که به نام ،گیرداستفاده قرار می

 ها روشدر این  .شوند و بدون شبکه شناخته می ذره
ها از جمله این روش. کمتر است شبکهوابستگی به 

هاي  گرهروش  ،1روش بدون المان گالرکینتوان به  می
روش  و 3گالرکین-پتروو- محلی، روش بدون شبکه 2ماده

  .(Liu, 2009) کرداشاره  4المان طبیعی

یابی و تقریب  بدون شبکه بر پایه درونهاي روش بیشتر
هیدرودینامیک ذرات  مانند روش ،باشنداطلاعات می

. استکه یک روش پرکاربرد در شاخه سیالات  5هموارشده
در ها عدم توانایی اما یک ایراد اساسی در اینگونه از روش

اعمال  نقطه ضعفکه این  ،استاي درونیابی نقاط گره
 ,.Cueto et al) کندل میط مرزي را دچار مشکشرای

استفاده از روش ) 2003( لیودر همین راستا،  .(2003
اعمال  برايپنالتی و همچنین روش ضرایب لاگرانژ را 

شرایط مرزي ضروري در روش بدون المان گالرکین و 
 ,Liu) روش هیدرودینامیک ذرات هموار پیشنهاد داد

2003).  
و  بنا شده است 6روش گالرکین روش المان طبیعی بر پایه

کند؛ به دلیل دارا  استفاده می 7از درونیاب همسایه طبیعی
و همچنین توابع شکل  8رکبودن خصوصیت دلتاي کرون

توان شرایط مرزي  می روش مزبوردر  ،خطی در مرزها
همچنین . کردمحدود اعمال  يرا شبیه روش اجزا ضروري

ط پارامتر توس بدون نیاز به تعریف( مناسبتقریب خوب و 

                                                             
1. Element Free Galerkin 
2. Material Point Method 
3. Meshless Local Petrov Galerkin 
4. Natural Element Method 
5. Smoothed Particle Hydrodynamics 
6. Galerkin 
7. Natural Neighbor Interpolation 
8. Delta Kronecker Function 

بندي غیر یکنواخت از دیگر در مسائل با شبکه )کاربر
 قابل توجه مزایاياز . استخصوصیات روش المان طبیعی 

با توجه که  است درونیاب همسایه طبیعیوجود  این روش،
 اثرآنها،  تأثیرهاي همسایه و مقدار  به نحوه انتخاب گره

بر خلاف  .گذاردروش المان طبیعی میعملکرد زیادي در 
ن یترها اصلی ي بدون شبکه که فاصله گرهها روش بیشتر

 ،در این روش علاوه بر فاصله ،کننده است عامل تعین
 تأثیرها سهم بسیار زیادي در انتخاب و مقدار  تجمع گره

  .(Alfaro et al., 2007) هاي همسایه دارد گره
ها در در روش المان  گیري انتگرالشایان ذکر است که 

؛ با خطا همراه استبه دو دلیل  9گوسیمحدود به روش 
هاي توابع شکل با محدوده تأثیردامنه عدم انطباق  )1

اي  چند جمله )2 و )10هاي دلاونی مثلث( گیريانتگرال
. (Chen et al., 2001) روش مزبور نبودن توابع شکل در

 11اي گیري گره توان از انتگرال براي رفع این مشکل می
با این کار و در صورت پایدارسازي انتگرال  .استفاده کرد

نیز  ها باعلاوه بر کاهش حجم عملیات، دقت جو ،اي گره
در زمینه موارد مطالعاتی مشابه موضوع  .بیشتر خواهد شد

و  چن .توان تحقیقات زیر را برشمردمی ،پژوهش حاضر
و همچنین کوتو ) 2004( و همکاران و یو) 2001( همکاران

عمق ي کمها آبسازي جریان به شبیه )2003(و همکاران 
 Cueto et) اندي بدون شبکه پرداختهها روشبا استفاده از 

al., 2003; Chen et al., 2001; You et al., 2004) . 
ي ها آبتحلیل معادلات ) 2001(سولنثالر و همکاران 

عمق با استفاده از روش هیدرودینامیک ذرات هموار  کم
 ,.Solenthaler et al) بررسی قرار دادندشده را مورد 

با استفاده از روش بدون ) 2001(لین و آتلوري  .(2011
 ناپذیراستوکس تراکم- گالرکین معادلات ناویه-وشبکه پترو

 .(Lin et al., 2001)سازي نمودند را شبیه عمق ي کمها آب
با روش پایدارسازي انتگرال ) 2011(دربانی و همکاران 

عمق را ي کمها آباي در تولید ماتریس سختی جریان گره
براي این منظور ایشان از روش بدون . نمودند سازي مدل

افزون بر شکل کامل . استفاده کردندشبکه المان طبیعی 
عمق، اثر کوریولیس نیز در ي کمها آبمعادلات غیرخطی 

                                                             
9. Guassian Quadrature 
10. Delaunay Triangles 
11. Nodal Integration 
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حل معادلات از  براي. معادلات حاکم در نظر گرفته شد
رانژي و بر اساس شیوه مشخصات استفاده شد رویکرد لاگ

(Darbani et al., 2011).  
انژي معادله سبب سادگی در مسایل با مرز رحل لاگاگرچه 

ري معادلات بدلیل ثابت اما در حل اویل ،شود میمتحرك 
همواره ثابت ... هاي سختی و جرم و  ماتریس ،ها ماندن گره

در این  .شود میسرعت حل بیشتر در نتیجه مانند و  می
روش المان هعمق ب ي کمها آبمقاله معادلات جریان 

اویلري حل شده است؛  با در نظر گرفتن رویکردطبیعی و 
اي و روش پایدارسازي انتگرال گرههماتریس سختی ب

اي روش انتگرال گرهه هاي معادله بهمچنین سایر قسمت
   .شود میحل 

  
  ها روشمواد و  -2
  المان طبیعیمعرفی روش  -2-1

 است، گالرکین روش پایه بر طبیعی المان روش هب حل
 همسایه درونیاب توابع همان 1آزمون توابع که بطوري
 مفهوم اساس بر طبیعی همسایه درونیاب .هستند طبیعی
 مرتبه ورونوي دیاگرام و ورونی دیاگرام، دلاونی بندي مثلث

 دو اساس بر توان می را شکل توابع. بنا شده است دوم
  . ردآو بدست 3لاپلاس و 2سیبسون پرکاربرد روش

به منظور دریافت اطلاعات بیشتر در رابطه با این دو روش 
 مراجعه نمود) 2001( کوتو و همکارانمقاله  توان به می

(Cueto et al., 2003). نسبت اساس بر سیبسون روش 
قلمرو نقطه مفروض به مساحت قلمرو نقاط  مساحت

 که شده باعث امر همین و گذاري شده است پایه اي گره
 نسبت بیشتري انعطاف و نرمی داراي سیبسون شکل توابع

 روش از مقاله این در علتبه همین . باشند ها روش باقی به
  .است شده استفاده شکل توابع یلتشک براي سیبسون

  
  دیاگرام ورونوي و مثلث بندي دلاونی -1- 2-1

روشی براي تقسیم فضـا   4در علم ریاضیات دیاگرام ورونوي
در ایـن دیـاگرام بـه هـر     . باشـد  فضا به تعدادي ناحیه مـی 

ایـن  . شـود  مـی اي اختصاص داده  اي از نقاط ناحیه مجموعه
                                                             
1. Trial Functions 
2. Sibson  
3. Laplace  
4. Voronoi Diagram  

بـراي یـک   . شـود  مـی هـاي ورونـوي نامیـده     نواحی سـلول 
مجموعه از نقـاط دیـاگرام ورونـوي سـطح را بـه منـاطقی       

قـاط  کند که براي هـر نقطـه از مجموعـه ن    بندي میتقسیم
به طوري که تمـام نقـاط ایـن     ،شود مییک منطقه تعریف 

 اسـت منطقه به نقطـه تولیـد کننـده آن منطقـه نزدیکتـر      
  .)الف -1شکل(
)1(           : ( , ) ( , )   j id

i i jV x R d x x d x x      
بعدي  dمجموعه نقاط در فضاي  dR )1( در رابطه

 .دهد نشان میفاصله بین نقاط را  dباشد و عملگر  می
اي از نقاط در یک صفحه  بندي دلاونی براي مجموعهمثلث

اي از مجموعه مورد نظر صورتی است که هیچ نقطههب
این . قرار نداردها داخل هیچیک از دوایر محاطی بر مثلث

هاي مثلثها را به بیشترین مقدار  زاویه  بندي کمینه مثلث
د آمدن رساند و به این ترتیب از به وجو ممکن می

 ب - 1شکل در  .کند جلوگیري می با زوایاي تندهاي  مثلث
بندي دلاونی و دیاگرام ورونی به این رابطه بین مثلث

هاي هم جوار مراکز مثلث نمودنصورت است که از وصل 
 ،دهددر مثلث بندي دلاونی تشکیل دیاگرام ورونی می

-نقاط همسایه در دیاگرام ورونی مثلث اتصالهمچنین از 
  .)1 شکل( یندآهاي دلاونی پدید می

  
  تابع شکل - 2- 2-1

تابع شکل در روش المان طبیعی بر اساس دیاگرام مرتبه 
  .شود میدوم ورونی تعریف 

)2(    ,

: ( , ) ( , ) ( , )

       ,

d
k i j

k i

x R d x x d x x d x x
V

j i k

      
   

  

و  قرار داشته باشد i اي که در سلول ورونی گره اگر ناحیه
و مساحت  شودمعرفی  V(k,i) ر باشد بادیکتنز  kبه نقطه

 سیبسونتابع شکل  داده شود،نمایش   A(k,i) این ناحیه با
 شود میمحاسبه  )3(رابطه صورت  به k در نقطه j گرهبراي 

(Cueto et al., 2003).  
)3  (                                         ,

,

( ) k j
j k

k i
i

A
x

A
 


   

تمام دوایر رابر با سطح روي ب jتابع شکل گره  تأثیردامنه 
   .)ج - 1 شکل( کنندعبور می jی است که از روي گره محاط
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  )ج)                                                      (ب(                )                                       الف(                         

  بندي دلاونی و دوایر محاطی مثلث )ب ورونیدیاگرام  )؛ الفبندي دلاونیو مثلث ورونیها در دیاگرام رابطه بین گره  1 شکل
  Jتابع شکل گره  تأثیردامنه  )ج

  
ج مشخص است میزان و  - 1طور که از شکل  همان

محدوده تأثیر توابع شکل در روش المان طبیعی تنها به 
روش  تابع شکل هايویژگیسایر از . فاصله وابسته نیست

بندي  پایداري خطی، قسمتتوان به  می المان طبیعی
یکپارچه و منطبق بودن بر دلتاي کرونکر اشاره کرد 

(Darbani et al., 2011):  
)4(  ( ) ( )  ,  ( )   ,  ( ) 1i i i j ij i

i i
u x x u x x        

خصوصیات انواع توابع به منظور آگاهی بیشتر در رابطه با 
، خواننده به شکل مورد استفاده در روش المان طبیعی

 , .Cueto et al)شود  ارجاع داده می )2003(کوتو  مقاله

2003).  
  

  معادلات حاکم -2-2
ي ها آبرو، معادلات جریان در تحقیق پیشمعادلات حاکم 

 و معادلات پیوستگی دربرگیرندهد که نباش عمق می کم
این  .هستند Yو  X افقی تادر جه )اندازه حرکت( مومنتم

بعدي تراکم ناپذیر معادلات منتج از معادلات سه
 گیري انتگرالقائم در جهت باشند که می 1استوکس ناویه
 است حاصل شده )5(رابطه و به صورت اند شده

(Zounemat-Kermani et al., 2010):  
  
  
  
  
)5(  

,

( )
0; 1,2

( )( )

1  ,     1,2

j

j

i ji b

j i i

i
b i

j j

hUh j
t x

hU UhU zhgh gh
t x x x

U
h j

x x
 




  

 

 
  

   

 
      

  

                                                             
1. Navier–Stokes  

سرعت  U ،عمق جریانبرابر  hدر معادلات فوق 
اصطکاك  b تراز بستر، bz ،جریان گیري شده متوسط
شایان ذکر  .باشد سیال می ضریب پخش لزجت بستر و 

نظر شده  در معادلات فوق از اثر کوریلویس صرفاست که 
 .است

  
  معادله 2صورت ضعیف شده - 2-2-1

روش گالرکین جا که روش المان طبیعی بر اساس از ان
سازي صورت  نیازمند ضعیفلذا  ،گذاري شده استپایه

 در )5(ضعیف شده  معادلاتکه به حالت معادله است 
  .آیدمی

)6(  
لازم به ذکر است که  .باشدمی سیبسونتابع شکل  Niکه 

 یند ساخت شکلادر فرسازي معادلات، به منظور گسسته
  .اندپایستار حل شدهضعیف معادلات فوق بصورت 

  
  اي روش انتگرال گرهه گیري ب انتگرال -2-3

خش غیردائمی بساخت صورت ضعیف عبارات هنگام در 
) جریان )

( )ihU
t




 ،بستر شیبو همچنین اصطکاك و  
                                                             
2. Weak Form 

,

( )
0

( )( )

1

j
i

j

i ji
i

j

b i
i b i

i i j j

hUhN
t x

hU UhUN
t x

z UhN gh gh h
x x x x

 


 
     

 
    

                 






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  .یدآپدید می ی مطابق زیرماتریس جرم
ij i jM N N dA



  )7(                                            

توان از مساحت  اي می براي حل انتگرال فوق بصورت گره
و به صورت  ورونويایجاد شده توسط الگوریتم هاي  سلول
  :(Bueche et al., 2000) استفاده کرد )8(رابطه 

 

 

area voronoi cell (i)

      i=j
( )     

0      i j

i i i i i

i
i j i i i j i ij

N dA N x

N N dA N x N x M





   


      




  

)8(
 

)( جابجاییضعیف شده عبارات  شکلدر  )i j

j

hU U
x




( 

  :آیددرمی )9( رابطهبه صورت انتگرال 

( )
j

k ij i
k

N
H N

x




 )9(                                           

حل انتگرال فوق  .است نشان دهنده جهت مختصات kکه  
 انجام) 10(صورت رابطه اي به  گیري گره روش انتگرالهب

.گیردمی

   

( 1 on Voronoi Cell i)

  



  
 

  






  

 

i

i i

i i

N
j j j

i i

j
j

C

N N N
N dA N dA dA

x x x

N
dA N dy

x
(10)

  
 )8( اي مطابق رابطهگیري گرهبراي انتگرال فوق رابطهدر 

برابر با  iدر محدوده ورونی مربوط به گره  Niتابع شکل 
نقاط برابر با صفر در نظر گرفته شده  سایرو در  واحد
قلمرو  به محدوده Ωگیري لذا محدوده انتگرال ،است

و در نهایت شود  تبدیل می iمربوط به گره  iΩ ورونی
انتگرال سطحی با استفاده از قضیه گرین به انتگرال مرزي 

  .گرددتبدیل می
ضعیف شده عبارات  شکلانتگرال ایجاد شده در همچنین 

i پخش

j j

Uh
x x


         

  :باشد می )11(رابطه به شکل  

)11(                                  ( )
ji

k ij
k k

NN
K dA

x x




   

مقادیر مشتقات توابع  بایستیاي  روش انتگرال گرهدر 
این مقادیر که نجا آباشد و از  مشخصها  روي گره برشکل 

براي تعیین مقادیر  توانلذا می ،ها مشخص نیستروي گره
 کرداز روش تثبیت هموارسازي تنش استفاده  مشتقات

(You et al., 2004).  
  
  
  
  
  
  
  
)12(

.

. .

.

. .

k

k k

k

k kk k

i i
k

greenTheoryi
i

C

j ji i
k

i ji j
C CC C

k
k k k

N N
dA

x x

N dA N dy
x

N NN N
dA

x x x x

N dy N dyN dy N dy







 
 

 


 



  
 

   

 
 
 
   

  



 



  

 

  :و بطور مشابه
  
  
)13(  

.
k k

k

i j
C Cji

k

N dx N dx
NN

dA
y y

 
 
   

  

 
  

توان از روش نقاط گوسی هاي خطی میو براي انتگرال
  .استفاده کرد

)14(  ( ) ( )
gauss

gk

N

i i g g
xC

N dx N x x   

در  .باشدتابع وزن نقاط گوسی می w در رابطه فوق که
نوشته بصورت زیر ) 6(سازي معادله گسسته نهایت

  .شود می

   

,

2

{ } { } 0

{ } { } 1 ({ })

0.5 { } .{ }       ,     =1,2

j j

i b
b i j i j

i

i j e i

hM H q
t
q z

M gh H U q
t x

H g h K U h j







   


  

     
  

   

)15(  
 {}درون هاي و کمیت استدبی در واحد عرض  qکه 

-ماتریس ستونی مقادیر کمیت مورد نظر روي گره معرف
  .باشدمی مربوطههاي 

  
  پایدارسازي حل -2-4

هایی در غالب روش جابجاییدر روند حل عددي عبارت 
 پردازندمی سازي معادلاتکه بصورت مرکزي به گسسته

) براي مثال روش تفاضل محدود و روش احجام محدود(
که این اغتشاشات  شوداغتشاشاتی ناخواسته ایجاد می

 در صورت(برخی موارد  توانند درعلاوه بر تولید خطا می
در . موجب ناپایداري روند حل گردند )سازيلکهعدم مست
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6 

i i i i

j x
i j i x

C C

N F
N dA N dy N dA F dy

x x 

 
  

    

 کارگیريبه ،براي اجتناب از ناپایداري روند حل این حالت،
هاي شیوه .شودپیشنهاد میهاي پایدارسازي حل روش

-هاي مرکزي و روشکلی روش پایدارسازي به دو صورت
، که در این زمینه کارایی و اندمند ارائه شدههاي جهت

مند نسبت به روش هاي هاي جهتروشقدرت بیشتر 
در اینجا به . (Patankar, 1980) گزارش شده استمرکزي 

پس از لیر - وندوم مرتبه سازي روش جهتمند پیاده نحوه
بر روي حل روش المان طبیعی تشریح روش مرتبه اول 

  .شود میپرداخته 
برداري در فضاي  صورتهبحاکم معادله با در نظر داشتن 

  :توان نوشتمی محاسباتی

)16(                              yx
i

i

FFQ G
t x y


  

      

توان  می ،جابجاییسازي عبارت گسسته) 10(رابطه از 
  :را نوشت) 17(رابطه 

)17(  
که مشتق مرتبه اول انها  شود میعباراتی را شامل  xFکه 

  .در معادله قرار دارد xنسبت به 

  

 

 

1({ ( )} { })     
2

  of ( )

( , , , )

{ ( )} { }       ,       

{ ( )} { }    ,      { ( )} { }

 
 

     
 
 





  

   


i

T
x x k

kC
upwind

x y

T

T T
x x y x

F dy N k F y M Q

k edges cell i

M f h c q q

h N k h c gh

q N k q q N k q







  

)18(  
}که  ( )}N k  ماتریس ستونی متوسط مقدار توابع شکل

هاي روي گره Qاختلاف مقدار کمیت  Qو  kروي مرز 
توان می ترتیببه همین . داردبیان می را kدو طرف مرز 
. ودعمل نم Yهت جسازي عبارت انتقالی در براي گسسته

در تحقیق حاضر از روش جهتمند تعمیم مرتبه دوم طرح 
-در پیاده .دقت استفاده شده است بالا بردن ون لیر براي

) 18( سازي تعمیم مرتبه دوم طرح ون لیر در رابطه
)( هايتمامی کمیت , , )xF M Q  روي هر مرزk  از گره

i  بر اساس*
iQ شودساخته می:  

* *( ).  i i i iQ Q N k Q )19(                                    
*در رابطه فوق  iQ شود محدودکننده شیب خوانده می

 بیشینهو یا  کمینه بر اساسکه با توجه به جهت جریان 
 i گرهدر  Qمقادیر گرادیان سرعت و شیب تغییرات 

  .(Gomez, 2005) یدآبدست می
  
  زمانی سازي گسسته -2-5

همانند در روش المان طبیعی  جملات زمانی سازيگسسته
تفاضل  احجام و اجزاء محدود توسط الگوي يها روشسایر 

از روش چند گامی  تحقیقدر این  .گیرد محدود انجام می
وندروف در دو مرحله زمانی براي -لاکس- ریچ مایر

 ,.Zienkiewicz et al) پایدارسازي حل استفاده شده است

2005).       

1
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1
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1 2
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)
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     

 
   
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i
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n
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j

n n
i ji i

j i
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hUh h
t x

hU UhU hU zhgh gh
t x x x

Uh
x x

b

hUh h
t x

hU UhU hU zhgh gh
t x x

1
2

,
1

 





 

         

b

i

n

i
b i

j j

x

U
h

x x  
)20(  

  .استنماینده گام زمانی  nکه در معادلات فوق 
  
  گام زمانیمحاسبه  -1- 2-5

 زمانی در صورتی که گامیند تحلیل عددي، ادر حین فر
ناپایداري و منجر به  ،بیش از حد مجاز در نظر گرفته شود

 حد مجازلذا تعیین  .خواهد گشتواگرا شدن نتایج حل 
گام زمانی بیشینه . گام زمانی الزامی است تعیین براي
رابطه صورت هب CFL با استفاده از معیار iبراي گره  مجاز

www.sid.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

 1393 زمستان، 4، شماره 9دوره      هیدرولیک

7 

  :دشو محاسبه می )21(

| | .
 


i

i
i i

d
t CFL

U g h
)21(                                 

 و باشدمی لوي-فردریخ-کورانت ضریب CFL فوق رابطه در
 استفاده زمانی پایداري در محدودکننده ضریب عنوانهب

در نظر گرفته  واحدشود که در تحقیق حاضر برابر با می
 )21( رابطه در .(Zienkiewicz et al., 2005) شده است

id گره قلمرو تحت محدوده محیط به مساحت نسبت i 
| .است |iU گره در سرعت بردار اندازه با برابر i باشد؛می 

ih گره در ارتفاع i و g است ثقل شتاب دهنده نشان. 
، گام براي هر گرهمجاز گام زمانی بیشینه از محاسبه  پس

  :شودزمانی حل با توجه به معیار زیر در نظر گرفته می
min( )   it t  )22(                                             

 
  اعمال شرایط مرزي - 2-6

سائل بودن مرز در تمامی مدلیل بسته ه در تحقیق حاضر ب
 همچنین. باشندمینقاط مرزي ثابت تمام مورد مطالعه، 

، یعنی در تمامی مرزهایی استشرط مرزي از نوع دریشله 
مقدار متغیر در  ،که احتیاج به اعمال شرط مرزي دارند

از با توجه به اینکه  .شود میهاي مرزي تعیین  گره
ر خطی آن در اهاي درونیاب همسایه طبیعی رفت ویژگی

تابع  ،توان گفت در نواحی مرزيمی، استنواحی مرزي 
مانند تابع شکل خطی اجزا  شکل المان طبیعی دقیقاً

توان با جانشین کند و به سادگی میمحدود عمل می
 کردکردن مقدار متغیر در مرزها شرط مرزي را اعمال 

(Cueto, 2003).  
  
   سنجی مدل عددي صحت -3

با حل  مسألهسنجی مدل عددي از سه  به منظور صحت
سنجی به منظور صحت(انتقال دوبعدي حرارت ) 1تحلیلی 

به منظور (شکست ناگهانی سد ) 2، )جملات پخش
جریان با سطح آزاد ) 3 ،)جابجاییسنجی جملات صحت

یک مدل با نتایج آزمایشگاهی ) 4عبوري از روي مانع و 
   .فلوم استفاده شده است- جریان درون پارشال

  
  پخش حرارت مسأله -3-1

معادله  ،پخش حرارت مسألهمعادله حاکم بر کلی  شکل

لحاظ نمودن ضریب لزجت در صورت  .استلاپلاس 
پخش  جمله ،اي به جاي ضریب پخش حرارتگردابه

به لذا  .حاصل خواهد شدهاي کم عمق معادلات جریان آب
منظور ارزیابی عملکرد جمله پخش معادلات آبهاي کم 

بهره گرفته پخش حرارت در صفحه  مسألهزمون عمق از آ
ارائه شده  مسألهبا توجه به براي این منظور . است شده

یک متر  ابعادبا شکل صفحه مربع یک ) 1961(توسط بند 
شرایط مرزي . براي انتقال حرارت در نظر گرفته شده است

سه ضلع دیگر برابر در و  درجه 1در یک ضلع برابر با دما 
همچنین  .اعمال شده است گراددرجه سانتی با صفر

 در نظر گرفته شده است واحدضریب پخش برابر با 
(Cueto et al., 1961).  از سري  مسألهدر حل تحلیلی

روابط پیشنهادي توسط بند استفاده شده است که بصورت 
  :باشد می )23(
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














n n
n

n n
n

L

n

L

n

H

n

H

n

u x y A n H y L B n y L
L

n x L
n H L

C n L x H D n x H
H

n y H
n L H

A f x n x L dx

B f x n x L dx

C g y n y H dy

D g y n y H dy  
)23(  

دقت  ابنتایج  همگراییتا  مراحل حل در سري فوق تکرار
610 گره  121سازي میدان حل توسط گسسته .شد انجام

و نتایج حاصل از ) الف -2شکل ( انجام شدهبصورت منظم 
دما هاي هم منحنیب در قالب  -2در شکل  سازي مدل

هاي تولید براي بررسی صحت جواب. نشان داده شده است
روي صفحه مورد نظر در سه مقطع برش خطی شده 

در نظر گرفته  =m5/2X و =m5X=، m5Yهاي  موقعیت
نتایج حاصل از مدل عددي بر سپس ) لفا -2شکل ( شده

تحلیلی حل حاصل از هاي با جواب ایجاد شده روي مقاطع
همانگونه که از . )3شکل (مقایسه شده است  مسأله

آید، نتایج حاصل از دو روش حل برمی 3نمودارهاي شکل 
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همچنین خطاي محاسبه شده و . باشندکاملا منطبق می
 اجراي مدل عددي در جدول برايمدت زمان صرف شده 

  .است قید شده 1
  
  مسأله شکست سد -3-2

سازي رفتار جریان پس از شکست سد یکی از  مدل

ترین مسائل براي محک زدن قابلیت جمله شدهشناخته
هاي با گرادیان سازي جریانمدل عددي در شبیه جابجایی

سازي جریان حاصل  در این بخش مدل .شدید عددي است
بر ) 1892(از شکست ناگهانی سد ارائه شده توسط ریتر 

متر مد نظر قرار  2000با طول  روي یک کانال یک بعدي
  .گرفته است

  

  
   C-Cو مقطع  B-Bو مقطع  .A-Aگذاري و مقطع  نحوه گره )پخش حرارت الف مسألهصفحه مفروض براي   2 شکل

  خطوط نواحی هم دما )ب
  

  
  استفاده از روش عددي و حل تحلیلیپخش حرارت با  مسألهدر  A-A , B-B , C-Cمنحنی تغییرات دما در مقاطع   3 شکل

  

شده و ضریب تبیین و سازي عددي در قالب معیارهاي خطاي جذر میانگین مربعات خطاي نرمالارزیابی نتایج حاصل از شبیه  1جدول 
  مدت زمان اجراي برنامه مدل عددي

  )ثانیه( زمان پردازش  ضریب تبیین NRMSEخطاي   مقطع بررسی شده  نام آزمون
  146  99961/0  7/1%  ---  شکست سد 
  A-A %5/0  99980/0مقطع   پخش حرارت

  B-B %6/1  99986/0مقطع   22
  C-C %6/0  99984/0مقطع 

 D-D %7/0  99997/0  840مقطع   عبور جریان پایدار از بستر ناهموار
  E-E %2/18  90530/0  1335مقطع   جریان در پارشال فلوم
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 1000طول  با(ب در بالا دست در شرایط اولیه عمق آ
پایین در نظر گرفته شده و شرایط مرزي متر  6برابر  )متر

همچنین اصطکاك بستر  ،اعمال شده استدست خشک 
ه را ب مسألهاین ریتر  .است در نظر گرفته شده برابر با صفر

داده است و نتایج حل وي  صورت تحلیلی مورد حل قرار
عنوان معیار حل در تحقیق حاضر در نظر گرفته شده ه ب

  .(Ritter, 1982) است
هایی  فوق کانالی با المان مسأله سازي مکانیگسسته براي

با توجه به یک . شده استمتر در نظر گرفته  1به طول 
 مسألهسازي توابع شکل در مدل ،بعدي بودن محدوده حل

محدوده  همچنین. ندخطی بدست آمد صورتهحاضر ب
براي هر گره به دو نقطه دو طرف گره  ورونیمرزي سلول 

الف پروفیل سطح آزاد آب  - 4در شکل . گشتتبدیل 
ثانیه پس از  60بدست آمده از روش عددي در مدت زمان 

. ثانیه قرار داده شده است 10شکست سد با فواصل زمانی 
پس از گذشت  ،دهآمنتایج بدست  سنجیبه منظور صحت

 -4 شکلدر  مسأله تحلیلی نتایجبا  ،ثانیه 40 مدت زمان
جذر خطاي محاسبه شده به صورت  .مقایسه شده است ب

و ضریب تبیین در شده  میانگین مربعات خطاي نرمال
همچنین مدت زمان پیش  .شده است ارائه 1 جدول

قابل  1 پردازش و پردازش اصلی مدل نیز در جدول
و میزان خطاي  4نتایج ارائه شده در شکل  .مشاهده است
شده برابر جذر میانگین مربعات خطاي نرمالمحاسبه شده 

یانگر قابلیت بالاي مدل عددي در درصد ب 7/1با 
  .باشدسازي پدیده شکست سد می شبیه

  
  جریان عبوري از روي بستر ناهموار -3-3

یاب سازي بررسی توانایی درونهدف از انجام این شبیه
هاي کانال و همچنین سیبسون در شبیه سازي ناهمواري

توانایی روش المان طبیعی در نمایش تأثیرات بستر کانال 
  .بر شکل جریان است

  

  
  ، ثانیه پس از شکست 10با فواصل  )الف؛ شکست سد مسألهدر تغییرات سطح آب پروفیل   4 شکل

  ثانیه از شکست در مقابل نتایج حاصل از حل تحلیلی 40پس از گذشت ) ب
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متر در نظر  1و عرض متر  25با طول با بستر ناهموار کانالی 
 8بستر کانال از طول  برآمدگیاست به طوریکه  گرفته شده

تغییرات . ابدیمتر ادامه می 12متر شروع شده و تا طول 
الف  - 5شکل  .کانال پیرو رابطه زیر استارتفاع بستر 

  .دهدکانال با بستر ناهموار را نشان می وضعیت هندسی

)22(          

 

2

0                                          x<8m
0.2 0.05( 10)        8 x 12
0                                         12 x


    
 

bZ x X   

بصورت تحلیلی ) 1997(فوق توسط گوتا و مورل  مسأله
 مسألهاین حل در . (Gouta et al., 1997) حل شده است

بر ثانیه و ارتفاع اولیه ر مکعب مت 42/4دبی ورودي برابر 
هاي تعداد گره. متر درنظر گرفته شده است 2با  رب برابآ

گونه  همان باشد وگره می 401در نظر گرفته شده برابر با 
در گذاري گرهتجمع ب مشهود است  -5که از شکل 

ج نتایج حاصل  -5شکل  .باشدبیشتر میمدگی آنواحی بر
سرعت پس از پایدار نواحی همرا در قالب  سازي مدلاز 

همگرایی روند  6شکل . دهدنشان میشدن شکل جریان 
را بر ) 10mX( مدگیآتغییرات سرعت در مرکز بر

حسب زمان تا رسیدن به معیار همگرایی نتایج با دقت 
610  به تصویر  ثانیه رخ داده است، 58که پس از گذشت

حاصل  نمودار تغییرات تراز سطح آب 7در شکل  .کشدمی
از مدل عددي با نتایج تحلیلی مورد مقایسه قرار گرفته 

جذر میانگین با توجه به پایین بودن معیار خطاي . است
درصد و نزدیک به  7/0معادل شده مربعات خطاي نرمال

مابین نتایج ) 9997/0(واحد بودن ضریب همبستگی 
عملکرد مدل عددي تایید عددي و تحلیلی، صحت 

خطاي محاسبه شده و مدت زمان حل  میزان .گردد می
  .ارائه شده است 1 در جدولعددي 

  

  
نمایش وضعیت توپوگرافی مدل،  )الف جریان عبوري از روي برآمدگی مسألهسازي عددي در هندسه مدل و نتایج حاصل از شبیه  5 شکل

  جریانسرعت هم نواحی )ج. D-Dنحوه گره گذاري و محل مقطع مدل ) ب
  

  
منحنی همگرایی تغییرات سرعت نسبت به زمان در مرکز   6شکل 

  برآمدگی در مسأله جریان عبوري بر روي مانع

  
نتایج حاصل از مدل عددي و تحلیلی تغییرات تراز سطح   7شکل 

  آب در مسأله جریان عبوري بر روي مانع
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  جریان در پارشال فلوم -3-4
رو حائز اهمیت سازي جریان در پارشال فلوم از اینشبیه

باشد که به علت تغییر رژیم جریان از حالت زیربحرانی می
سازي جریان با بحرانی کارایی مدل عددي در شبیهفوقبه 

در آزمایش صورت . شود میسطح آزاد به چالش کشیده 
تغییرات تراز سطح آب ) 1997( کورکودالگرفته توسط 

طرح . برداشت شده استدر محور مرکزي پارشال فلوم 
 الف - 8شماتیک وضعیت هندسی پارشال فلوم در شکل 

مقدار شیب در قسمت مستقیم  .نشان داده شده است
برابر با و در قسمت همگرا شونده  5617/0کانال برابر 

مقدار دبی به شرایط مرز ورودي براي . است 17613/0
 اعمال شده استمتر مکعب بر ثانیه  0145/0کانال برابر با 
(Ye, 1997).  

سازي بدون شبکه میدان حل را نحوه گسسته ب -8شکل 
سازي مکانی هندسه میدان گسسته براي. دهدنشان می

ها در نواحی تنگ شدگی و پس از آن به حل، تجمع گره
علت تغییرات شدید تراز سطح و سرعت جریان بیشتر 

هاي در نظر گرفته شده برابر تعداد گره. منظور شده است
در هر ) 21( و گام زمانی مطابق رابطه استگره  509 با
در شروع محاسبات  .است شدهرحله از روند حل محاسبه م

 2متر و سرعت اولیه برابر با  1/0مقادیر عمق اولیه برابر با 
با توجه به زیربحرانی بودن . شده است متر بر ثانیه منظور

بحرانی بودن در قسمت جریان در قسمت اول کانال و فوق
در بالادست کانال اعمال  و عمق مقادیر سرعت ،دوم کانال

 شرط مرزي آزاد اعمالجریان اند و در پایین دست گشته
در  لغزشیشرط مرزي دیواره از نوع همچنین . است شده

 نواحی هم سرعت در ج -8 در شکل .است نظر گرفته شده
ده از روش المان طبیعی بر روي کانال آمجریان بدست 

 . نمایش داده شده است
  

  

 
   پارشال فلوم مسألهگذاري بدون شبکه در  گرهنحوه  )ب  وضعیت هندسی پارشال فلوم )الف  8 شکل

   نواحی هم سرعت جریان )ج

U 
(m/s) 
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روند همگرایی تغییرات سرعت در  9همچنین در شکل 
3.2X(شدگی کانال قسمت تنگ m ( بر حسب زمان

)شده است که در زمان  ارائه 7 )t s  610نتایح با دقت 
به منظور مقایسه نتایج تراز سطح آب . اندهمگرا شده

آزمایشگاهی، نتایج به دست  محاسباتی و برداشت هاي
) ب -8در شکل  E-Eمقطع (آمده در مقطع میانی کانال 

ست و خطاي محاسبه شده نشان داده شده ا 10در شکل 
  . است ارائه شده 1و مدت زمان حل در جدول 

آید روش ارائه شده تغییر برمی 10همانگونه که از شکل 
رژیم جریان و همچنین محل تغییرات عمق جریان را به 

کند، با این حال بیشترین تفاوت نتایج خوبی محاسبه می
وجود شدگی و تغییر ناگهانی عمق جریان به در محل تنگ

محل تنگ ( آمده است؛ در ناحیه ي پرش هیدرولیکی
مقدار خطا افزایش یافته و مقدار بیشینه خطاي ) شدگی

نسبی در محاسبه عمق بی بعد شده در نقطه به طول
( 3.02 )X m  رسدمی 5%به مقدار.  

  
  بحث و تحلیل نتایج -4

روش مدل عددي به با توجه به نتایج به دست آمده از 
جریان با پخش حرارت و سازي المان طبیعی در شبیه

که روش مزبور توانایی مناسبی  شود میمشخص سطح آزاد 
به منظور درك و  .دارد الذکر راسازي موارد فوقدر شبیه

شناخت کاملتر از ارزیابی عملکرد مدل عددي، نتایج 
آزمایشگاهی در قالب دو /سازي و تحلیلیحاصل از شبیه
شده و میانگین مربعات خطاي نرمال جذرمعیار خطاي 

 افزون بر این. است آورده شده 1ضریب تبیین در جدول 

براي تمامی مسائل ) هزینه محاسباتی(مدت زمان پردازش 
؛ لازم به است ارائه شده 1سنجی در جدول  بخش صحت

 انه با مشخصات پردازشگرسازي از رای مدل برايذکر است 

استفاده شده  RAMه ظگیگابایت حاف 6گیگاهرتز و  67/2
  .است

شده ناچیز بودن میزان جذر میانگین مربعات خطاي نرمال
ین در مسائل پخش حرارت، پدیده بیو بالا بودن ضریب ت

شکست سد و جریان عبوري بر روي مانع بر قابلیت بالاي 
-با سطح آزاد صحه میسازي جریان مدل عددي در شبیه

افزون بر این مدل عددي نتایج قابل قبولی را در . گذارد
جریان درون پارشال فلوم نشان داده  سازي مدلارتباط با 

تغییر رژیم سازي مدل عددي در شبیه به طوریکه. است
محل تغییرات عمق  ،)زیربحرانی به فوق بحرانی( جریان

بینی کرده اما پیشخوبی هجریان و عمق ثانویه جریان را ب
) 9شکل (در محاسبه مقدار اعماق در نواحی تغییر عمق 

سازیهاي علل خطاي موجود در شبیه .ضعف داشته است
توان در دو مورد اصلی جستجو عددي صورت گرفته را می

هاي نخست آنکه از آنجا که ماهیت اصلی پدیده) 1. نمود
هر (بعدي است مورد بررسی در آزمون معرفی شده سه
، دوبعدي سازي )چند تغییرات در جهت قائم ناچیز باشد

هاي کم عمق موجب ایجاد  استوکس در آب-معادله ناویه
هاي معادلات تغییر شکل یافته  کمی خطا در دقت جواب

از آنجا که معیار اصلی محاسبه ) 2ین ، همچنشود می
هاي آزمایشگاهی هاي عددي مزبور برداشت خطاي روش

اطمینان کامل از نتایج مرجع به منظور تعیین اند، لذا بوده
  . پذیر نیستدقیق مقدار خطاي مدل امکان

  

منحنی همگرایی تغییرات سرعت نسبت به زمان در تنگ   9شکل 
  شدگی مسأله پارشال فلوم

  منحنی ارتفاع بی بعد شده جریان در مسأله پارشال فلوم  10شکل 
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پایدارسازي  براي در این پژوهش شایان ذکر است که
روش جهتمند تعمیم مرتبه دوم طرح  از جابجاییبخش 

با تغییرات لازم و انحصاري براي سازگاري با روش  لیر-ون
المان طبیعی استفاده شده است و با توجه به بالا بودن 
دقت حل و نزدیکی جواب ایجاد شده به جواب حل 

مند  توان نتیجه گرفت که طرح جهتمی ،مسألهتحلیلی 
  .استفاده شده با روش حل پیشنهادي سازگار است

  
  گیري نتیجه -5

ددي بدون شبکه المان عاستفاده از روش در این پژوهش 
مورد  با سطح آزادطبیعی در حل معادلات حاکم بر جریان 

 استفاده از روش انتگرالاز آنجا که . بررسی قرار گرفت
روش نقاط گوسی در روش المان طبیعی در هگیري ب

اي از دقت کافی برخوردار مقایسه با حل انتگرال گره
؛ بنابراین در پژوهش حاضر (Alfaro et al., 2007) نیست

اي پایدار شده در حل معادلات عملکرد روش انتگرال گره
روش بدون شبکه المان طبیعی مورد آزمون قرار  بهحاکم 
جریان  جابجاییهمچنین براي پایدارسازي بخش  .گرفت

از روش جهتمند تعمیم مرتبه دوم طرح ون لیر استفاده 
عددي  سنجی نتایج حاصل از روشبه منظور صحت. شد

پخش دوبعدي حرارت در صفحه،  آزمون هارچارائه شده، 
عبور جریان پایدار از روي بستر  ،شکست سد مسأله

. سازي گردیدشبیه پارشال فلوم ونناهموار و جریان در
این بررسی دقت نتایج تولید شده در روش المان طبیعی 

که روش المان طبیعی توانایی  نماید نتیجه را حاصل می
-با سطح آزاد را دارا میدر شبیه سازي جریان  مناسبی

همچنین نتایج گویاي سازگاري روش جهتمند  .باشد
ی با تعمیم مرتبه دوم طرح ون لیر با روش المان طبیع

در نهایت ذکر این نکته ضروري  .اي است گیري گره انتگرال
یج به دست آمده در تعمیم کلی نتادر این مرحله که  است

 ايگیري گرهروش المان طبیعی با انتگرالتوانایی رابطه با 
 تمام مسائل سازيشبیهدر  و طرح مرتبه دوم ون لیر

 محرز ساختن این امر جریان با سطح آزاد شایسته نیست و
. باشدمیهاي بیشتر ها و بررسیسازي نیازمند شبیه

و در ادامه تحقیقات به منظور به چالش کشیدن همچنین، 
هاي دو سازي جریانروش ارائه شده، شبیهارزیابی کارایی 

ها، مانند جریان درون پیچانرودها، رودخانه پیچیده بعدي
  .شودپیشنهاد می... هاي القایی از وزش باد و جریان
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