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چكيده
در مسايل وارون ژئوفیزيكي، اغلب با افزايش تعداد داده ها و پارامترهاي مدل يا افزايش سطح نوفه در داده هاي 
برداشت شده، مشكلات عديده اي در رابطه با وارون سازي ماتريس ها و پايداري مدل منتجه به وجود خواهد آمد. 
بنابراين تكنیك هاي محاسباتي پیشرفت هاي براي دستیابي به دقت و هم گرايي مطلوب در اين گونه سیستم ها مورد 
نیاز است. استفاده از تكنیك هاي محاسباتي پیشرفته )در مقابل استفاده از روابط كلاسیك و متداول( در حل مسايلي 
كه در آنها سطح نويز ذاتي در داده هاي مشاهده اي بالاست، مي تواند مفسر را در دستیابي به يك مدل پايدار و منطبق 

بر واقعیات فیزيكي راهنمايي  كند.   
بسیاري از مسايل وارون را مي توان با اعمال شرايط خاص تنظیم كننده1 و كمینه سازي تابع عدم تطابق، میان 
داده هاي مشاهده اي و تخمین هاي تئوري حل كرد. آنالیز خطا در مسايل وارون و محاسبه ماتريس هاي قدرت تفكیك 
براي پارامترهاي مدل، دو ابزار ارزشمند براي مطالعه پايداري و استقلال پارامترهاي بدست آمده در روش هاي وارون 
سازي است. همچنین مطالعه روند هم گرايي در مسايل وارون و نرخ كاهش خطا در هر تكرار به همراه تعداد 
تكرارهاي مورد نیاز براي وارون سازي و زمان اجراي برنامه هاي رايانه اي، فاكتورهاي تاثیر گذار در بررسي و مطالعه 

روشهاي وارون سازي در ژئوفیزيك و علوم كاربردي ديگر است.
در اين مقاله به بررسي فاكتورهاي ذكر شده در مورد روش ماركوارد- لونبرگ )Marquardt-Levenberg( يا 
Ridge regression در تئوري وارون به عنوان يكي از عمومي ترين و پركاربردترين روش هاي وارون در حل مسايل 
ژئوفیزيكي، پرداخته مي شود. همچنین وارون سازي روش زيرفضا، به عنوان يك روش پايدار، موثر و قابل انعطاف 
براي حل مسايل معكوس غیر خطي در مدل سازي معكوس داده هاي مغناطیسي معرفي مي شود. روش زيرفضا با 
دو رويكرد در افراز زير فضا، پارامترهاي مدل را با توجه به معادلات ابعادي متغیر در زير فضاهاي مجزا كلاس 
بندي مي نمايد. به كارگیري اين روش جهت روان سازی داده هاي داراي درصد بالاي نويز، به نتايج خوب و پايداري 
مطلوب منجر خواهد شد. همچنین وارون سازي زير فضا، از لحاظ قدرت تفكیك، آنالیز خطا و ساير پارامترهاي 
مرتبط در مدلسازي، با وارون سازي به روش ماركوارد-لونبرگ مقايسه شده است. نتايج به دست آمده نشان مي دهند 
كه روش زير فضا علاوه بر هم گرايي زماني با سرعت بیشتر، از پايداري قابل ملاحظه اي نسبت به روش ماركوارد-

لونبرگ برخوردار است.

واژه های کلیدی: آنالیز خطا، داده هاي میدان كلي مغناطیسي، روش وارون سازي زير فضا،  ماركوارد-لونبرگ، هم گرايي.
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قدرت تفکیک و آنالیز خطا در مسایل وارون غیر خطی میدان پتانسیل

 مقدمه
راه حل عمومي براي حل مسايل وارون غیر خطي در ژئوفیزيك، 
است.  در همسايگي يك مدل مرجع  از يك بسط خطي  استفاده 
تغییر در  ايجاد  براي  از معادلات خطي  اين روش يك سیستم  با 
پارامترهاي مدل حاصل مي شود كه بر خلاف مسائل وارون خطي 
پارامترهاي مدل حل  برآورد  براي  )كه در آن ها سیستم معادلات 
مي شود(، با تكنیك هاي خاص عددي قابل حل است. در هر تكرار، 
از مدل به روز شده بعد از اعمال تغییراتي كه از تكرار قبل بدست 
آمده است، به عنوان مدل مرجع استفاده مي شود. اين روند تا زمان 
رسیدن به هم گرايي مطلوب ادامه مي يابد به عنوان مثال تا زماني 
كه تغییرات پارامترهاي مدل در دو تكرار متوالي كمتر از يك مقدار 
آستانه باشد يا به عبارت ديگر، در روند كمینه سازي در دو تكرار 

متوالي، تغییرات فاحشي در پارامترهاي مدل بوجود نیايد.
روش كلي ذكر شده در وارون سازي غیر خطي داده هاي گراني 
توسط  هندسي  پارامترهاي  آوردن  بدست  منظور  به  مغناطیس  و 
مي توان  بین  اين  از   ( است  شده  گرفته  به كار  بسیاري  محققین 
  (Corbato, 1965 ;Kunaratnam, 1972 كرد  اشاره  زير  افراد  به 
حل   .Pedersen, 1977 ;Menichetti, 1983 ; Mickus, 1992)
هم زمان سیستم هاي معادلات خطي با افزايش داده ها و پارامتر ها 
پیچیدگي  محاسباتي زيادي برخوردار مي باشد.  از  در مدل سازي، 
در اكثر الگوريتم هايی كه از اين روش هندسی بهره می برند، فرض 
می شود كه چگالی حوزه بالای سنگ بستر ثابت است و به طور 

كلی يك چگالی ثابت به مدل نسبت داده می شود.
برای حل مسئله وارون جهت پیدا كردن مقدار عمق بستر حوزه 
است  شده  استفاده  مشاهده ای  پتانسیل  میدان  آنومالی  از  رسوبی، 
محلي1  كمینه سازي  از  فضا،  زير  تكنیك   .)Marquardt, 1963(
از  محدودي  تعداد  توسط  شده  افراز2  فضاي  زير  در  هدف  تابع 
پارامترهاي مدل استفاده مي كند. بردارهايي كه  بردارها در فضاي 
براي افراز زير فضاي مزبور مورد استفاده قرار مي گیرند، بردارهاي 
به  فضا  زير  روش  موفقیت  و  تاثیر  میزان  مي شوند.  نامیده  پايه 
تعداد ونحوة انتخاب اين بردارهاي پايه بستگي دارد. روش زير 
خوبي  به  مقیاس  بزرگ  مسايل  حل  در  آن  كاربردهاي  و  فضا 
 (Kennett  توسط محققین مختلف مورد بحث قرار گرفته است
 and Williamson, 1988; Sambridge , 1990; Oldenburg et al.,
.(1993 در منابع اشاره شده دو روش كلي براي انتخاب بردارهاي 
پايه ذكر شده است. روش اول، انتخاب بردارهاي پايه بر اساس 
تجزيه به مقادير منفرد ماتريس Hessian تابع هدف و روش دوم، 
انتخاب بردارهاي پايه بر مبناي گراديان هاي تابع هدف مي باشد. 
روش هاي ذكر شده از لحاظ ماتريس هاي قدرت تفكیك و آنالیز 
قبیل روند  از  فاكتورهايي  اين روش ها  خطا مقايسه مي شوند. در 
به  تكرار  هر  در  خطا  كاهش  نرخ  و  وارون  مسايل  در  هم گرايي 
همراه تعداد تكرار هاي مورد نیاز براي وارون سازي و زمان اجراي 

برنامه هاي رايانه اي مورد مطالعه قرار مي گیرند.

تئوري روش هاي وارون سازي
Marquardt-Levenberg فرمول بندي و وارون سازي با روش

در  غیر خطي  وارون سازي هاي  در  متداول  بسیار  يك روش 
ژئوفیزيك، روش Marquardt-Levenberg است. در اين روش، 
بردار  e= y-Ax ، طول  بردار خطا  بر كمینه كردن طول  علاوه 
تغییرات پارامترهاي مدل نیز به صورت هم زمان كمینه مي شود. در 

اين مساله، تابع هدف را  مي توان به شكل زير در نظر گرفت:

)( 2
021 LxxeeQQ TT −+=+=Φ bb               )1(

2 محدوده تغییرات پارامترهاي مدل است.B ضريب لاگرانژ3  
0L

مي باشد، كه در روند كمینه سازي تابع هدف تعیین مي شود. از 
پارامتر B به عنوان فاكتور میرايي4 نیز در وارون سازي ياد مي شود. 
در صورتي كه مقدار B به سمت صفر میل كند، پاسخ به روش 

گوس- نیوتن میل خواهد كرد.
تابع هدف  از مشتقات جزئي  رابطه 1،  منظور كمینه سازي  به 
گرفته  نظر  در  صفر  برابر  مدل  پارامترهاي  تغییرات  به  نسبت 

مي شود. در اين صورت نتیجه مي شود:
)2(

                                                         

با مشتق گیري و انجام عملیات رياضي همانند آن چه پیشتر ارائه 
شد، مي توان نوشت:

)3(
                                                                                            

معادله 3، معادله نرمال روش ماركوارد-لونبرگ نامیده مي  شود. 
براي تغییرات پارامترهاي مدل معادله 4 را مي توان ارائه كرد:

( ) yAIAAx TT
r

1−
+= b                             )4(

پارامترها در يك تكرار خاص  تغییرات  براي نشان دادن   rx
به كار برده شده است. فرمول بندي تعمیم يافته اين روش با در 

نظر گرفتن تكرارهاي متوالي به صورت زير است:
)5-الف(

 ( ) yAIAAmm TTkk 11 −+ ++= b                      
 )5-ب(

[ ]13210 ... r
k
r

k
r

k
r

k
r

k xxxxxmm ++++++= −−−
      

1- Local Minimization
2- Spanned

3-Lagrange multiplier
4- Damping factor
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علی نجاتی کلاته و همکاران 

 تئوري روش گرادیان زیر فضا
مسايل وارون را مي توان عمدتاً به صورت مسايل كمینه سازي1 
هدف  تابع  يك  آن ها  در  كه   ،)Tarantola, 2005( نمود  مطرح 
وابسته به داده هاي مشاهده اي و پیش بیني هاي تئوري، مي بايست 
كمینه شود. شكل عمومي اين توابع در ژئوفیزيك به صورت زير 

است:
〉−−〈= − )(),()( 1

obsobsD ddddCmF              )6(  

و  داخلي  حاصل ضرب  نشان گر   〉〈.,. علامت   6 رابطه  در 
obsdd به ترتیب داده هاي مشاهده اي و داده هاي تخمین زده شده  ,
m بردار پارامترهاي  DC ماتريس كواريانس داده ها و  مي باشند،
مدل است كه خصوصیات فیزيكي خاصي از مدل تعريف شده را 
بیان مي كند. هدف مسايل وارون در ژئوفیزيك، به دست آوردن 
يك بردار بهینه است جهت كمینه كردن تابع هدف مي باشد. در 
mF)( يك تابع هموار2 براي پارامترهاي مدل  صورتي كه تابع 
اين  براي  تیلور محدود شده3  بسط  از  استفاده  با  مي توان  باشد، 

: )Sambridge, 1991( تابع، رابطه زير را نوشت

)7(

يا   Hessian ماتريس   H و  گراديان  بردار     ،7 رابطه  در 
به  هدف  تابع  گراديان  است.  هدف  تابع  دوم  مشتق  ماتريس 

صورت زير بدست مي آيد:
               )8(

كه در آن
)(mFG m∇=                                                 )9(

نسبت  هدف  تابع  براي   Frechet مشتقات  ماتريس   G و

عنوان  تحت  وارون  مسايل  در  كه  است،  مدل  پارامترهاي  به 

مشتق   
j

i
ij m

mfG
∂
∂= )( همچنین  مي شود.  شناخته   Jacobian

j امین پارامتر مدل نشان  i امین داده را نسبت به تغییرات  اول 
زير  روابط  از  مي توان  را  تابع هدف   Hessian ماتريس  مي دهد. 

محاسبه نمود:

[ ]obsD
T

mD
T

mm

dmfCGGCG

mFH

−∇+=

∇∇=
−− )(

)(
11

    )10(

وابستگي  معادله10،  در    )(mfG mmm ∇∇=∇ عبارت 
غیر خطي داده ها وپارامترهاي مدل را بیان مي كند و در مقايسه 

لذا  مي باشد.  برخوردار  كمتري  مقدار  از  )5-الف(   رابطه  با 
نمود  آن صرف نظر  از  مي توان   Hessian ماتريس  محاسبه  در 

.)Wang and Houseman, 1994(
MC به عنوان ماتريس كواريانس   با در نظر گرفتن ماتريس 
Γ در فضاي پارامترهاي  پارامترهاي مدل، بردار شیب بالا رونده4 
مدل بر مبناي تعريف بردار گراديان، به صورت زير بیان خواهد 

شد:
                                                     )11(

نظر گرفته مي شود  در  زير  به صورت   A ماتريس تصوير  و 
: )Sambridge, 1991(

                                                          ) 12(
 KjNiaA j

iij ,...,1,...,1)( ===

N طول  K تعداد بردارهاي پايه  و  در رابطه بالا، 
بردارهاي پايه مي باشد. تغییرات پارامترهاي مدل در زير فضاي 

افراز شده بر حسب بردارهاي پايه برابر است با:
                                                                                                           ) 13(

ضرايب  از كمینه كردن تابع هدف  به دست مي آيند.  بدين 

KjF است. بنابراين يك سیستم 
j

Q

,...,1,0 ==
∂
∂

a
منظور 

K مجهول به دست مي آيد كه در اين صورت براي  معادلات با 

ضرايب بسط به صورت فرم ماتريسي مي توان نوشت:

                                      )14(

 KK × ماتريس Hessian تصوير شده ATHA داراي ابعاد 
ابعاد  با   Hessian ماتريس  وارون سازي  به  نسبت  كه  است 
MM داراي شرايط بهتري5 است. بردارهاي پايه اي كه براي  ×
تعريف ماتريس تصوير از آن ها استفاده مي شود، وابسته به بردار 
زير  به صورت   Γ بردار توسط  پايه  بردارهاي  Γ هستند. حال 

: )Kennett and Sambridge, 1998(  تعريف مي شوند

 BBAA aa ΓΓ=ΓΓ= −− 1)2(1)1( ,              )15(
با داشتن ضرايب بسط و بردارهاي پايه و با استفاده از رابطه 
13، تغییرات پارامترهاي مدل در هر تكرار بدست مي آيد و مدل 

اولیه در نظر گرفته شده در هر تكرار به روز خواهد شد. 

1-Optimization
2- Smooth

3-Truncated Taylor series
4- Steepest ascent
5-Well Condition

,

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


8080

قدرت تفکیک و آنالیز خطا در مسایل وارون غیر خطی میدان پتانسیل

تئوري روش زیر فضا بر مبناي تجزیه به مقادیر 
Hessian منفرد ماتریس

تغییرات  اساس  بر  را  پايه  بردارهاي  فضا،  زير  روش گراديان 
انتخاب  آن ها  تغییرات  و  مدل  پارامترهاي  گراديان  بردارهاي 
تجزيه  مبناي  بر  پايه  بردارهاي  فضا،  زير  روش  در  اما  مي كند. 
به مقادير منفرد ماتريس Hessian از آنالیز به مقادير منفرد براي 
بردارهاي  پارامترهاي مدل جهت تعريف  ماتريس مشتقات دوم 
پايه و در نهايت تشكیل زير فضا در فضاي اصلي پارامترهاي مدل 

استفاده مي شود. 
با توجه به اين كه انحنای يك منحني معیاري از تیز بودن كمینه 
آن مي باشد، انتظار  مي رود تا واريانس پاسخ، در ارتباط مستقیم 
با انحنا تابع هدف باشد.  از طرفي انحنا با استفاده از مشتق دوم 
يك تابع محاسبه مي شود )Menke, 1989(. بنابراين در صورتي 
كه مشتق دوم تابع هدف مورد محاسبه قرار گیرد و به بردارهاي 
ويژه و مقادير ويژه منفرد )SVD( تجزيه گردد، بردارهاي ويژه اي 
كه معادل مقادير ويژه بزرگ هستند مي توانند بهترين جهت را در 
بدست آوردن پاسخي با كمترين واريانس در روند وارون سازي 
تعیین نمايند. با استدلال مطرح شده، از بردارهاي به هنجار شده 
سازي  وارون  در  پايه  بردارهاي  عنوان  به   ،Hessian ماتريس 
استفاده شده است. با يك رويكرد تكراري به منظور حل مساله 
به  تبديل،  يك  از  استفاده  با   ،  α آوردن  بدست  از  بعد  وارون، 
فضاي پارامترهاي مدل و از آن به مقادير پارامترهاي مدل خواهیم 

رسید. 

ماتریس کواریانس واحد1
در وارون سازي هاي ژئوفیزيك همواره داده ها حاوي نوفه هستند. 
نوفه موجود در داده ها موجب مي شود كه تخمین پارامترهاي مدل 
با خطا همراه باشد. در واقع در روند وارون سازي، خطاي موجود 
در برداشت داده ها در فضاي پارامترهاي مدل برگردان مي شود.  
در  شده  زده  تخمین  )پارامترهاي   estm بتوان كه  فرض  اين  با 

: )Menke, 1989( را به صورت زير نوشت )وارون  سازي
 

                                              )16(
v به ترتیب نمادي از يك ماتريس و يك  و M در رابطه16 
بردارهستند، كه هر دو مستقل از داده ها مي باشند.  در صورتي كه 

فرض شود، ماتريس مشخصة 
توزيع داده ها با كواريانسd[Covd] نشان داده مي شود. در اين 
صورت با توجه به ماتريس مشخصه ی توزيع 

Covm][ را مي توان به صورت زير نوشت: پارامترهاي مدل يا

TMCovdMCovm ][][ =                             )17(
معمولاً در مسايل وارون، اطلاعات كافي از ماتريس كواريانس 
نیست.  دست  در  داده ها  روي  خطا  توزيع  چگونگي  و  داده ها 

بنابراين، اگر داده ها غیر همبسته و مستقل باشند و واريانس خطاي 
در نظر گرفته شود،  اندازه گیري براي همة آن ها يكسان و برابر 
Covd][ به صورت زير  در آن صورتي ماتريس كواريانس داده ها

تعريف مي شود:

     )18(

 ][Covm  اين ماتريس با ماتريس كواريانس پارامترهاي مدل
به صورت رابطه 17مرتبط است كه در آن مقادير شامل مقادير 

واريانس داده هاي اندازه گیري هستند، بنابراين:

  )19(

)در  مدل  پارامترهاي  كواريانس  ماتريس  عملی  مطالعه  براي 
داده ها  در  نوفه  و سطح  میزان  از  تخمیني  هیچ گونه  كه  صورتي 
در دست نباشد(، از ماتريس كواريانس يكه استفاده مي شود. اين 

: )Meju, 1994( ماتريس به صورت زير تعريف مي  شود
gTggTg

u GGGCovdGmCov −−−−− == ][][ 2s )20(
براي  مناسبي  ابزارهاي  مدل،  پارامترهاي  كواريانس  ماتريس 
طراحي عملیات و آنالیز خطا در برآورد پارامترهاي مدل هستند. 
ژئوفیزيكي  داده هاي  برداشت  از  قبل  مي توان  را  ماتريس  اين 
كرد.  بررسي  را  پارامترها  روي  توزيع خطا  نحوه  و  داد  تشكیل 
بنابراين مي توان از آن به عنوان ابزاري براي طراحي بهینه عملیات 

برداشت داده ها استفاده نمود. 

ماتریس قدرت تفكيک پارامترهاي مدل2
براي مطالعه خصوصیات بیشتر در مسايل معكوس مي بايست 
با   estm آوردن بدست  براي  كه  ماتريسي  اپراتورهاي  روي  بر 
معكوس  ماتريس  كرد.  تاكید  اعمال مي شوند،  داده ها  از  استفاده 
−gG به صورت زير نشان مي دهند. شكل  تعمیم يافته را با نماد

دقیق ماتريس تعمیم يافته، به مسالة مورد مطالعه بستگي دارد. 

1- Unite covariance matrix 2-Resuloun matrix of model parameters

-gT -gT
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در مورد مسايل معكوس می توان نوشت:

                                   )21( 

m مي تواند با چندين بردار ديگر جمع شود.  كه در آن، مقدار
در مسايل وارون، به منظور مطالعه انطباق پارامترهاي تخمیني با 
پارامترهاي واقعي مدل و بررسي استقلال پارامترهاي بدست آمده 
از يكديگر، از ماتريس قدرت تفكیك پارامترهاي مدل در روند 
فرض  مطلب  اين  بررسي  براي  مي شود.  استفاده  سازي  وارون 
می  مدل  واقعي  پارامترهاي  از  مجموعه اي   ، truem كه  می شود 
باشد كه در سیستم معادلات صدق مي كند. با 
تخمیني  پارامترهاي  مي توان  معادلات   سیستم  حل 
ماتريس معكوس  توسط  كنون گفته شد  تا  آنچه  مطابق  را  مدل 

−gG به صورت زير نوشت: تعمیم يافته
obsgest dGm −=                                              )22(

با استفاده از دو رابطة اخیر نتیجه می شود:

                                                  )23(

تحلیل  ماتريس  و  است   MM × ماتريس يك   R ماتريس
اگر مي شود.  نامیده  مدل  پارامترهاي  تفكیك  قدرت  ماتريس  يا 
IR باشد، در اين صورت پارامترهاي مدل يكتا هستند. اگر =

R يك ماتريس هماني نباشد، در اين صورت پارامترهاي مدل به 
صورت میانگین وزني پارامترهاي واقعي مدل هستند. به عبارت 
ديگر در اين حالت پارامترهاي مدل به صورت تركیب خطي از 

پارامترهاي ديگر تعیین مي شوند.
مغناطیدگي)تباين  تباين  با  كف  سنگ  يك  نمونه  عنوان  به 
سیستم  در   0/002 بالايي(  رسوبات  با  كف  سنگ  مغناطیدگي 
كیلومتر   0/5 عرض  با  بلوک   62 شامل  منظم  آرايه  يك  با    SI
داده هاي  محاسبه  براي  پروفیل  طول  است.  شده  سازي  تقريب 
میدان كلي مغناطیسي 30/5 كیلومتر و فاصله نقاط مشاهده میدان 
فرض  مغناطیسي  شمال  راستاي  در  پروفیل  است.  كیلومتر   0/5
شده است، زاويه میل میدان مغناطیسي زمین 45 درجه و میدان 
كلي مغناطیسي زمین با شدت48000 نانو تسلا در نظرگرفته شده 
است. مدل عمقي اين ناپیوستگي و داده هاي میدان كلي مغناطیسي 
منتج از اين ساختار در شكل 1 نشان داده شده است. بیشینه عمق 

سنگ كف در اين مثال 1/3 كیلومتر فرض شده است. 
همان طور كه انتظار مي رود، داده هاي میدان كلي مغناطیسي زمین 
همانند داده هاي میدان گراني، از روند توپوگرافي سنگ كف تبعیت 
درجه   45 مغناطیسي  میل  زاويه  وجود  دلیل  به  امر  اين  نمي كنند. 
براي مغناطیدگي در هر بلوک است، كه به منظور كلي تر شدن مساله 
منظور شده است. داده ها با سه سطح نوفه متفاوت جهت نشان دادن 

قابلیت روش هاي ذكر شده و معادل 10% ، 20% و 40% نوفه وارون 
ارائه  پايداري روش هاي  به منظور بررسي  امر  اين  سازي شده اند. 
برابر نوفه و مطالعه میزان پخش نوفه1 موجود در داده ها  شده در 
روي تخمین پارامترهاي مدل صورت گرفته است. به عنوان نمونه 
با  نوفه و  نمودن %40  با منظور  داده هاي مصنوعي  وارون سازي 

استفاده از هر سه روش، مورد بررسي قرار گرفته است:

1- Error Propagation

شكل 1- قسمت بالا: داده هاي میدان كلي مغناطیسي بدون نوفه )منحني 
گوسي  نوفه   %20 با  همراه  مغناطیسي  كلي  میدان  هاي  داده  و  توپر( 
)منحني خط چین(. قسمت پايین: مدل مصنوعي ناپیوستگي به منظور 
محاسبه تئوري داده هاي میدان كلي مغناطیسي. رسوبات با رنگ كم در 

بالا و سنگ كف با رنگ تیره در زير مشخص شده است.

به  مصنوعي  مدل  از  ناشي  مغناطیسي  كلي  میدان  داده هاي   -2 شكل 
همراه 40% نوفه با منحني توپر و داده هاي تخمین زده شده با استفاده از 

وارون سازي منحني خط چین.

الف- روش زیر فضا بر مبناي تجزیه به مقادیر منفرد ماتریس 
Hessian

Basemant Depth Model
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ب- روش گرادیان زیر فضا

Levenberg-Marquardt ج- روش شكل3- مدل مصنوعي با منحني توپر و مدل تخمین زده شده با استفاده 
از وارون سازي با منحني خط چین، عدم قطعیت در وارون سازي روي 
با رنگ كم در بالا و  مدل تخمیني نمايش داده شده است. رسوبات 

سنگ كف با رنگ تیره در زير مشخص شده است.

به  مصنوعي  مدل  از  ناشي  مغناطیسي  كلي  میدان  داده هاي   -4 شكل 
همراه 40% نوفه با منحني توپر و داده هاي تخمین زده شده با استفاده از 

وارون سازي با منحني خط چین.
با  شده  زده  تخمین  مدل  و  توپر  منحني  با  مصنوعي  مدل    -7 شكل 
وارون  در  قطعیت  عدم  چین،  خط  منحني  با  وارون سازي  از  استفاده 
سازي روي مدل تخمیني نمايش داده شده است. رسوبات با رنگ كم 

در بالا و سنگ كف با رنگ تیره در زير مشخص شده است.

به  مصنوعي  مدل  از  ناشي  مغناطیسي  كلي  میدان  داده هاي   -6 شكل 
همراه 40% نوفه با منحني توپر و داده هاي تخمین زده شده با استفاده از 

وارون سازي با منحني خط چین.

شكل 5- مدل مصنوعي با منحني توپر و مدل تخمین زده شده با استفاده 
از وارون سازي با منحني خط چین، عدم قطعیت در وارون سازي روي 
و  بالا  در  كم  رنگ  با  است. رسوبات  داده شده  نمايش  تخمیني  مدل 

سنگ كف با رنگ تیره در زير مشخص شده است.

مصنوعي  هاي  داده  سازي  وارون  ترتیب  به   3 و   2 شكل  در 
با منظور نمودن 40% نوفه براي روش زير فضا بر مبناي تجزيه 
 2 در شكل  است.  Hessian رسم شده  ماتريس  منفرد  مقادير  به 
داده هاي تخمین زده شده به همراه داده هاي ناشي از مدل با نوفه 
مدل  و  بازيافت شده  مدل   3 در شكل  و  است.  40% رسم شده 

مصنوعي به همراه خطاي وارون سازي رسم شده است.

داده هاي مصنوعي  وارون سازي  ترتیب  به   7 و  در شكل 6 
 Marquardt-Levenberg با منظور نمودن 40% نوفه براي روش
رسم شده است. در شكل 6 داده هاي تخمین زده شده به همراه 
داده هاي ناشي از مدل با نوفه 40% رسم شده است. و در شكل 7 
مدل بازيافت شده و مدل مصنوعي به همراه خطاي وارون سازي 

رسم شده است.

در شكل 4 و 5 به ترتیب وارون سازي داده هاي مصنوعي با 
منظور نمودن 40% نوفه براي روش گراديان زير فضا رسم شده 
داده هاي  همراه  به  شده  زده  تخمین  داده هاي   4 در شكل  است. 
نوفه 40% رسم شده است. و در شكل 5 مدل  با  از مدل  ناشي 
بازيافت شده و مدل مصنوعي به همراه خطاي وارون سازي رسم 

شده است.
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شكل 8- ماتريس قدرت تفكیك پارامترهاي مدل براي سطح نوفه a ،%10( روش زير فضا بر مبناي SVD ماتريس b  Hessian) روش گراديان زير فضا، 
Marquardt-Levenberg روش )c
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شكل 9-  ماتريس قدرت تفكیك پارامترهاي مدل براي سطح نوفه a ،%20( روش زير فضا بر مبناي SVD ماتريس Hessian رb( روش گراديان زير 
 Marquardt-Levenberg روش )c ،فضا
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شكل 10 :  ماتريس قدرت تفكیك پارامترهاي مدل براي سطح نوفه a ،%40( روش زير فضا بر مبناي SVD ماتريس Hessian، رb( روش گراديان 
 Marquardt-Levenberg روش )c ،زير فضا
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مقایسه ماتریس هاي قدرت تفكيک پارامترهاي مدل
سطرها وستون هاي ماتريس قدرت تفكیك در شكل هاي 8 تا 

10 براي هر سطح نوفه به صورت مجزا رسم شده اند.

در شكل a-8 قسمت )a(، ماتريس قدرت تفكیك براي سطح 
ماتريس   SVD مبناي  بر  فضا  زير  روش  به  مربوط    %10 نوفه 
Hessian داراي ساختار بسیار نزديك به ساختار ماتريس هماني 
است. مولفه ها بر روي قطر ماتريس متمركز بوده و دامنه عناصر 
ايده ال،  نیز بالاتر از 0/8 مي باشد. اين ساختار نزديك به  قطري 
و  بالا  دقت  با  روش  اين  در  مدل  پارامترهاي  كه  مي دهد  نشان 
به صورت يكتا در روند وارون سازي محاسبه شده اند. همچنین 

قدرت تفكیك براي تمامي پارامترهاي مدل يكسان مي باشد.
در شكلb-8 ماتريس قدرت تفكیك براي روش گراديان زير 
صورت  به  ماتريس  اين  در  مولفه ها  است.  شده  رسم  فضا 
در  شده اند.  پخش  ماتريسي  عناصر  تمام  در  پراكنده  كاملاً 
شكلc-8 نیز ماتريس قدرت تفكیك پارامترهاي مدل براي 
ماتريس  اين  است.  شده  رسم   Marquardt-Levenberg روش 
داراي ساختار قطري ضعیف بوده و در برخي از پارامترهاي مدل 
به  مربوط  پارامترها  اين  مي دهد.  نشان  را  كمي  تفكیك  قدرت 
پارامترهايي از سنگ كف با عمق بیشتر هستند. به عبارت ديگر 
با افزايش عمق پارامترهاي مدل، قدرت تفكیك كاهش مي يابد. 
زيادي  فاصله  ماتريس هماني  از يك  نیز  دامنه ها  توزيع  ساختار 
دارد، به طوري كه بیشینه دامنه در پارامترهاي سطحي نزديك به 

0/3 است.
با افزايش سطح نوفه، ساختار كلي ماتريس ها در هر سه روش 
تقريباً يكسان باقي مي ماند)شكل های 9و10(، با اين تفاوت كه 
دامنه  نوفه،  افزايش سطح  با   Marquardt-Levenberg در روش 
عناصر قطري كاهش مي يابد. با توجه به مطالبي كه بیان شد روش 
ماتريس هاي  داراي   Hessian ماتريس   SVD مبناي  بر  فضا  زير 
قدرت تفكیك بسیار نزديك به ساختار ايده ال )ماتريس هماني( 
است كه اين امر در وارون سازي و تئوري وارون از اهمیت به 
سزايي برخوردار است و از مزاياي اين روش محسوب مي شود.

مقایسه روند هم گرایي 
داده هاي  به  میانگین مربعي خطای مربوط  روند كاهش ريشه 
از  مصنوعي و داده هاي تخمین زده شده در وارون سازي، يكي 
مطالعه  است.  ژئوفیزيكي  وارون سازي هاي  در  تامل  قابل  نكات 
اين روند كاهش، بیان گر آن است كه يك روش روان سازی تا 
مربعي  میانگین  ريشه  متوالي،  تكرار  دو  بین  است  قادر  چه حد 
نزولي  رفتار  مشخص،  نوفه  سطح  هر  در  دهد.  كاهش  را  خطا 
كاهش خطا در روش هاي بیان شده، منحني كم و بیش يكساني 

را نشان مي دهد.
نزولي  رفتار  مشابه،  منحني هاي  تكرار  از  جلوگیري  دلیل  به   
كاهش خطا در سطح نوفه 40%  مورد بررسي قرار گرفته است. 
روش،   هر  در  منحني ها  اين  بهتر  مطالعه  منظور  به  همچنین 

شكل 11- ريشه میانگین مربعي خطا، مربوط به داده هاي مصنوعي و 
داده هاي تخمین زده شده از وارون سازي، بعد از 40 تكرار متوالي بدون 
 SVD شرط قطع برنامه رايانه اي. قسمت الف: روش زير فضا بر مبناي
قسمت ج:  فضا،  زير  گراديان  قسمت ب: روش   ،  Hessian ماتريس 

Marquardt-Levenberg روش

الف

ب

ج

روان سازی براي 40 تكرار متوالي بدون لحاظ كردن شرط قطع 
برنامه رايانه اي انجام شده است.

ماتريس   SVD مبناي  بر  فضا  زير  نوفه، روش  اين سطح  در 
Hessian )شكل 11-الف( بعد از 3 تكرار متوالي، روش گراديان 
-Ma از 4 تكرار متوالي و روش  بعد  ل)شك 11-ب(  زير فضا 
متوالي  تكرار   10 از  بعد  11-ج(  )شكل   quardt-Levenberg
از  استفاده  بر  مبتني  11روش هاي  شكل  مطابق  مي شود.  هم گرا 
زير فضا در وارون سازي، داراي منحني كاهش خطاي مجذور 
به همگرايي مطلوب در  بسیار شديد و رسیدن  افت  با  میانگین 
منحني مشابه در روش  مقابل،  در  ابتدايي مي باشند.  تكرار  چند 
خطاي  كاهش  در  ملايم  آهنگ  داراي   Marquardt-Levenberg
مجذور میانگین است. اين مطلب يكي از نقاط قوت روش هاي 

RMS Error

Iterations

Iterations

Iterations

RMS Error

RMS Error
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وارون سازي با استفاده از زير فضا است.
زير  روش هاي  پايداري   11 شكل  در  ديگر  تامل  قابل  نكته 
فضا نسبت به روشMarquardt-Levenberg  است. به صورتي 
سازي  وارون  هم گرايي،  به  رسیدن  از  بعد  روش ها  اين  در  كه 
يك رفتار پايدار در تكرارهاي متوالي از خود نشان مي دهد. در 
صورتي كه در روش Marquardt-Levenberg بعد از رسیدن به 
هم گرايي، نوفه كمینه شده و از تكرار 18 به بالا، روند واگرايي 
براي وارون سازي شروع مي شود و اين روند در تكرارهاي بالاتر 
نیز ادامه مي يابد. اين موضوع، يكي ديگر از مزاياي روش زير فضا 
مقايسه  با  می باشد.   Marquardt-Levenberg بر روش كلاسیك 
زير  روش  مورد  در  میانگین  مجذور  خطاي  كاهش  منحني هاي 
فضا بر مبناي SVD ماتريس Hessian و روش گراديان زير فضا، 
به  نسبت  بیشتري  مزيت  داراي  اول  روش  كه  مي شود  مشاهده 
روش گراديان زير فضا است. زيرا حتي ناپايداري ها و نوسانات 
كمي كه در تكرارهاي بالاتر براي روش گراديان زير فضا ديده 
 SVD مي شود، در مورد منحني مربوط به روش زير فضا بر مبناي

ماتريس Hessian  مشاهده نمی گردد.

مقایسه زمان اجراي برنامه رایانه اي
زمان اجراي برنامه هاي رايانه اي در مورد روش هاي ياد شده با 
سطوح نويز متفاوت در شكل 12 ارائه شده است. اين زمان، زمان 
اجراي  زمان  و  است  وارون سازي  الگوريتم  اصلي  روند  اجراي 
مراحل فراخواني داده ها1 ، تشكیل ماتريس هاي قدرت تفكیك و 
محاسبات مربوط به عدم قطعیت در تخمین پارامترهاي مدل و 
رسم نتايج و نمودارهاي تكمیلي در اين زمان دخالت داده نشده 

است.

شكل 12- مقايسه زمان اجراي برنامه رايانه اي با سطوح نوفه متفاوت. 
رديف پشت: روش Marquardt-Levenberg ، رديف وسط: روش 
گراديان زير فضا، رديف جلو: روش زير فضا بر مبناي SVD ماتريس 

Hessian

با  رايانه اي  برنامه  اجراي  متوالي  تكرارهاي  تعداد  مقايسه   -13 شكل 
 Marquardt-Levenberg سطوح نوفه متفاوت. رديف پشت: روش
، رديف وسط: روش گراديان زير فضا، رديف جلو: روش زير فضا بر 

Hessian ماتريس SVD مبناي

با استناد به شكل 12، روش زير فضا بر مبناي SVD ماتريس 
Hessisn در هر سه سطح نوفه داراي زمان اجراي كمتري نسبت 
به دو روش ديگر است. روش Marquardt-Levenberg به دلیل 
آهنگ هم گرايي كمتر نسبت به دو روش ديگر داراي زمان اجراي 
بیشتر است. روش گراديان زير فضا از لحاظ زمان اجراي برنامه 
برنامه هاي  اجراي  زمان  مي گیرد.  قرار  دو حد  اين  بین  رايانه اي 
اين  برخوردارند.  بالايي  اهمیت  از  سازي،  وارون  در  رايانه اي 
اهمیت  از  مقیاس  بزرگ  مسايل  مورد  در  خصوص  به  مطلب 
ويژه اي برخوردار است، زيرا با افزايش ابعاد مساله، زمان اجراي 
مي يابد.  افزايش  نمايي  الگوي  يك  صورت  به  رايانه اي  برنامه 
بنابراين، الگوريتم هايي كه قابلیت رسیدن به هم گرايي را با تعداد 
تكرار كمتر و زمان اجراي كم تري دارا باشند، در وارون سازي هاي 

مسايل ژئوفیزيكي از اولويت بالايي برخوردارند.

مقایسه تعداد تكرارهاي متوالي
به  رسیدن  در  متوالي  تكرارهاي  تعداد    13 شكل  در 
شده  داده  نشان  شده  ياد  روش  سه  براي  مطلوب  هم گرايي 
است. با مقايسه تعداد تكرارها مي توان نتیجه گرفت كه روش 
Marquardt-Levenberg به دلیل آهنگ هم گرايي كندتر نسبت به 
روش هاي زير فضا، به تكرارهاي متوالي بیشتری براي رسیدن به 

هم گرايي نیاز دارد.
تعداد تكرارها در دو روش زير فضا نزديك به هم بوده كه اين 
امر بیان گر آهنگ هم گرايي بالا در استفاده از روش هايي بر مبناي 
تشكیل زير فضا براي حل مساله وارون است. با مقايسه شكل 12 
 Hessisn ماتريس SVD و 13 در مورد روش زير فضا بر مبناي
و روش گراديان زير فضا، مي توان گفت كه گام اجراي برنامه در 

1-  Data Loading
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 Hessisn ماتريس SVD يك تكرار در روش زير فضا بر مبناي
كمتر از روش گراديان زير فضا است و يكي ديگر از مزاياي اين 

روش محسوب مي شود.

مقایسه عدم قطعيت در تخمين پارامترهاي مدل
تخمین  از  استفاده  با  پارامترها  در  قطعیت  عدم   8 شكل  در 
ماتريس كواريانس پارامترهاي مدل براي هر سه روش ذكر شده 

نشان داده شده است.
در شكل14، روش گراديان زير فضا داراي كمترين میزان عدم 
قطعیت در تعیین پارامترهاي مدل است. در صورتي كه به مدل هاي 
تخمین زده شده با استفاده از روش گراديان زير فضا در شكل 5 
توجه شود، به روشني مي توان ديد كه میزان عدم قطعیت واقعي 
در تخمین پارامترهاي مدل و بازيافت سنگ كف مدل سازي شده، 
بسیار بیشتر از مقاديري است كه در شكل 14 نمايش داده شده 
است ) میانگین مقادير عدم قطعیت در اين روش كمتر از 0/5 متر 
است(. به بیان ديگر، عدم قطعیت در اين روش، مبتني بر واقعیات 
فیزيكي و ساختار مورد مطالعه نیست و صرفاً به دلیل الگوريتم 
رياضي مورد استفاده قرار گرفته در اين روش )تعداد بردارهاي 

با  پارامترهاي مدل  تعیین  میانگین عدم قطعیت در  مقايسه  شكل 14- 
 Marquardt-Levenberg پشت: روش  رديف  متفاوت.  نوفه  سطوح 
، رديف وسط: روش گراديان زير فضا، رديف جلو: روش زير فضا بر 

Hessian ماتريس SVD مبناي

پايه كم در تصوير سازي و تشكیل زير فضا( مي باشد.
 Hessian ماتريس   SVD مبناي  بر  فضا  زير  روش های  مورد  در 
قطعیت  عدم  داراي  اول  روش   Marquardt-Levenberg روش  و 
نشان مي دهد  اين مطلب  است.  نوفه 10% و %20  كمتري در سطح 
خطاي موجود در داده ها به واسطه الگوريتم پیشرفته، كمتر در تخمین 
عدم   %40 نوفه  سطح  مورد  در  است.  شده  پخش  مدل  پارامترهاي 
قطعیت میان دو روش، نزديك به هم بوده و اختلاف آن ها در مقايسه 
با عمق سنگ كف قابل اغماض است. با مقايسه دو شكل 3 و 7 مربوط 
به مدل عمقي بازيافت شده توسط وارون سازي در دو روش ياد شده، 

مشاهده مي شود كه عدم قطعیت بدست آمده با استفاده از روش زير 
فضا بر مبناي SVD ماتريس Hessian در مقابل اين پارامتر در روش 

Marquardt-Levenberg ، به جواب مساله  نزديك تر است.
 

نتيجه گيري
 SVD مبناي  بر  زير فضا  براي روش  تفكیك  ماتريس قدرت 
ساختار  به  نزديك  بسیار  ساختار  داراي   ،  Hessian ماتريس 
بوده  متمركز  ماتريس،  قطر  مولفات روي  ماتريس هماني است. 
و دامنه عناصر قطري نیز بالاتر از دو روش ديگر است. استقلال 
و يكتايي پارامترهاي مدل در اين روش از مزاياي برجسته روش 
به  مربوط  مربعي خطا  میانگین  ريشه  كاهش  روند  است.  مزبور 
داده هاي مصنوعي و داده هاي تخمین زده شده در وارون سازي 
مبتني بر روش هاي زير فضا داراي منحني كاهش خطاي مجذور 
در  به هم گرايي مطلوب  بسیار شديد و رسیدن  افت  با  میانگین 
منحني مشابه در روش  مقابل،  در  ابتدايي مي باشند.  تكرار  چند 
خطاي  كاهش  در  ملايم  آهنگ  داراي   Marquardt-Levenberg
مجذور میانگین است. هم گرايي سريع، يكي ديگر از نقاط قوت 
است.  فضا  زير  از  استفاده  با  وارون سازي  روش هاي  برجسته 
همچنین پايداري وارون سازي بر مبناي استفاده از روش هاي زير 
فضا نسبت به روش Marquardt-Levenberg ، مزيت ديگر اين 
بر  فضا  زير  روش  است.  متداول  روش هاي  به  نسبت  روش ها 
بیشتري  پايداري  داراي  حتي   ،  Hessian ماتريس   SVD مبناي 
نسبت به روش گراديان زير فضا است. اين مطلب در تكرارهاي 

بالاتر، قابل ملاحظه است.
بر  ارائه شده، روش زير فضا  رايانه اي  برنامه هاي  به  استناد  با 
مبناي SVD ماتريس Hessisn ، در هر سه سطح نوفه داراي زمان 
اجرا و تكرار هاي كمتر به منظور هم گرايي، نسبت به دو روش 
ديگر است. اين مطلب در مورد مسايل بزرگ مقیاس از اهمیت 
ويژه اي برخوردار است زيرا با افزايش ابعاد مساله، زمان اجراي 
مي يابد.  افزايش  نمايي  الگوي  يك  صورت  به  رايانه اي  برنامه 
بنابراين، الگوريتم هايي كه قابلیت رسیدن به هم گرايي را با تعداد 
تكرار كمتر و زمان اجراي كمتري دارا باشند، در وارون سازي هاي 
قطعیت  عدم  برخوردارند.  بالايي  اولويت  از  ژئوفیزيكي  مسايل 
 SVD در پارامترهاي مدل با استفاده از روش زير فضا بر مبناي
ماتريس Hessian در مقابل دو روش ديگر، داراي بازه كوچك تر 

و تقريب منطقي تری از پخش خطا روي پارامترهاي مدل است.

منابع
- Corbato, C.E. 1965. A least-square proce-

dure for gravity interpretation. Geophysics 30, 
228-233.

- Jackson, D.D. 1972. Interpretation of inac-
curate and inconsistent data, Geophys  J.R.Astr.
Soc. 28, 97-109.

- Kennett, B.L.N. and Sambridge, M.S. 1998. 

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


89

علی نجاتی کلاته و همکاران 

Inversion for multiple parameter classes. Geo-
phys. Journal.Int. 135, 304-306. 

- Kennett, B.L.N. and Williamson, P.R. 1988. 
Subspace methods for large-scale nonlinear in-
version, Mathematical Geophysics: a survey of 
recent development in seismology and geody-
namics, Dordrecht. 139-154. 

- Kunaratnam , K. 1972 An interactive meth-
od for solution of a non linear inverse problem 
in magnetic interpretation. Geophysical Pros-
pecting, 20, 439-447. 

- Menke, W., 1989, Geophysical Data Analysis 
Discrete Inverse Theory : Academic Press Inc.

- Meju, M.A. 1994. Geophysical Data Analy-
sis: Understanding Inverse Problem Theory and 
Practice, Society of Exploration Geophysics.

- Mickus, K.L. 1992. Inversion of gravity and 
magnetic data for lower surface of a 2.5 dimen-
sional sedimentary basin. Geophysical Prospect-
ing, 40, 171-191.

- Minichetti, V. 1983. Simultaneous interac-
tive magnetic and gravity inversion.  Geophysi-
cal Prospecting, 31, 929-944.

- Mirzaei, M. and Bredewout, J.W. 1996. 3-D 
Microgravity data inversion for detecting cavi-
ties, European journal of environmental and en-
gineering geophysics, 1, 249-270.

- Marquardt, D.W. 1963. An algorithm for 
Least-square estimation of Non-Linear param-

eters, J. Soc. Indust. Applied. Mathematics. II, 
276-291.

- Oldenburg, D.w., McGillivary, P.R. and El-
lis, R.G. 1993. Generalized subspace method for 
large-scale inverse problems. Geophys.Journal.
Int. 114, 12-20. 

- Oldenburg, D.w., Unsworth, M. 1995. 
Subspace inversion of electromagnetic data: 
application to mid-ocean-ridge exploration. 
Geophys.J.int. 123, 161-168.

- Pedersen, L. B., 1977. Interpretation of 
potential field data - A generalized inverse ap-
proach: Geophys. Prosp., Europia  Association 
Geoscience Engineeving, 25, 199-230. 

- Sambridge, M.S. 1991. Non-linear arrival 
time inversion: constraining velocity anoma-
lies by seeking smooth models in 3-D. Geophys 
Journal Int. 102, 635-677.

- Tarantola, A., 2005. Inverse Problem The-
ory: Methods for data fitting and model param-
eter estimation :Elsivier, Amsterdam, The Neth-
erlands.

- Thurston, J.B., Smith, R.S., Guillon, J. 2002. 
A multimodel method for depth estimation from 
magnetic data Geophysics, 67, 555-561.

- Wang, Y, and Houseman, G. A. 1994. In-
version of reflection seismic amplitude data for 
interface geometry, Geophys. Journal. Int. 117, 
92-110.

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir

