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 براي میانگین زمان پاسخ هاي اطمینان خودگردان مقایسه بازه
 سازي شبیهدریک مطالعه 

 صفوي  ، علیرضا افشاري1زاده چبق، بهمن تارویردي زاده قره حسین کاظم
 گروه ریاضی، واحد ماکو، دانشگاه آزاد اسلامی، ماکو، ایران

  23/6/1393 :تاریخ پذیرش     23/10/1392 :تاریخ دریافت

بندي در  ي صف سازي سامانه میانگین زمان پاسخ نقش مهمی را در تحلیل و بهینه :چکیده
در این مقاله براي میانگین زمان پاسخ در مدل . کند ایفا می ها دهنده سرویستعیین تعداد و نوع 

/بندي  صف /1M G با الگوي ورودFCFS ي ناپارامتري  هاي اطمینانی بر اساس روش دلتا بازه
ي اطمینان به روش  بازه: اند از ها عبارت است که این روش تولیدشدهو پنج روش خودگردان 

ي  ي نرمال، بازه ي اطمینان خودگردان به شیوه دلتاي ناپارامتري بر مبناي تابع نفوذ، بازه
ي اطمینان خودگردان تصحیح  خودگران، بازه تیي اطمینان  خودگردان، بازهی اطمینان صدک

ي این  مقایسه منظور به. ي کمیت محوري ي اطمینان خودگردان به شیوه اریبی شتابیده و بازه
ي اطمینان براي  ها سازي دقت و عملکرد این بازه ي شبیه شده، در یک مطالعه ارائهشش روش 

/بندي متفاوت  سه نوع مدل صف /1M G  با الگوي ورودFCFS بر اساس دو معیار درصد ،
 .است قرارگرفته موردبررسیي اطمینان  ها دهی و میانگین طول بازه پوشش
تابع  ،ناپارامتريروش دلتاي  ،ي اطمینان بر اساس کمیت محوري بازه بندي، صف :کلیدي يها واژه
  .میانگین زمان پاسخ ،نفوذ

 .40F62 ،15G62 ):2010(بندي ریاضی  موضوعکد 

 مقدمه -1
یکی از . گیرد می انجام 1نبود مؤثربر اساس معیارهاي  معمولاًبندي  هاي صف سازي مدل بهینه
 گیرند میاست، زیرا بر اساس آن متقاضیان تصمیم  2خترین این معیارها میانگین زمان پاس مهم

                                                                                                                                         
 bahtary@gmail.com زاده بهمن تارویردي: آدرس الکترونیکی نویسنده مسئول مقاله -1
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اما براي به دست آوردن این معیار لازم است متغیرهاي موجود در . که به سامانه وارد شوند یا نه
توزیع زمان  که اینبا توجه به . مدل شناسایی و سپس توزیع این متغیرها به دست آورده شوند

اي براي آن یافت  ده و بسته بندي کلی بوده و شکل سا هاي صف سرویس در بعضی از مدل
یکی از . بودن را محاسبه کرد مؤثرتوان این معیارهاي  کاربردي نمی مسائلد، لذا در شو نمی
استفاده از بودن در این شرایط،  مؤثرمعیارهاي  برآوردهاي معمول براي تحلیل، بررسی و  روش

است  با جایگذاريي  هاي تولید نمونه به شیوه این روش یکی از روش. است 2نروش خودگردا
 .ها نامعلوم باشد توزیع داده براي زمانی که

د و کارهاي وش یافت می ندرت بههاي استنباط آماري  بندي، مبحث هاي صف در بررسی مدل
. است گرفته انجامتر از طریق استنباط آماري پارامتري  هایی بیش شده بر روي چنین مسئله انجام
بررسی استنباط آماري از . دوش در این نوع استنباط توزیع جامعه معلوم فرض می که طوري به

نخستین بار، . است گرفته انجامبندي توسط افرادي  هاي صف این طریق بر روي پارامترهاي مدل
 برآورد يو. مطرح شد ]1[ بندي، توسط کلارك هاي صف پارامترها در مدل برآوردي  مسئله

/ بندي ماکسیمم درستنمایی  براي نرخ ورود و سرویس در یک مدل صف /M M را  1
بین دو ورود  زمان مدتاین است که توزیع  ي دهنده نشاناول  M ، کهقرار داد موردمطالعه

این است که الگوي توزیع احتمال زمان سرویس نیز نمایی و عدد  ي کننده ارائهدوم  M نمایی،
هاي اطمینان در  بازه ]2[ فورس سپس لیلی. استهاي سرویس  تعداد باجه ي دهنده نشانیک 
/هاي  صف /1M M،/ /1kM E  و/ / 2M M  علاوه باساوا و  به. قرار داد موردبررسیرا
هریري ابو و ، و ]7[ ، جین]6[ ، روبین و رابسون]5[ ، جین و تمپلتون]4[ ، دیو و شاه]3[ پرابهو

بندي کارهاي  هاي صف ي استنباط آماري بر روي مدل در زمینه ]9[ و همکاران و باساوا ]8[
 یسسروتر نرخ ورود، نرخ سرویس و میانگین تعداد متقاضیان  اند که بیش انجام داده یتوجه قابل

 .اند قرار داده موردبررسیرا  گرفته
ي  هاي نظریه از دیدگاه استنباط آماري ناپارامتري، تاکنون تعداد اندکی از پژوهشگران، مسئله

، روش 3گیري نمونه به روش باز ]11و  10[ افرون. اند قرار داده موردمطالعهبندي را  صف
 طور بهاست که  یريگ بازنمونهخودگردان یک روش . خودگردان را پیشنهاد و آن را گسترش داد

هاي  امروزه، با توجه به هزینه. کاربرداي هر آماره به  توزیع نمونه برآوردتوان آن را در  می يمؤثر
ترین روش  افزارهاي آماري، روش خودگردان یکی از پرطرفدارترین و توانا گیري و نرم نمونه
، ]12[اي، افرون و گانگ  بازه برآوردي  در زمینه ویژه بهناپارامتري تبدیل شده است،  برآورد

                                                                                                                                         
1- Measurement of Effectiveness 
2- Bootstrap 
3- Resampling 
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. اند ي اطمینان به روش خودگردان ارائه کرده بازه ]14[ و افرون ]13[ افرون و تیبشیرانی
/بندي  در مدل صف ]15[ همچنین چو و کی /1M G هاي اطمینان براي  به بررسی بازه

براي میانگین زمان پاسخ ] 16[ و چو و کی میانگین زمان پاسخ به روش خودگردان پرداختند
/بندي  در مدل صف /1G G ي اطمینان خودگردان را ایجاد کردند چهار بازه. 

اي براي میانگین زمان پاسخ بر اساس روش   بازه برآوردهدف این مقاله، تحقیق و بررسی 
اي براي  گر نقطهبرآورددر بخش دوم، ابتدا یک . ناپارامتري است يخودگردان و روش دلتا

/بندي  میانگین زمان پاسخ مدل صف /1M G ودبا الگوي ور FCFS این  ي دهنده نشان( 1
. شود به دست آورده می) باشد است که نظم صف براي دریافت سرویس به ترتیب ورود افراد می

و تابع نفوذ  2اي براي ورود به بخش اصلی مقاله، تابع نفوذ مقدمه عنوان بهسپس در بخش سوم، 
در بخش چهارم، تابع نفوذ و تابع نفوذ تجربی براي میانگین زمان . شوند شرح داده می یتجرب

ي اطمینان براي  یک بازه 3شود و با استفاده از روش دلتاي ناپارامتري پاسخ به دست آورده می
خودگردان میانگین زمان پاسخ  برآورددر بخش پنجم، . شود میمیانگین زمان پاسخ ایجاد 

هاي اطمینان به پنج روش خودگردان را براي میانگین زمان پاسخ  شود و سپس بازه بررسی می
ي اطمینان خودگردان و روش دلتاي ناپارامتري به  در بخش ششم، بازه. شود به دست آورده می

محاسبه کرده و سپس بر اساس درصد پوشش و  بندي را سازي براي سه مدل صف روش شبیه
در بخش هفتم،  درنهایت. گیرد قرار می موردبررسی ها آنها عملکرد  میانگین طول بازه

هاي خودگردان و روش دلتاي ناپارامتري براي  ي روش درباره هایی یشنهادپگیري و  نتیجه
/بندي  میانگین زمان پاسخ در مدل صف /1M G شود می ارائه. 

/بندي  میانگین زمان پاسخ در مدل صف برآورد -2 /M G 1 
1,..., فرض کنید nX X اي تصادفی از یک نمونهX با تابع توزیع(.)F 1,..., و همچنین nY Y 

داراي توزیع نمایی با  Xکه طوري بهباشند،  H(.)با تابع توزیع  Yاي تصادفی از نمونه
)نماد  ینجاادر . مستقل است Yبوده و از  1میانگین  , )i iX Y هاي بین  براي نمایش زمان

/بندي  امین متقاضی از یک مدل صفiدو ورود متوالی و سرویس براي /1M G بانظم
FCFS با  متوسط تعداد متقاضیان در سامانه برابر است ینبنابرا. رود به کار می: 

( )( )
( )
E YE N

2 2

2 1  )1                                                   (  

                                                                                                                                         
1 -First come first served 
2 -Influence function 
3 -Nonparametric delta method 
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) ،از زمان هرلحظهتعداد متقاضیان در سامانه در  Nکه در آن )E Y  شدت ترافیک
) ،)وري ضریب بهره( )E Y ،میانگین زمان سرویس ( )E Y ي  ي گشتاور مرتبه دهنده نشان 2

 .هستند H(.)دوم توزیع 
ي میانگین  براي محاسبه. زمان پاسخ در حالت پایا است ي دهنده نشان Rحال فرض کنید 
) زمان پاسخ یعنی )E R، کنیم که در آن ي معروف لیتل استفاده می از رابطه ( )E N 

بندي در حالت پایا است و  ي صف میانگین تعداد متقاضیان در یک سامانه ي دهنده نشان
است این رابطه عبارت . شود ضرب نرخ ورود در میانگین زمان پاسخ تعریف می حاصل صورت به
) از ) ( )E N E R .بنابراین،( )E R برابر است با:  

( ) ( )( ) ( )
( )

( )( ) .
( ( ))

E N E YE R E Y

E YE Y
E Y

2

2

1

2 1

                       2

 

1,..., اي نمونههاي میانگینبه ترتیب  Yو  X حال فرض کنید nX X  و, . . . ,1 nY Y ،
2/همچنین 

2
1

n

i
i

m Y n 1,..., اي ي دوم نمونه ي گشتاور مرتبه دهنده نشان nY Y بنا . دباش
، 1گرهاي سازگار قوي ازبرآوردبه ترتیب  2m و X ،Y قانون قوي اعداد بزرگ بر

( )E Y و( )E Y ) گر برايبرآورد، یک بنابراین .هستند 2 )E Rبرابر است با ،:  

mr̂ Y
(X Y)

2

2
 

)گر سازگار قوي ازبرآوردي حد مرکزي یک  قضیه اسلاتسکی و قضیه بنا برکه  )E R  است و
براي نشان دادن rدر ادامه براي سادگی از نماد . باشد تقریبی داراي توزیع نرمال می طور به

( )E R کنیم استفاده می. 

 نفوذتابع  -3
براي آَشنایی با تابع نفوذ . گیرد قرار می مورداستفادهتابع نفوذ براي تقریب خطاي استاندارد 

را معرفی کرده و سپس تابع نفوذ و تابع  1ابتدا مشتق گته ایکس. شود مطالبی در زیر ارائه می

                                                                                                                                         
1- Gateaux derivative 
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 ارائه هاي تابع نفوذ را در انتهاي این بخش نیز برخی از ویژگی. شود می ارائه نفوذ تجربی
 .کنیم می

)ایکس مشتق گته :1تعریف )T F در جهتG شود زیر تعریف می صورت به: 
(( ) ) ( )( ) limF

T F G T FL G 1 . 

) نویسیم ، میبنابراینباشد،  xي چگال در یک نقطه xG اگر ) ( )F F xL x L  و آن را
 :در این صورت. نامیم تابع نفوذ می

(( ) ) ( )( ) lim x
F

T F T FL x 1 . 

ˆصورت بهتابع نفوذ تجربی نیز 
ˆ( ) ( )

nFL x L x شود و برابر است با تعریف می: 
ˆ ˆ(( ) ) ( )ˆ( ) lim n x nT F T FL x 1 . 

)هاي بالا منظور از در تمامی رابطه )T F هر تابعی از( )F x است. 
د فرض کنی ي اطمینان به روش دلتاي ناپارامتري اگر اکنون براي به دست آوردن یک بازه

( ) ( ) ( )T F a x dF x ،( ) ( ) ( ( ) ( ) )FL x d F x a x T F d2 2 و  2

ˆ ˆˆ ( ) ( ( ) ( ))
n n

i i n
i i

L x a x T F
n n

2 2 2

1 1

1  باشد، در این صورت 1

ˆ( ) ( ) ( , )nn T F T F N 2, )2  
 و

ˆ
ˆ ,P PSe

Se
2 2   1 

)ˆ در آن که ( ))nSe Var T F. وˆ
Ŝe

n
به روش دلتاي ي اطمینان  ک بازهی بنابراین. 

)برايناپارامتري  )T F 17[ با استرابر ب[: 
ˆˆ( )nT F Z Se

2
. 
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مدل اي براي میانگین زمان پاسخ  بازه برآوردتابع نفوذ تجربی و  ،تابع نفوذ -4
/ بندي صف / 1M G 

/ بندي صف مدل یک قضیه تابع نفوذ براي میانگین زمان پاسخ ارائهدر این بخش با  /1M G 
ي اطمینان براي  ناپارامتري بازه يسپس با استفاده از روش دلتا. شود به دست آورده می
 .شود ارائه می میانگین زمان پاسخ

1,...,اگر : 1  قضیه nX X ي تصادفی از یک نمونهX با تابع توزیع(.)F  1,...,و nY Y اي  نمونه
 :برابر است با Yو Xباشد در این صورت تابع نفوذ H(.)با تابع توزیع  Yتصادفی از

( , ) ( ) ( ) ( )L x y T F E y a b c  
 که در آن

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) .
( ) ( )

E x E y
a y E y

E y E x E y

y E yb
E y
x E xc

E x E y

2

2 2

2

2 1    

 

) ابتدا :اثبات )T F شود زیر تعریف می صورت به) 1(ي  با استفاده از رابطه : 
( )( ) ( )

( ) ( )
E yT F E y

E x E y

2

2  

 :توان نوشت به بیانی دیگر می
( )( ) ( )

( ( ) ( )
T FT F T F

T F T F
2

1
3 12  

) که در آن )T F  تابعی از( )1T F و( )2T F  و( )3T F است به این معنی که: 
( ) ( ), ( ), ( )T F a T F T F T F1 2 3  

 و در آن

( ) ( ) ( )T F ydF T F y dF T F x dF2
1 1 2 2 3 3,     ,       
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 :شود می ارائهزیر  صورت بهاي، تابع نفوذ  ي زنجیره با استفاده از قاعده

( ) ( )i
i

aL x L x
t

 

 که طوري به
(( ) ) ( )( ) lim i x i

i
T F T FL x 1 . 

( , , )
( )

ta t t t t
t t

2
1 2 3 1

3 12
 :حال اگر باشد، در این صورت 

( ) ( ) ( )
( )

ta L y a y T F y ydF
t t t

2
1 12

1 3 1
1 ,    2

)2                  (  

( ) ( ) ( )
( )

a L y a y T F y y dF
t t t

2 2
2 2

2 3 1

1 ,   2
)3                      (  

( ) ( ) ( )
( )

ta L x a x T F x x dF
t t t

2
3 32

3 3 1
,   2

)4                      (  

)در) 4(و ) 3(و ) 2(هاي  سپس با جایگذاري رابطه )L x داریم: 

 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

t tL x y L y L y L x
t t t t t t

2 2
1 2 32 2

3 1 3 1 3 1

11   2 2 2
 

)، t1 ،t2 ،t3 که با قرار دادن )L x1 ،( )L y2  و( )L y3 آمده دست بههاي  از رابطه ،( , )L x y  به
 :شودحاصل میشکل زیر 

( )( , ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

E yL x y y E y y E y
E x E yE x E y

E y x E x
E x E y

2
2 2

2

2

2

11 22

            
2

 

)تابعی از برحسبحال پس از ساده کردن رابطه بالا تابع نفوذ  )T F به دست  زیر صورت به
 .آید می
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( ( ) ( ))( , ) ( ( ) ( )) ) ( ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

E x E yL x y T F E y y E y
E y E x E y

y E y x E x
E y E x E y

2

2 2

2

2 1  

                 
 

,تعریفو با توجه به  ,a b c  شود حاصل میزیر  صورت بهتابع نفوذ: 
( , ) ( ) ( ) ( )L x y T F E y a b c  

به روش دلتاي ناپارامتري، با استفاده  ي اطمینان میانگین زمان پاسخ براي به دست آوردن بازه
آورده  به دست ي بالا  با استفاده از قضیه، تابع نفوذ تجربی آن  از تابع نفوذ میانگین زمان پاسخ

ˆ با است برابرشود که  می ˆ( , ) ( ( ) )i i nL X Y T F Y A B C ،که در آن: 

( )( ) )

n

i i
i i

in n

i i
i i

Y Y
X XX Y nA Y Y B C

X Y X YY Y
n n

2 2

1

2 2

1 1

1
2 1  (  ,   ,  1 1  

/بندي  براي مدل صف ي اطمینان میانگین زمان پاسخ ، بازهبنابراین /1M G  بر اساس روش
 :دلتاي ناپارامتري برابر است با

ˆ ( , )
( )

n

i n
i

i i
i

Y
n

Y Z L X Y
X Y n

2

21
2

2 1

1
1

2 . 

 روش خودگردان -5

ي براي برآورددر این روش، هدف تعیین . است با جایگذاريگیري  این روش، یک روش نمونه
هاي اطمینان نیز  علاوه از این روش براي ساختن بازه به. باشد می موردنظري  واریانس آماره
)براي این منظور، فرض کنید . شود استفاده می , , )n nT g X X, )n,,1 باشد موردنظري  آماره .

)ي  کننده برآوردي واریانس  جهت محاسبه , ,n nT g X X, , n, ,,, هاي زیر را انجام  ، گام1,,
 :دهیم می

* تصادفیي  نمونه .1 *, , nX X *, nX,1 را از تابع توزیع تجربی n̂F کنیم، انتخاب می 
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* ي بر اساس نمونه. 2 *, , nX X *, nX,1 تابع ،* * *( , , )n nT g X X *)*
n,,1 شود، محاسبه می 

*شوند و بر اساس تکرارها  بار تکرار می B، 2 و 1 هاي گام. 3 *
, ,,...,n B nT T  . شوند یز محاسبه می1

احتمال  n̂F ازآنجاکهتوجه داشته باشید، 
n
اي  دهد، لذا تولید نمونه را به هر داده نسبت می 1

هاي  از داده با جایگذاريتایی n اي تصادفی ، با تولید نمونهn̂Fاز  با جایگذاريتایی n تصادفی
:زیر در نظر گرفت صورت بهرا 1توان گام  اصلی یکسان است، پس می

 
 

*ي  نمونه. 1 *, , nX X *, nX,1 با جایگذاري از , , nX X, nX,1 شود، انتخاب می 
زیر  صورت بهي خودگردان  ، به شیوهbootV ، یعنیموردنظري  آماره ي کننده برآوردواریانس . 4

 : شود محاسبه می

* *
, ,( )

B B

boot n b n r
b r

V T T
B B

2

1 1

1 1 . 

/خودگردان میانگین زمان پاسخ مدل صف  برآورد -5-1 /1M G 
,فرض کنید ,1 , nX Xاي با توزیع اي از جامعه ، نمونه (.)F1,..., ، و همچنین nY Y  نیز

*بر اساس روش خودگردان . باشند H(.) اي با توزیع ي دیگري از جامعه نمونه *, ,1
*, nX X ،

, ي خودگردان است که از تابع توزیع تجربی که بر اساس یک نمونه ,1 , nX X شده محاسبه 
* هاي خودگردان ایم و به طریق مشابه نمونه است، به دست آورده *,..., nY Y1   نیز به دست آورده

هاي خودگردان  نمونه بر اساسمیانگین زمان پاسخ  برآوردبا توجه به مطالب فوق،  .شود می
 :زیر است صورت به

*
* *

* *

mr̂ Y
(X Y )

2

2 . 

*  اي از هاي نمونه ، به ترتیب میانگینY* و X* ي بالا در رابطه *, ,1
*, nX Xو * *,...,1 nY Y و

*m2 اي گشتاور دوم نمونه * *,...,1 nY Y هستند و *r̂ خودگردان  برآوردr̂ شود نامیده می .
بار تکرار  Bفرض کنید این فرایند. تواند چندین بار تکرار شود گیري بالا می فرایند بازنمونه

* هاي خودگردانبرآورددر این صورت، . شده است *
1̂ ˆ, , *ˆ, Br rهاي  توان از نمونه ، را نیز می

* ي میانگین با محاسبه. محاسبه نمود یريگ بازنمونهاز روش  آمده دست به *
1̂ ˆ, , *ˆ, Br rداریم ، : 
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*ˆ ˆ
B

B B
i

r r
B 1

1  

زیر  صورت به B̂rخطاي استاندارد است و ) میانگین زمان پاسخ( r خودگردان برآوردکه 
 : باشد می

*ˆ ˆ ˆ( ) ( )
B

B i B
i

se r r r
B

1
22

1

1 . 

/ي اطمینان میانگین زمان پاسخ مدل صف  بازهخودگردان  برآورد -5-2 /1M G 
/بندي  قبل، براي مدل صف هاي در بخش /1M G ،نگین زمان پاسخ را  خودگردان میا برآورد

 بندي هاي اطمینان خودگردان براي میانگین زمان پاسخ را در مدل صف حال بازه. بررسی کردیم
/ /1M G با نظم ورودي FCFS ،شود هاي اطمینان در ادامه آورده می این بازه .سازیم می. 

 ي نرمال  ي اطمینان خودگردان به شیوه بازه -5-2-1
داراي توزیع تقریبی نرمال ) میانگین زمان پاسخ برآورد( r̂ ي حد مرکزي، با توجه به قضیه

ي نرمال براي میانگین زمان پاسخ  به شیوه (SB)1ي اطمینان خودگردان یک بازه بنابراین. است
/ بندي در مدل صف /M G  :زیر است صورت به 1

ˆ ˆ ˆ ˆ( . ( ), . ( ))B Br Z se r r Z se r
2 2

 

Z ي اطمینان بالا که در بازه
2

 . ام از توزیع نرمال استاندارد است2 ، چندك

 ي اطمینان صدکی خودگردان  بازه -5-2-2
*اگر  *ˆ ˆ, , Br r*ˆ, Br, B1 هاي خودگردان از توزیعr̂ )و ) میانگین زمان پاسخ برآورد* *

( )ˆ ˆ,..., Br r(1) 
* هاي ترتیبی آماره *ˆ ˆ, , Br r*ˆ, Br, B1 از توزیع  2 هاي باشند، در این صورت با استفاده از صدك

                                                                                                                                         
1- Standard Bootstarp 
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برابر  r ها براي بر مبناي صدك (PB) 1خودگردان صدکی ي اطمینان خودگردان، یک بازه
 :است با

* *
[( ) ] [( ) ]
ˆ ˆ( , )

B B
r r

12 2
 

] که در آن ]x عدد صحیح جزءي  دهنده نشان x است. 

 )12BTروش (ي اطمینان تی خودگران  بازه-5-2-3
 25، بایستی )میانگین زمان پاسخ برآورد( r̂ خطاي استاندارد برآورد منظور بهدر این حالت 

) ي دیگر خودگردان نمونه , ),...,( , )s s s sX Y X Y1 1 25 25  , ),...,( , )s s s s) (, ),...,( ,, ),...,( ,) (, ),...,( ,),...,( ,, ),...,( هاي اصلی  ، از نمونه,
( , ) ( ,..., ; ,..., )n nX Y X X Y Y1 1 ) (, ) ( ,., ) ( ي خودگردان  نمونه 25انتخاب شوند و سپس مطابق با هر  .,

 :شوند مقدارهاي زیر محاسبه می

ˆ
( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ( )

s
js s

j j s s
j j

s s
j

j

s s
j

j

m
r Y j

X Y

r r

s r r

2

25

1
1

25 22

1

,           1,...,25
2

1
25

1
25

 

sهاي بالا،  که در رابطه
jX اي از  میانگین نمونهs

jX s
jX jها و s

jY اي از میانگین نمونهs
jY s
jY jها است .

*حال اگر *ˆ ˆ ˆ( )i iz r r s* ˆ ˆ*( )ˆ ˆ*
i( s( iبراي )( BB1,...,  در این صورت* *,..., Bz z1ي تصادفی از  ، نمونه

هاي هاي نمونه کارگیري صدك با به بنابراین، )1986، افرون و تیبشیرانی(باشند  tتوزیع تقریبی
* *,...,1 Bz z2تی خودگردان ي اطمینان ، بازه(BT)  با میزان اطمینان( )%100 براي  1

 :زیر است صورت بهمیانگین زمان پاسخ 

( ) ( )
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( . ( ), . ( ))B Br t se r r t se r

1 2 2
 

                                                                                                                                         
1- Percentile Bootstrap 
2- Bootstrap-t 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 118                                    چبق و همکاران زاده قره حسین کاظم 

 

که در آن
( )

t̂
2

* هاي تصادفی ام از نمونه2 صدك  *,..., Bz z1 است. 

 )13BCaروش ( خودگردان تصحیح اریبی شتابیده ي اطمینان بازه-5-2-4

* توزیع خودگردان *ˆ ˆ, , Br r*ˆ, Br, B1 روش چهارم بر اساس این اریبی  بنابراین. ممکن است اریب باشد
 دهیم قرار می. است شده طراحیو همگرایی سریع توزیع خودگردان 

*ˆ ˆ( )B
i

i

I r rp
B1

p  

ˆ کنیم تعریف می. گر است یک تابع نشان I(.)که در آن  ( )z p-1 )z p( 1-باشد که در آن 
)چنانچههمچنین، . است  ي تابع معکوس توزیع نرمال استاندارد دهنده نشان )X i( )X )و ) )Y i( )Y ( 
)ˆ اند و حذف شده iyو ixي امین مشاهدهiها آنهایی باشند که در  نمونه )r i گربرآورد r 

)هاي شده با استفاده از نمونه محاسبه )X i( )X ) و ) )Y i( )Y  کنیم تعریف می. است )

ˆ ˆ( ( ))
ˆ ,

ˆ ˆ( ( ))

ˆ( )ˆ

n

c
i

n

c
i

n

c
i

r r i

a

r r i

r ir
n

3

1
32

2

1

1

6  

ي  در این صورت بازه. شوند به ترتیب تصحیح اریبی و شتاب اریبی نامیده می âو  ẑzکه 
)1اطمینان خودگردان تصحیح و شتاب اریبی )%100 براي میانگین زمان پاسخ برابر است  1

 :با
* *ˆ ˆ( ( , ), ( , ))r B r B1 2  

 آن که در

                                                                                                                                         
1- Bias-corrected and accelerated 
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ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) .

z z z a z z

z z z a z z

1 1 2 1 2

2 2 2

1

1

))(z ( )1 2(z ( ))))z ( )) (((((((

.))(((z ( )2(z ( ))z ( )) (((((((((
 

 يي کمیت محور ي اطمینان خودگردان به شیوه بازه -5-2-5

)فرض کنید  )T F ) هر تابعی از توزیعF ( وˆ ˆ( )n nT F باشد  پارامتر برآورد .
ˆ صورت بهکمیت محوري را 

n nR فرض کنید . گیریم در نظر می( )H 
 :باشدبه صورت زیر تابع توزیع تجمعی این کمیت محوري  ي دهنده نشان

( ) ( )F nH P R  

*همچنین فرض کنید  ( , )nC c d باشد که در آن  ي اطمینان براي یک بازه 
ˆ ( / )nc H 1 1 ˆو  2 ( /nd H 1 c, اما. هستند (2 d  به توزیعH  وابسته

. شود برآوردنیز به روش خودگردان  Hپس لازم است توزیع. باشد است و این توزیع نامعلوم می
 :گیرد زیر انجام می صورت به برآورداین 

*
,

ˆ ( ) ( )
B

n b
b

H I R
B 1

1  

*ي بالا  در رابطه *
, ,

ˆ ˆ
n b n b nRحال فرض کنید . ، است*R ،اي  چندك نمونه ي دهنده نشان

*ام از *
, ,, ,1n n BR R *

n B,,R,  ام ازاي ي چندك نمونه دهنده ، نشان*و همچنین 
* *

, ,, ,1n n B
*
n B,, *باشند و  ,* *

n̂R .یجهدرنت ˆˆ( , )nC c d ي اطمینان تقریبی یک بازه 
( )%100  :زیر هستند صورت به d̂و  ĉاست، که در آن  1

* *

* *

ˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( )

n n n

n n n

c H R

d H R

1
1 12 2

1

2 2

1 22

22

 

)ي اطمینان خلاصه، بازه طور به )%100 ي کمیت محوري براي میانگین زمان  به شیوه 1
 :کرد ارائهزیر  صورت بهتوان  پاسخ را می

* *
( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( , )n n nB BC
2 212 2 . 
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 سازي ي شبیه مطالعه -6
افرون و . هاي اطمینان خوب است هاي اصلی روش خودگردان، ایجاد بازه یکی از هدف

هاي اطمینان این  منظور از خوب بودن در مورد بازه که ایناي داشتند بر  اشاره ]18[تیبشیرانی 
دهی و به دنبال آن  دقیقی در پوشش نسبتاًي اطمینان خودگردان باید عملکرد  است که بازه

براي بررسی عملکرد پنج روش  .ها داشته باشد ي موقعیت کوتاه شدن متوسط طول بازه در همه
نسبت ( دهی پوشش رصدخش قبل، ددر ب بحث شدهخودگردان و روش دلتاي ناپارامتري 

و  )دهند میانگین واقعی زمان پاسخ را پوشش می تولیدشدههاي اطمینان  دفعاتی که بازه
 . گیرد قرار می موردبررسیسازي  ي شبیه هاي اطمینان در یک مطالعه متوسط طول این بازه

و زمان 1  گینتوزیع زمان بین دو ورود، نمایی با میانفرض برآن است که براي این منظور 
) اي با میانگین سرویس داراي توزیع پیوسته )E Y 3/0و1(، )1/0و1(سپس مقدارهاي . است( ،

,(را براي زوج  )9/0و1(، )7/0و1(و ) 5/0و1( ( )E Y ( ،در نظر گرفته و براي هر زوج
 ي نمونه ي هراندازهشود و براي  تولید می 20,50,80nهاي  هاي تصادفی به اندازه نمونه

Bهاي خودگردان،  شده، تعداد نمونه انتخاب شود و با پنج روش  در نظر گرفته می 10000
 درصد 90هاي اطمینان خودگردان در سطح اطمینان  خودگردان و روش دلتاي ناپارامتري بازه

نیز،  تی خودگرداني اطمینان  براي تولید بازه. شود براي میانگین زمان پاسخ به دست آورده می
ي خطاي استاندارد  ي اصلی براي محاسبه از نمونه nي اندازه بهي خودگردان دیگر  نمونه 25

شود و درصد  مرتبه تکرار می 1000Nسازي  فرایند شبیه. است شده انتخاب r̂ي برآورد شده
ي اطمینان خودگردان و روش  ها و انحراف استاندارد براي هر پنج بازه پوشش و متوسط طول

افزار  ها در این بخش با استفاده از نرم سازي تمامی شبیه. شود دلتاي ناپارامتري، محاسبه می
ازي، سه نوع توزیع س ي شبیه در حقیقت در این مطالعه .است شده انجام Rنویسی  برنامه
)ي مختلف با میانگین  پیوسته ) 1E Y  است که  شده گرفتهبراي زمان سرویس در نظر
اي و  است، توزیع فوق نمایی چهار مرحله شده دادهنشان  Mتوزیع نمایی که با نماد : اند از عبارت

 .دهد وزیع را ارائه میتابع چگالی هر سه ت) 1(جدول . اي توزیع ارلانگ چهار مرحله

 سه توزیع مختلف زمان سرویس :1 جدول      

 تابع چگالی زمان سرویس بندي هاي صف مدل

/ /M M 1 ( )
y

h y e 

/ /M H4 1 ( ) y y y yh y e e e e1 2 3 41 2 3 43 8 1 8 2 8 2 8 
/ /M E4 1 ( ) yh y y e4 3 3! 
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هاي اطمینان هر شش روش براي  و متوسط طول بازهدهی  درصد پوشش 3و  2 هايجدول
با توجه  .دهد را نشان می 1در جدول  شده ارائهبندي  میانگین زمان پاسخ در هر سه مدل صف

دهی روش تصحیح اریبی  ي نمونه درصد پوشش توان دریافت که با افزایش اندازه می 2به جدول 
دهی روش تصحیح اریبی  است، درصد پوشش 0/9یابد و زمانی که  شتابیده نیز افزایش می

 9/0 ي شده نظر گرفتهتر از سطح در  داري کم معنی طور بهشتابیده، کمیت محوري و تابع نفوذ 
دهی مربوط به  درصد پوشش ازنظرسازي بهترین عملکرد  با توجه به نتایج شبیه درهرحال. است

 .استها  روش صدك
هاي خودگردان و روش دلتا بر مبناي تابع  هاي اطمینان روش نیز متوسط طول بازه 3  جدول

ي  اندازه که یزمانبا توجه به این نتایج . دهد هاي اطمینان را نشان می نفوذ و انحراف معیار بازه
λو  20نمونه برابر با  0 / 30 / ش دلتا هاي اطمینان مربوط به رو ترین طول بازه است کم 3

λو  20  ي نمونه اندازه زمانی کهاما . باشد می ي  ترین طول بازه در نظر گرفته شود کم 0/50/5
افزایش   80به  20 از  ي نمونه اندازه زمانی که.است کمیت محوري اطمینان مربوط به روش

λیابد، تحت  می ینان مربوط به روش دلتا است و تحت ي اطم ترین طول بازه کم 0/50/5
λ  . باشد می کمیت محوريي اطمینان مربوط به روش  ترین طول بازه کم 0/70/7

. هاي اطمینان کوتاهی هستند داراي بازه کمیت محوري و ها صدك ها روش در تمامی وضعیت
λ که یدرصورتها  صدك  هاي اطمینان در روش همچنین طول بازه نزدیک طول  0/50/5

λ که یدرصورتهاي اطمینان روش دلتا و  بازه  هاي اطمینان در روش نزدیک به طول بازه 0/70/7
 tنرمال استاندارد، کمیت محوري توزیع  هاي ها روش در تمامی وضعیت .باشد می کمیت محوري

 ازنظر کمیت محوري تري نسبت به روش دلتا و داراي عملکرد ضعیف و تصحیح اریبی شتابیده
ناپارامتري  يهاي اطمینان در روش دلتا ي طول بازه با مقایسه .ي اطمینان هستند طول بازه

λهاي ورود  توان دریافت که در نرخ براي نرخ ورودهاي مختلف می ها  طول بازه 0/7,0/90/7,0/9
هاي  که در مواردي این افزایش چندین برابر طول بازه طوري است، به یافته یشافزا شدت به

 . هاي دیگر است اطمینان در روش
روش  6براي هریک از  درصد 99ي اطمینان  در محدودهدهی  نسبت درصد پوشش 4جدول 
یق ي اطمینان دق براي یک بازهدهی  فراوانی درصد پوشش ازآنجاکه. دهد شده را ارائه می بیان

 99ي اطمینان  یک محدوده بنابرایناست  0/9pو  1000Nاي با  داراي توزیع دوجمله
 :براي احتمال پوشش برابر است با درصد

0/9 2/576 0/90 0/10 1000=0/9 0/0244=(0/876,0/924) . 
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 122                                    چبق و همکاران زاده قره حسین کاظم 

 

 درصد 90هاي اطمینان  بازهبراي دهی  درصد پوشش :2جدول 

ي  اندازه بندي هاي صف مدل
 هاي خودگردان روش  نمونه

 بندي در یک سیستم صف  نرخ ورود
1/0 3/0 5/0 7/0 9/0 

/ /M M 1 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

914/0 853/0 842/0 نرمال استاندارد 20 a 959/0 975/0 
ها صدك  844/0 854/0 883/0 a 907/0 a 758/0 

 t 827/0 811/0 854/0 861/0 796/0کمیت محوري توزیع 
 458/0 632/0 829/0 862/0 851/0 تصحیح اریبی شتابیده

 482/0 658/0 733/0 801/0 833/0 کمیت محوري
 485/0 774/0 793/0 834/0 84/0 دلتاي ناپارامتري 

887/0 نرمال استاندارد 50 a 875/0  868/0  968/0 981/0 
ها صدك  886/0 a 866/0 897/0 a 944/0 879/0 a 

t 886/0کمیت محوري توزیع  a 842/0 798/0 883/0 a 806/0 
882/0 تصحیح اریبی شتابیده a 877/0 a 896/0 a 79/0 486/0 

883/0 کمیت محوري a 836/0 78/0 73/0 613/0 
883/0 دلتاي ناپارامتري  a 859/0 826/0 843/0 602/0 

استانداردنرمال  80  889/0 a 897/0 a 895/0 a 929/0 9560/0 
ها صدك  882/0 a 880/0 a 898/0 a 945/0 915/0 a 

t 885/0کمیت محوري توزیع  a 869/0 832/0 857/0 792/0 
882/0 تصحیح اریبی شتابیده a 885/0 a 896/0 a 861/0 566/0 

889/0 کمیت محوري a 868/0 839/0 757/0 633/0 
885/0 دلتاي ناپارامتري  a 892/0 a 864/0  856/0 702/0 

/ /M E4 883/0 نرمال استاندارد 20 1 a 922/0 a 942/0 954/0 944/0 
ها صدك  879/0 a 870/0 939/0 958/0 842/0 

t 883/0کمیت محوري توزیع  a 877/0 a 890/0 a 868/0 781/0 
886/0 تصحیح اریبی شتابیده a 881/0 a 891/0 a 703/0 453/0 

895/0 کمیت محوري a 888/0 a 845/0 699/0 617/0 
881/0 دلتاي ناپارامتري  a 892/0 a 887/0 a 832/0 565/0 

892/0 نرمال استاندارد 50 a 902/0 a 941/0 945/0 961/0 
ها صدك  893/0 a 892/0 a 886/0 a 946/0 907/0 a 

t 882/0کمیت محوري توزیع  a 878/0 a 878/0 a 855/0 832/0 
882/0 تصحیح اریبی شتابیده a 895/0 a 903/0 a 843/0 564/0 

888/0 کمیت محوري a 886/0 a 889/0 a 788/0 638/0 
891/0 دلتاي ناپارامتري  a 881/0 a 916/0 a 892/0 a 688/0 

915/0 نرمال استاندارد 80 a 941/0 939/0 938/0 969/0 
ها صدك  913/0 a 905/0 a 886/0 a 958/0 941/0 

t 903/0کمیت محوري توزیع  a 902/0 a 898/0 a 892/0 a 844/0 
913/0 تصحیح اریبی شتابیده a 911/0 a 914/0 a 905/0 a 606/0 

916/0 کمیت محوري a 914/0 a 891/0 a 853/0 631/0 
911/0 دلتاي ناپارامتري  a 921/0 a 901/0 a 919/0 a 715/0 

a              9/0در مقدار مورد انتظار ) 0/01(داري  ي نسبت معنی دهنده نشان 
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 درصد 90هاي اطمینان  بازهبراي دهی  درصد پوشش ):ادامه( 2جدول 

ي  اندازه بندي هاي صف مدل
 هاي خودگردان روش  نمونه

 بندي در یک سیستم صف  نرخ ورود
1/0 3/0 5/0 7/0 9/0 

/ /M H4 1
 

918/0 875/0 نرمال استاندارد 20 a 911/0 a 958/0 949/0 
ها صدك  864/0 896/0 a 900/0 a 944/0 831/0 

t 864/0 881/0کمیت محوري توزیع  a 845/0 875/0 767/0 
896/0 867/0 تصحیح اریبی شتابیده a 870/0 743/0 445/0 

محوريکمیت   873/0 871/0 814/0 732/0 578/0 
885/0 873/0 دلتاي ناپارامتري  a 884/0 a 879/0 a 598/0 

892/0 نرمال استاندارد 50 a 913/0 a 906/0 a 938/0 968/0 
ها صدك  898/0 a 865/0 896/0 a 934/0 943/0 

t 874/0 882/0کمیت محوري توزیع  a 864/0 854/0 824/0 
شتابیدهتصحیح اریبی   891/0 a 865/0 894/0 a 865/0 567/0 

864/0 کمیت محوري  883/0 a 867/0 778/0 665/0 
888/0 دلتاي ناپارامتري  a 889/0 a 894/0 a 867/0 678/0 

889/0 نرمال استاندارد 80 a 918/0 a 902/0 a 934/0  981/0  

ها صدك  884/0 a 897/0 a 898/0 a 945/0  944/0  

 

t 892/0کمیت محوري توزیع  a 913/0 a 871/0  823/0  822/0  

893/0 تصحیح اریبی شتابیده a 898/0 a 897/0 a 914/0 a 577/0  

895/0 کمیت محوري a 921/0 a 865/0  795/0  655/0  

898/0 دلتاي ناپارامتري  a 923/0 a 898/0 a 865/0  798/0  

 درصد 90اطمینان هاي  بازه) در داخل پرانتز(متوسط طول و انحراف استاندارد  :3جدول 

هاي  مدل
 بندي صف

 ي اندازه
 هاي خودگردان روش  نمونه 

 بندي در یک سیستم صف نرخ ورود
1/0 3/0 5/0 7/0 9/0 

/ /M M 89/0 نرمال استاندارد 120  
)41/0(  

5/350  
)12/6843(  

35/542  
)94/3032(  

15/5738  
)1/100417 ( 

59/18,84  
)8/8994(  

ها صدك  88/0  
)37/0(  

5/2  
)7/4(  

92/11  
)95/16(  

49/28 
)85/21( 

81/32  
)8/18(  

t 91/0کمیت محوري توزیع   
)43/0(  

8/306  
)62/6370(  

58/377  
)2/1607(  

31/3718 
)83/76943( 

4/1493  
)4/7496(  

95/0 تصحیح اریبی شتابیده  
)47/0(  

29/5  
)25/54(  

2/4154  
)45/838(  

97/1856 
)07/7145(  

63/7978  
)9/121453(  

88/0 کمیت محوري  
)37/0(  

4/2  
)7/4(  

a82/11 
)8/16(  

a4/28 
)7/21(  

a7/32 
)75/18(  

 دلتاي ناپارامتري 
a87/0 
)36/0(  

a73/1 
)1/2(  

4/1104  
)8/33767(  

62/1142  
)44/12779(  

04/21637  
)8/508645(  

a  هاي اطمینان بازهین متوسط طول تر کوتاهي  دهنده نشان 
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 124                                    چبق و همکاران زاده قره حسین کاظم 

 

 درصد 90هاي اطمینان  بازه) در داخل پرانتز(متوسط طول و انحراف استاندارد  :3)ادامه( جدول 

هاي  مدل
 بندي صف

 ي اندازه
 هاي خودگردان روش  نمونه 

 بندي در یک سیستم صف نرخ ورود

1/0 3/0 5/0 7/0 9/0 
57/0 نرمال استاندارد 50  

)14/0(  
18/1  

)7/1(  
8/233  

)08/2110(  
048/6269  

)7/136650(  
976 /4553  

)38 /27873(  

ها صدك  57/0  
)14/0(  

02/1  
)45/0(  

¾ 
)9/8(  

5/31  
)1/31(  

68/52  
)4/29(  

t 59/0کمیت محوري توزیع   
)19/0(  

2/1  
)3/2(  

78/187  
)5/1401(  

23/6942  
)13/1739(  

29 /3418  
)97 /20322(  

اریبی شتابیدهتصحیح   59/0  
)16/0(  

09/1  
)53/0(  

9/8  
)3/56(  

3/1574  
)13967(  

2/4300  
)72/28100(  

57/0 کمیت محوري  
)14/0(  

02/1  
)45/0(  

¾ 
)8/8(  

a4/31 
)1/31(  

a5/52 
)3/29(  

 دلتاي ناپارامتري 
a56/0 
)14/0(  

a96/0 
)38/0(  

a6/2 
)9/4(  

3/1590  
)9/20701(  

17/6972  
)136278(  

استاندارد نرمال 80  
a45/0 
)09/0(  

11/1  
)55/1(  

9/180  
)59/1546(  

16/4123  
)14/11491(  

4/4409  
)8/55127(  

ها صدك  
a45/0 
)09/0(  

86/0  
)35/0(  

19/3  
)57/6(  

31/25  
)52/31(  

28/64  
)57/34(  

t 46/0کمیت محوري توزیع   
)11/0(  

72/0  
)28/0(  

33/123  
)35/1231(  

21/3211  
)41/1392(  

29/4039  
)16/7748(  

47/0 تصحیح اریبی شتابیده  
)12/0(  

71/0  
)23/0(  

13/3  
)37/22(  

22/983  
)2/7564(  

24/3105  
)22/23346(  

 کمیت محوري
a45/0 
)09/0(  

69/0  
)22/0(  

19/2  
)61/3(  

a48/23 
)51/31(  

a46/63 
)25/32(  

      
/ /M E4 41/0 نرمال استاندارد 120  

)09/0(  
86/10  

)54/85(  
93/880  

)84/6913(  
51/967  

)17/4493(  
46/1351  

)23/9136(  

ها صدك  
a41/0 
)09/0(  

87/0  
)1/1(  

6/5  
)32/9(  

79/18  
)93/15(  

85/26  
)13/14(  

t 42/0کمیت محوري توزیع   
)11/0(  

54/7  
)41/53(  

62/593  
)13/5146(  

8/393  
)63/1852(  

41/913  
)52/4949(  

42/0 تصحیح اریبی شتابیده  
)1/0(  

87/0  
)3/1(  

11/137  
)39/2537(  

41/522  
)48/4386(  

4/1345  
)07/14349(  

 کمیت محوري
a41/0 
)09/0(  

87/0  
)16/1(  

a51/5 
)36/9(  

a56/18 
)42/16(  

a54/25 
)76/14(  

 دلتاي ناپارامتري 
a41/0 
)09/0(  

a68/0 
)33/0(  

52/399  
)91/11402(  

34/879  
)23/16045(  

42/3242  
)36/49975(  

a  هاي اطمینان ین متوسط طول بازهتر کوتاهي  دهنده نشان 
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 درصد 90هاي اطمینان  بازه) در داخل پرانتز(متوسط طول و انحراف استاندارد  :)ادامه( 3جدول 

هاي  مدل
 بندي صف

 ي اندازه
 هاي خودگردان روش  نمونه 

 بندي در یک سیستم صف نرخ ورود

1/0 3/0 5/0 7/0 9/0 

 

 نرمال استاندارد 50
a16/0 
)02/0(  

58/0  
)44/0(  

59/24  
)6/178(  

76/467  
)69/2472(  

36/1356  
)43/7154(  

ها صدك  
a16/0 
)02/0(  

44/0  
)14/0(  

44/2  
)56/1(  

44/14  
)43/22(  

45/44  
)47/25(  

t 28/0کمیت محوري توزیع   
)07/0(  

45/0  
)43/0(  

3/22  
)35/216(  

14/340  
)36/2112(  

44/1111  
)43/5951(  

 تصحیح اریبی شتابیده
a16/0 
)01/0(  

44/0  
)11/0(  

43/2  
)31/3(  

5/257  
)7/3050(  

3/1859  
)8/13148(  

 کمیت محوري
a16/0 
)03/0(  

42/0  
)22/0(  

46/2  
)78/1(  

a55/14 
)02/15(  

a27/39 
)2/25(  

 دلتاي ناپارامتري 
a16/0 
)02/0(  

a33/0 
)11/0(  

a75/1 
)8/0(  

7/6452  
)94/18789(  

64/35757  
)46/765287(  

 نرمال استاندارد 80
a11/0 
)12/0(  

37/0  
)16/0(  

55/3  
)13/46(  

82/788  
)1/13530(  

89/1541  
)23/5451(  

ها صدك  
a11/0 
)12/0( 

37/0  
)16/0( 

82/0  
)46/0( 

32/11  
)22/15(  

6/45  
)54/29(  

t 24/0کمیت محوري توزیع   
)14/0( 

33/0  
)07/0( 

81/3  
)79/36( 

42/713  
)63/9385(  

32/1544  
)99/7456(  

 تصحیح اریبی شتابیده
a11/0 
)12/0( 

37/0  
)16/0( 

99/0  
)71/0( 

12/58  
)36/418(  

43/1664  
)71/12782(  

 کمیت محوري
a11/0 
)12/0( 

37/0  
)16/0( 

92/0  
)58/0( 

a26/9 
)18/14(  

a49/43 
)5/25(  

 دلتاي ناپارامتري 
a11/0 
)12/0( 

a33/0 
)05/0( 

a77/0 
)38/0( 

23/233  
)32/6342(  

32/47442  
)1347684(  

/ /14M H20 48/0 نرمال استاندارد  
)13/0(  

97/9  
)5/84(  

654/3  
 )34/6634(  

31/1834  
)72/27212(  

17/969  
)53/3345(  

ها صدك  48/0  
)13/0(  

14/1  
)32/1(  

61/5  
)59/8(  

41/18  
)55/14(  

67/27  
)6/14(  

t 54/0کمیت محوري توزیع   
)19/0(  

38/5  
)46/36(  

5/164  
)45/1812(  

83/1023  
)5/12438(  

89/644  
)38/3052(  

53/0 تصحیح اریبی شتابیده  
)17/0(  

47/1  
)55/10(  

2/44  
)34/510(  

68/932  
)58/7523(  

36/1241  
)21/9984(  

48/0 کمیت محوري  
)13/0(  

14/1  
)31/1(  

a58/4 
)52/7(  

a25/18 
)43/15(  

a12/27 
)26/14(  

 دلتاي ناپارامتري 
a45/0 
)12/0(  

a74/0 
)57/0(  

81/23  
)01/384(  

98/8634  
)8/252443(  

16/32450  
)4/853450(  

a  هاي اطمینان ین متوسط طول بازهتر کوتاهي  دهنده نشان 
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 126                                    چبق و همکاران زاده قره حسین کاظم 

 

 درصد 90اطمینان هاي  بازه) در داخل پرانتز(متوسط طول و انحراف استاندارد  :)ادامه( 3جدول 

هاي  مدل
 بندي صف

 ي اندازه
 هاي خودگردان روش  نمونه 

 بندي در یک سیستم صف نرخ ورود

1/0 3/0 5/0 7/0 9/0 
56/0 نرمال استاندارد 50  

)13/0(  
53/0  

)15/0(  
37/33  

)77/350(  
33/633  

)3/4220(  
5/2988  

)41/13594(  

ها صدك  
a54/0 
)12/0( 

54/0  
)16/0( 

72/1  
)78/2( 

54/14  
)67/17(  

45/42  
)76/26(  

t 58/0کمیت محوري توزیع   
)29/0( 

57/0  
)31/0( 

56/17  
)25/142( 

32/511  
)87/3879(  

76/1420  
)77/6327(  

58/0 تصحیح اریبی شتابیده  
)16/0( 

58/0  
)28/0( 

54/2  
)06/29( 

34/172  
)49/2853(  

98/1345  
)51/5427(  

محوري کمیت  
a54/0 
)11/0( 

52/0  
)17/0( 

65/1  
)44/2( 

a5/13 
)84/17(  

a84/41 
)65/25(  

 دلتاي ناپارامتري 
a54/0 
)5/0( 

a50/0 
)11/0( 

a31/1 
)91/5( 

98/433  
)21/1654(  

37/4785  
)44/76578(  

 نرمال استاندارد 80
a14/0 
)01/0(  

45/0  
)15/0(  

22/2  
)34/18(  

98/394  
)24/2878(  

5/1944  
)52/8545(  

ها صدك  
a14/0 
)01/0(  

45/0  
)13/0(  

21/1  
)78/0(  

15/9  
)43/14(  

42/55  
)45/26(  

t 22/0کمیت محوري توزیع   
)04/0(  

45/0  
)13/0(  

29/2  
)34/18(  

78/275  
)26/2642(  

18/1745  
)28/13347(  

 تصحیح اریبی شتابیده
a14/0 
)01/0(  

47/0  
)18/0(  

34/1  
)87/0(  

35/63  
)78/925(  

45/1845  
)67/7654(  

 کمیت محوري
a14/0 
)01/0(  

46/0  
)16/0(  

43/1  
)58/0(  

a03/8 
)54/12(  

a76/49 
)97/25(  

 دلتاي ناپارامتري 
a14/0 
)01/0(  

a41/0 
)1/0(  

a78/0 
)3/0(  

43/32  
)55/731(  

78/15423  
)1/373512(  

 درصد 99ي اطمینان  دهی در محدوده نسبت درصد پوشش :4 جدول

ي  اندازه
 هنمون

 هاي خودگردان روش
نرمال 
 استاندارد

 ها صدك
کمیت محوري 

 tتوزیع 
تصحیح اریبی 

 شتابیده
کمیت 
 محوري

دلتاي 
 ناپارامتري

20 15/5 15/5 15/4 15/4 15/2 15/6 
50 15/6 15/9 15/6 15/8 15/5 15/8 
80 15/7 15/10 15/7 15/11 15/6 15/9 

 51/0 28/0 51/0 37/0 53/0 4/0 متوسط

دهی زمانی  درصد پوشش ازنظربهترین عملکرد را  دلتاي ناپارامتري توجه به این جدول روشبا 
 است تنها روش 50برابر با   ي نمونه اندازهاما زمانی که . است دارند 20برابر با   ي نمونه که اندازه

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 ...هاي اطمینان خودگردان براي میانگین زمان پاسخ مقایسه بازه           127

 

 یدهشتابتصحیح اریبی  روش 80به   ي نمونه بهتر عمل کرده است و با افزایش اندازه ها صدك
 ازنظرهمچنین بهترین عملکرد . درصد پوشش دارد ازنظرها  عملکرد بهتري نسبت به دیگر روش
روش دلتاي ناپارامتري بر مبناي  ازآن پسداشته و  ها صدك متوسط درصد پوشش دهی را روش

 . ي بعدي قرار دارند ها در رتبه و نرمال استاندارد تصحیح اریبی شتابیده تابع نفوذ،

 گیري نتیجه -7
بندي  هاي اطمینان میانگین زمان پاسخ مدل صف ناپارامتري بازه برآورددر این مقاله به بررسی 

/ /M G نرمال  هاي مذکور از پنج روش خودگردان براي بازه که طوري بهپرداخته شد،  1
و روش  کمیت محوري، تصحیح اریبی شتابیده، tها، کمیت محوري توزیع  استاندارد، صدك

براي ارزیابی عملکرد این  موردنظرملاك . دلتاي ناپارامتري بر مبناي تابع نفوذ استفاده شد
سازي  با بررسی نتایج شبیه. است ایجادشدههاي اطمینان  دهی و طول بازه ها درصد پوشش روش

 مشاهده شد که
ا داشته و روش دلتا بهترین عملکرد ر ها صدك میانگین درصد پوشش دهی، روش ازنظر. 1

 دارا است، ها روش صدك عملکرد قابل قبولی بعد از
λ که یدرصورتهاي اطمینان  با بررسی میانگین طول بازه. 2 ، روش دلتا بهترین عملکرد 0/50/5

λرا داشته و در حالت   بهتر عمل کرده است، و کمیت محوري روش 0/70/7
λي اطمینان تحت  با در نظر گرفتن هر دو ملاك درصد پوشش دهی و طول بازه. 3 0/50/5 ،

هاي اطمینان ناپارامتري را براي میانگین زمان پاسخ  بهترین بازه روش دلتا بر مبناي تابع نفوذ
/بندي  در مدل صف /M G هاي اطمینان  دیکی طول بازهکند و با توجه به نز ایجاد می 1

λدر حالت  ها صدك و کمیت محوري هاي روش هاي  بهترین بازهها  صدك ، روش0/70/7
/ بندي صفاطمینان ناپارامتري را براي میانگین زمان پاسخ در مدل  /M G  .کند ایجاد می 1

هاي خودگردان، از روش دلتاي  اي است که در آن علاوه بر روش این مقاله، نخستین مقاله
هاي اطمینان ناپارامتري میانگین زمان پاسخ در  ناپارامتري بر مبناي تابع نفوذ براي ایجاد بازه

/بندي  مدل صف /M G مچنین ه. نیز به دست آمد یتوجه جالباستفاده شد و نتایج  1
 مؤثرتوان در مورد دیگر معیارهاي  اعتقاد بر این است که روش دلتا بر مبناي تابع نفوذ را می

/بودن در صف  /M G  .کاربردبندي نیز به  هاي صف و یا دیگر مدل 1
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 يگزار سپاس
شان که موجب بهبود و غناي  ارزنده يها یشنهادپنویسندگان از داوران محترم به خاطر نظرات و 

 .بیشتر مقاله گردید، کمال تشکر را دارند

 راجعم

[1] Clarke, A.B. (1957). Maximum likelihood estimates in a simple queue, 
Annals of Mathematical Statistics, 28, 1036–1040. 

[2] Lilliefors, H.W. (1966). Some confidence intervals for queues, 
Opeartions Research, 14, 723–727. 

[3] Basawa, I.V. and Prabhu, N.U. (1981). Estimation in single server 
queues, Naval Research Logistics Quarterly, 28, 475–487. 

[4] Dave, U. and Shah, Y.K. (1980). Maximum likelihood estimates in an 
M/M/2 queue with heterogeneous servers,  Journal of the Operational 
Research Society, 31. 

[5] Jain, S. and Templeton, J.G.C. (1991). Confidence interval for M/M/2 
queue with heterogeneous servers, Operations Research Letters, 10, 99–
101. 

[6] Rubin, G. and Robson, D.S.A. (1990). single server queue with random 
rrrivals and balking: confidence interval estimation, Queueing Systems 
Theory and Applications, 7, 283–306. 

[7] Jain, S. (1991). Estimation in M/Ek/1 queueing systems, 
Communications in Statistics-Theory and Methods, 20, 1871–1879. 

[8] Abou-E1-Ata, M.O. and Hariri, A.M.A. (1995). Point estimation and 
confidence intervals of the M/M/2/N queue with balking and 
heterogeneity, American Journal of Mathematical and Management 
Sciences, 15, 35–55. 

[9] Basawa, I.V.,  Bhat, U.N. and Lund, R. (1996). Maximum likelihood 
estimation for single server queues from waiting time data, Queueing 
Systems-Theory and Applications, 24, 155–167. 

[10] Efron, B. (1979). Bootstrap methods: another look at the jackknife, 
Annals of Statistics, 7, 1-26. 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 ...هاي اطمینان خودگردان براي میانگین زمان پاسخ مقایسه بازه           129

 

[11] Efron, B. (1982). The jackknife, the bootstrap and other resampling 
plans, SIAM Monograph, 38. 

[12] Efron, B. and Gong, G.A. (1983). leisurely look at the bootstrap, the 
Jackknife and Cross-Validation, American Statistician, 37, 36–48. 

[13] Efron B. and Tibshirani, R.J. (1986). Confidence intervals of mean 
response time for an M/G/1 queueing system: bootstrap simulation, 
Revised edition, John Wiley, New York. 

[14] Efron, B. (1987). Better bootstrap confidence intervals, Journal of the 
American Statistical Association, 82, 171–200. 

[15] Chu, K.Y. and Ke, C.J. (2006). Confidence intervals of mean response 
time for an M/G/1 queueing system: bootstrap simulation, Applied 
Mathematics and Computation, 180, 255-263. 

[16] Chu, K.Y. and Ke, C.J. (2007). Mean response time for a G/G/1 
queueing system: simulated computation, Applied Mathematics and 
Computation, 186, 772-779.  

[17] Wasserman, L. (2005). All of nonparametric statistics, Springer Text in 
Statistics. 

[18] Efron, B. and Tibshirani, R.J. (1998). An introduction to the bootstrap, 
Chapman and Hall, New York. 

 

 

 

 

 

 

 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 130                                    چبق و همکاران زاده قره حسین کاظم 

 

Comparison of Confidence Interval Based on Bootstrap Method 
for the Mean Response Time in a Simulation Study 
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Safavi  

Department of Mathematics, Maku Branch, Islamic Azad University, Maku, 
Iran 

Abstract 

The mean response time plays an important role in the analyzing and 
optimizing the queuing system, which determines the number and type of 
giving service. In this paper, new confidence intervals of mean response time 
for an M/G/1 FCFS queuing system is contrasted based on the nonparametric 
delta method and five bootstrap methods. These methods include: 
nonparametric delta method confidence interval based on the influence 
function, standard bootstrap confidence interval, percentile bootstrap 
confidence interval, bootstrap-t confidence interval, bias corrected, 
acceleration bootstrap confidence interval, and bootstrap pivotal confidence 
interval. In a simulation study, these six methods are compared and 
evaluated the accuracy and performance of the confidence intervals for three 
different M/G/1 FCFS queuing systems based on the coverage percentage 
and the average length of confidence intervals. 

Keywords: Queuing Theory, Nonparametric delta method, Bootstrap pivotal 
confidence interval, Influence function, Mean response time. 
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