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  يافته هاي خطي تعميم ي شناساپذيري مدل تايج جديدي دربارهن
 با اثرهاي تصادفي

 و ناصح جعفري 1احسان بهرامي ساماني الهام تبريزي،
 خش آمار، دانشگاه شهيد بهشتيب

 10/4/1394 :تاريخ پذيرش   17/7/1393 :اريخ دريافتت
وقتي مدلي . هاي لازم براي كفايت يك مدل آماري است شناساپذيري يكي از ويژگي: چكيده

در اين مقاله، . ي مدل را تعيين كردتوان پارامتر حقيق اي از نمونه، نمي شناساپذير نباشد، با هيچ اندازه
-مشكل شناسا كه ييعلاوه ازآنجا به. هاي آن شده است مروري بر مفهوم مشهور شناساپذيري و ويژگي

با اثرهاي تصادفي بسيار رايج است، تمركز اصلي ما بر روي   يافته هاي خطي تعميم ناپذيري در مدل
افزارهاي آماري، بعد از برازش مدل شناساناپذير  نرم مولاًاز سوي ديگر، مع. ها بوده است از مدل گونه ينا

بنابراين يافتن راهي براي . دهند هاي غير معتبر ارائه مي اي به اين مسئله نكرده و خروجي ها، اشاره در آن
در اين راستا، قضاياي جديدي . بررسي شناساپذيري مدل، قبل از برازش آن، خالي از فايده نخواهد بود

همچنين براي . است شده يانبا اثرهاي تصادفي ب  يافته هاي خطي تعميم با شناساپذيري مدلدر رابطه 
ناپذير خطي هاي شناسا سازي روي مدل ي شبيه شده، چند مطالعه تشريح سودمندي قضاياي مطرح

ها  هاي حاصل از برازش آن شده و مشكل با اثرهاي تصادفي انجام  يافته و خطي تعميم  يافته تعميم
 .وردبررسي قرارگرفته استم

يافته با اثرهاي  هاي خطي تعميم ي خطي، مدل هاي آميخته شناساپذيري، مدل :كليديهاي واژه
 .تصادفي

 .05J62 ،12J62 ):2010(ي رياضي بند رده

 مقدمه -1
هايي از يك آزمايش تصادفي  ها، مشاهده هاي آماري، يك مجموعه از داده در استنباط

) احتمال شده روي فضاي تعريف ,F,P) � ي احتمال است كه اندازه P ،شود جامعه ناميده مي 
دارد  كند و بيان مي اعمال مي P ي ها را روي جامعه اي از فرض هر مدل آماري، مجموعه]. 1[

                                                                                                                                            
 ehsan_bahrami_samani@yahoo.com :مقالهآدرس الكترونيكي نويسنده مسئول  -1
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�اي پارامتري مثل  به خانواده P ي كه جامعه �P : �θ θ Θ  شناساپذيري، يك . تعلق دارد
ها و يا مدل است كه در صورت برقرار نبودن اين ويژگي،  ويژگي در مور توزيع احتمال مشاهده

اين ويژگي زماني برقرار است كه . معني خواهد بود برآورد پارامترهاي مدل و تحليل آن بي
�Pنگاشت  θθ ،  عنوان تابعي از  در واقع اين خاصيت، يكتايي توزيع به. است يك به يكنگاشتي

از سوي ديگر، برآورد پارامترهاي هر مدل شناساناپذير، امري . كند پارامترهاي مدل را بيان مي
تناهي از ها حتي با در دسترس داشتن تعداد نام غيرمعقول بوده و در صورت برآورد كردن آن

 .، به مقدار حقيقي پارامتر مدل دست نخواهيم يافت)كل جامعه(ها  مشاهده

] 2[، توسط  بررسي شناساپذيري مدل با استفاده از تعريف اصلي آن و قبل از برازش مدل
شويم،  هايي كه با مشكل شناساناپذيري مدل مواجه مي ترين حالت يكي از شايع .شده است انجام

هاي  مدل] 4و  3[هاي زيادي مانند  محقق. ي خطي است هاي آميخته هنگام برازش مدل
 .اند ي خطي را موردمطالعه قرار داده آميخته

كه يكي از اثرهاي تصادفي و خطاها باهم آميخته  ي خطي وقتي هاي آميخته ناپذيري مدلشناسا
ي  ختههاي آمي همچنين در مدل. شده است بررسي] 5[صورت مختصر توسط  اند نيز به شده

اين ماتريس . توان ساختارهاي متفاوتي براي ماتريس كوواريانس پاسخ در نظر گرفت خطي، مي
كوواريانس، حاصل مجموع دو ماتريس كوواريانس مربوط به بردار اثرهاي تصادفي و خطاها 

رو، انتخاب ساختار كوواريانس مناسب براي بردار اثرهاي تصادفي و خطاها  ازاين. خواهد بود
در اين . شده است  ارائه] 7و  6[ليست جامعي از اين ساختارها توسط . ناپذير است اجتنابامري 
شدن  يپارامتر يشب(ها، حتي اگر ماتريس كوواريانس پاسخ، بيش پارامتري شده نباشد  مدل

ماتريس كوواريانس به اين معنا است كه تعداد پارامترهاي نامعلوم موجود در اين ماتريس 
، آنگاه به دليل تلفيقي بودن اين ماتريس از )اد عناصر قطري و بالا مثلثي آن شودتر از تعد بيش

در صورت برازش چنين . دو ماتريس ديگر، ممكن است مشكل شناساناپذيري حاصل شود
اطميناني براي برآورد پارامترها نداشته و معمولاً  هاي قابل افزارها، خروجي هايي، نرم مدل
 .خواهند كرداي به اين مشكل ن اشاره

شده توسط محققان علوم آمار كاربردي به بررسي شناساپذيري  لازم به ذكر است، مطالعات انجام
كه در اين مقاله به بررسي  شده است درصورتي ي خطي خلاصه هاي آميخته در مدل

شود كه  يافته با اثرهاي تصادفي پرداخته مي ي خطي تعميم هاي آميخته شناساپذيري در مدل
شده در اين مقاله،  قضاياي جديد ارائه. موردتوجه محققان ديگر قرارگرفته نشده است تاكنون

كول به شناساپذيري مدل ويافته با اثرهاي تصادفي را م اولاً شناساپذيري مدل توأم خطي تعميم
. دهند ها را ارائه مي شروط لازم براي شناساپذيري پارامترها در اين مدل و ثانياً ندا  تكي كرده

شده است اما موارد  بررسي] 8[ هاي آميخته خطي، توسط ابقاً شروط لازم شناساپذيري مدلس
بنابراين در اين مقاله سعي بر يافتن ارتباطي بين . هاست ها، محدود به همين مدل از آن  استفاده
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يافته با اثرهاي  هاي خطي تعميم ها در مدل با قضاياي معادل آن] 8[ شده در قضاياي ارائه
 .دفي شده استتصا

دهي گرديده است كه در بخش دوم مروري كوتاه بر  همچنين اين مقاله به اين صورت سازمان
تعريف خاصي از شناساپذيري، برگرفته از تعريف اصلي آن، در  وشده است مفهوم شناساپذيري 

 هاي به چگونگي بررسي شناساپذيري مدل در ادامه. است شده بيانيافته  هاي خطي تعميم مدل
در بخش سوم مروري بر . شده است يافته با استفاده از اين تعريف، پرداخته خطي تعميم

ها در مورد  يافته با اثرهاي تصادفي خواهد شد و با بيان قضايا و برهان آن هاي خطي تعميم مدل
با اثرهاي تصادفي، راهكارهاي جديدي براي بررسي   يافته هاي خطي تعميم شناساپذيري در مدل

هاي حاصل از  در بخش چهارم، مشكل يتدرنها. شود ها ارائه مي پذيري در اين مدلشناسا
هاي  مشكل. شود سازي، نشان داده مي هاي شبيه برازش مدل شناساناپذير با استفاده از مطالعه

ي  هاي آميخته براي مدل] 8[ ها، علاوه بر مشكلاتي كه در در اين مدل يجادشدهافزاري ا نرم
تأمل ديگري مانند تغيير برآورد پارامترها با تغيير مقدار اوليه و   ست، موارد قابلشده ا خطي بيان

در اين بخش به بررسي برخي از اين مشكلات . افزار مورداستفاده را دارند يا حتي تعويض نرم
  .خواهيم پرداخت

 يافته هاي خطي تعميم شناساپذيري در مدل -2

 مفهوم شناساپذيري -2-1
 ي پارامتري شناساپذيري بر اساس خانواده تعريف. 1تعريف 
� ي پارامتري خانواده �P : �θ θ Θ  شناساپذير است اگر و تنها اگر P P�θ θ1 2

دلالت بر  
�θ θ1 شناساپذير است  θ اصطلاح، ي پارامتري و به به عبارت بهتر، اين خانواده  ].1[بنمايد  2

�P اگر نگاشت θθ   در نظر گرفته شود يك به يكنگاشتي 
 هاي آماري اي از توزيع تعريف شناساپذيري بر اساس خانواده. 2تعريف 

كه  Y ي بردار تصادفي ها بر پايه اي از توزيع خانواده ي واسطه شده به تعريف، )1( مدل آماري
 :است را در نظر بگيريد  پارامتري شده θ تحت بردار پارامتري

� �P :P � �θ θ Θ )1                                               (  

پارامتري شده  θ ي بردار پارامتري واسطه است كه به Y توزيع بردار تصادفي Pθ كه در آن
شناساپذير ، Θ اين مدل روي فضاي پارامتري. اشاره به فضاي پارامتر دارد Θ همچنين .است

P است اگر P�θ θ1 2
�θ گاه آن ، θ1 تعريفي بسيار عمومي از ، )2( تعريف شناساپذيري ]. 3[ 2
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حال براي بررسي . كند آيد و در واقع، مفهوم شناساپذيري را بيان مي شناساپذيري به شمار مي
كه تابع  شناساپذيري پارامترهاي يك مدل، اگر بتوان توابعي از پارامترهاي مدل را چنان يافت

توان تعريف جديدي  گاه مي ي اين توابع كاملاً تعيين شود، آن واسطه چگالي احتمال مدل، به
سازي بررسي  اين روش براي ساده. بيان كرد) 3( ي تعريف براي شناساپذيري بر پايه

 .شود شناساپذيري پارامترهاي مدل، استفاده مي

 يافته مهاي خطي تعمي چگونگي بررسي شناساپذيري مدل -2-2
در ]. 10[ يافته نيز كاربرد دارد هاي خطي تعميم مفهوم شناساپذيري با اندكي تغييرات در مدل

)E ي واسطه به Yيافته نيز توزيع بردار پاسخ  هاي خطي تعميم مدل )Y و يا E( )Y  و
)E كه به � مثلپارامترهاي ديگري  )Y هر مدل خطي . شود مرتبط نيستند، كاملاً تعيين مي

 :شود صورت زير در نظر گرفته مي يافته به تعميم
E( ) ( )�Y h Xβ )2                                                (  

 در. شود معكوس اين تابع، تابع ربط ناميده مي. پذير است هر تابع يكنوا و مشتق h(.)كه در آن 
استفاده  h(.)عنوان تابع  هاي توزيع تجمعي به دهند كه از تابع ها، معمولاً ترجيح مي سازي مدل

 h(.)عنوان تابع  تواند به كنند اما هر تابع ديگري كه در اين شرايط صدق كند، نيز مي
n(Y همچنين]. 11[ مورداستفاده قرار گيرد ,...,Y )	�Y nبردار پاسخ،  1 m
X  ماتريس طرح

صورت  به را) 2(توان تعريف  بنابراين مي. بردار پارامتري اثرهاي ثابت است βاثرهاي ثابت و 
 :يافته، تعميم داد هاي خطي تعميم زير، براي مدل

 يافته هاي خطي تعميم تعريف شناساپذيري در مدل .3تعريف  

)،β2و  β1شناساپذير است اگر براي هر بردار  βبردار پارامتري  ) ( )�h Xβ h Xβ1 2 دلالت   
�βبر β1 2 )شناساپذير باشد، آنگاه پارامتريدن β لازم به ذكر است اگر بردار. كند   )h Xβ  

)علاوه  به. شناساپذير است) مدل( )g β )(.)g تابعي از pR  بهR  است كه در آنp  بعد
)شناساپذير است اگر .) خواهد بود βبردار پارامتري  ) ( )�h Xβ h Xβ1 دلالت بر  2

( ) ( )�g β g β1 اگر نوعي پارامتريدن شناساپذير نباشد اما تابعي از پارامترها چنان وجود . كند 2
 شناساپذير جزئي ،شود اين نوع پارامتريدن داشته باشد كه شناساپذير است، آنگاه گفته مي

 .است

پذير بودن آن نيز لحاظ  معكوس ،h(.) هاي تابع برداري  كه در ويژگي با توجه به اين. 1نتيجه  
هاي خطي  در مدل βتوان نتيجه گرفت كه بردار پارامتري  مي) 3(شده است، از تعريف 

Xشناساپذير است اگر ماتريس طرح) 2(ي  يافته تعميم  .پر رتبه باشد ، 
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)تابع . 1قضيه   )g β شناساپذير است اگر و تنها اگر ) 2(ي  يافته در مدل خطي تعميم( )g β 
)تابعي از  )h Xβ  10[است.[ 
)تابع  .2نتيجه  )g β شناساپذير است اگر و تنها اگر ) 2(ي  يافته در مدل خطي تعميم( )g β 

 .است Xβتابعي از 

 يافته هاي خطي تعميم چند مثال در شناساپذيري مدل -2-3
ي دودويي همچون  هاي گسسته هايي با پاسخ در اين قسمت به بررسي شناساپذيري در مدل

و پروبيت در دو حالت با وجود مفهوم متغير پنهان و بدون وجود مفهوم  گرسيون لوژستيكر
كارهايي براي رفع مشكل بيان  صورت شناساناپذيري مدل راه شود و در متغير پنهان پرداخته مي

 . شد خواهد

ي دودويي  در اين مدل، متغير گسسته  iY هرگاه متغير پاسخ. قرار دهيد مدنظررا  )2( مدل
 ها، بنابراين در اين مدل. مدل حاصل، رگرسيون دودويي خواهد بود آنگاهباشد، 

i i iE[Y | ] h( )	�x x β كه در آن ix متغيرهاي تبييني مربوط به مشاهده بردار i و در واقع ام
اول  ي مؤلفهو  ix ،1ي اول بردار  لفهؤطور معمول، م به. است X از ماتريس طرحام i سطر

هر تابع پيوسته  (.)h علاوه به. شود در نظر گرفته مي أپارامتر عرض از مبد، β بردار پارامتري
 ]3[براي مطالعه بيشتر در مورد شرايط اين تابع به . پذير است اكيداً صعودي و دو بار مشتق

 .مراجعه كنيد

 شناساپذيري در مدل رگرسيون لوژستيك -2-3-1
iاگر در مدل  i iE[Y | ] h( )	�x x β تابع ،h(.) ، تابع توزيع تجمعي لوژستيك با پارامتر مكان

مدل حاصل، مدل رگرسيون لوژستيك ناميده  آنگاهصفر و پارامتر مقياس يك برگزيده شود، 
اي به تابع  مناسب است اشاره )1( ي و قضيه) 3( از سوي ديگر، براي استفاده از تعريف .شود مي

 :نيد كه در اين مدلتوجه ك. بنماييم (.)hبرداري 

i
i i i

i

exp{ }
( ) E[Y | ] , i ,...,n.

exp{ }

	
� � � �

	�
x βx x

x β
11  

بنابراين
s

s

e
h(s)

e
�

�1
)و تابع برداري   )h s ي تابعي است كه مؤلفه i صورت بهآن ام ih(s ) 

 :يجهدرنت. خواهد بود s ربرداام iي  مؤلفه isاست كه در آن 
E[ | ] ( )�Y X h Xβ  
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n(Yكه در آن  ,...,Y )	�Y )و  1 .)h  تابع برداري ازnR  بهnR حال با . شده است تعريف
زير  صورت بهتوان شناساپذيري در مدل رگرسيون لوژستيك را  مي) 2( استفاده از تعريف

 :قرار داد موردبررسي

:آيد زير به دست مي صورت به Yابتدا لگاريتم تابع درستنمايي بردار پاسخ 

i

n

i

ln f ( ; ) ln( e ).
	

�

	�  �� x β
Y y β y Xβ

1
1  

شرط لازم و كافي براي  Xبودن ماتريس طرح  پر رتبهتوان ثابت كرد كه  مي يراحت بهحال  
در اين . نيست پر رتبه Xفرض كنيد ماتريس طرح . است βشناساپذيري بردار پارامتري 

 چنان وجود دارد كه �a صورت بردار

n

	� �
� �� �� �
� �	� �

x a
Xa o

x a

1
�
� o� ��
��  

*بردار پارامتري ، βبنابراين به ازاي هر بردار پارامتري   � �β β a  چنان وجود دارد كه به ازاي
f* گاه، موجود در تكيه yهر  ( ; ) f ( ; )�Y Yy β y β كه يدرصورت *�β β. 

گاه به ازاي هر بردار  شناساپذير در نظر گرفته نشود، آن β از طرف ديگر اگر بردار پارامتري 
است و دوماً  β1چنان وجود دارد كه اولاً مخالف با  β2، بردار پارامتري β1پارامتري

f ( ; ) f ( ; )�Y Yy β y β1 )و اين يعني  2 ) �X β β o1 پر رتبه  X؛ بنابراين ماتريس طرح 2
كه  β2و  β1براي هر دو بردار ، )3(همچنين با استفاده از تعريف  .نيست

( ) ( )�h Xβ h Xβ1 �Xβ شود كهنتيجه مي ،2 Xβ1 iزيرا  2
i i

i

( )
ln

( )

�	 	� �
 �

xx β x β
x1 2 ؛ 1

 Xدر مدل لوژستيك شناساپذير است اگر و تنها اگر ماتريس طرح  βبنابراين بردار پارامتري 
 .پر رتبه در نظر گرفته شود

 شناساپذيري در مدل رگرسيون پروبيت بر پايه متغير پنهان -2-3-2
iاگر در مدل  i iE[Y | ] h( )	�x x β تابع يجا به h(.)  كه تابع توزيع تجمعي نرمال �از

هاي  اين تابع زماني در تحليل پاسخ. شود استاندارد است، استفاده شود، مدل پروبيت حاصل مي
 .گر بر اساس يك متغير پنهان باشد رود كه قضاوت تحليل مي به كاردودويي 

 :شود زير انجام مي صورت به) 2( بررسي شناساپذيري مدل رگرسيون پروبيت بر اساس تعريف
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* ي متغير پنهان بر پايه iYفرض كنيد متغير تصادفي گسسته دودويي 
iY ، به اين صورت

 :باشد شده تعريف
*
i *

i i i*
i

Y
Y Y ~ Ber(P(Y )).

Y

� ��� � ��
���

Y B )).i*
i

i
Yi �

1
 

*اگر براي  
iY ، زير در نظر گرفته شود صورت بهمدلي رگرسيوني: 

*
i i i iY , ~ N( , ),	� � � � �x β , ),, 2  

iكه در آن  
	x هاي تبييني و بردار متغير β  ،در اين مدل  آنگاهبردار پارامتري اثرهاي ثابت است

)بردار پارامتر يعني  , )	 	� �θ β مراجعه ] 12[ بررسي اين موضوع بهبراي . شناساپذير نيست
زير انجام  صورت به) 3( بررسي شناساپذيري مدل رگرسيون پروبيت بر اساس تعريف .كنيد

 :شود زير بازنويسي مي صورت بهمدل رگرسيون پروبيت  :شود مي
E[ | ] ( ),

�
�Y X h Xβ2  

(.)كه در آن تابع برداري 
�

h ي آن، تابع توزيع تجمعي نرمال با  مؤلفهتابعي است كه هر  2
2�ميانگين صفر و واريانس h(.)از سوي ديگر تابع. است   بايد تابعي ) 2( در مدل شده يمعرف  

 :شود زير بازنويسي مي صورت بهبنابراين مجدداً مدل ؛ معلوم باشد

E[ | ] ( ) ( )� �
�
βY X h Xβ Φ X  

ي آن، تابع توزيع تجمعي نرمال استاندارد  لفهؤتابعي است كه هر م، h(.)كه در آن تابع برداري  
شرط لازم و كافي براي  Xبودن ماتريس طرح  پر رتبه) 3(حال طبق تعريف . خواهد بود

*شناساپذيري بردار پارامتري �
�
ββ Yتوجه كنيد كه توزيع بردار تصادفي. است   متعلق به   

شود و تحت همين شرط است كه  دو گشتاور اول تعيين مي ي واسطه بهي نمايي بوده و  خانواده
شناساپذير است و نه  β*براي رفع اين مشكل كه . خواهيم بود) 3( مجاز به استفاده از تعريف

β  و�افزارها خروجي معقول را براي برآورد  بنابراين نرم( *β توان  مي) نمايش خواهند داد
�براي مثال، قيد . قيدهاي روي مدل اعمال كرد �2 لازم به . ترين اين قيود است از متداول  1

ذكر است كه اگر اين رگرسيون بدون استفاده از متغيرهاي پنهان برازش داده شود و در واقع از 
بودن  پر رتبه آنگاهتابع توزيع نرمال استاندارد در نظر گرفته شود،  (.)hسازي، تابع  ابتداي مدل

خواهد  βبردار پارامتر  تبع بهشرط لازم و كافي براي شناساپذيري مدل و  Xماتريس طرح 
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*ي متغير  بر پايه iY حال، اگر متغير تصادفي گسسته دودويي. بود
iY تعريفزير  صورت به 

 :باشد شده 
*
i

i *
i

Y
Y

Y

� �  �� �
�  ��

*
iYi �

1
 

 اي تصادفي به حجم بنابراين براي نمونه؛ است) اي پارامتر آستانه(پارامتري نامعلوم   كه در آن  
n ،  زير است صورت بهمدل: 

,
E[ | ] ( ),

 �
�Y X h Xβ2 )4                                           (  

كه در آن  
,

(.)
 �

h  2�و واريانس   هاي تابع توزيع نرمال با ميانگين  تابع برداري با مؤلفه 2
مطلوب و مستقل از پارامتر، بازنويسي  h(.) مجدداً مدل فوق را براي رسيدن به تابع. است
 :كنيم مي

E[ | ] ( ( ) )
 

� 
� �
βY X h X )5                                      (.  

 كنيم بنابراين تعريف مي؛ مطلوب نيست) 5(، مدل )3(براي استفاده از تعريف  
*

n[ ]� X X *و n ها با طولبردار يك n1 كه در آن 1 ,
		  ! "� # $� �% &

ββ ) 5(مدل .  

* صورت به *E[ | ] ( )�Y X h X β بنابراين مانند قبل اولاً بايد، قيدي براي . شود بازنويسي مي
�مشكل وجود حتي بعد از اعمال قيد روي  β*در مدل اعمال كرد و ثانياً براي شناساپذيري   

شامل  βلازم خواهد بود و اگر بردار پارامتري  X*بودن براي ماتريس طرح  پر رتبهشرط ، �
و بنابراين ماتريس  X ،n1ستون اول ماتريس  آنگاهدر نظر گرفته شود،  ' مبدأ عرض از

راهي ديگر براي برطرف كردن اين مشكل، برازش مدل بدون . نخواهد شد پر رتبه X*طرح 
 .حذف خواهد شد ' عرض از مبدأ، βبنابراين در بردار ؛ است ' عرض از مبدأ

 يتصادف يافته با اثرهاي هاي خطي تعميم شناساپذيري در مدل-3
يافته با اثرهاي تصادفي خواهيم كرد و در  هاي خطي تعميم در اين بخش ابتدا مروري بر مدل

يافته با اثرهاي  هاي خطي تعميم ي جديد در مورد شناساپذيري مدل ي چند قضيه ادامه با ارائه
.كنيم ها بيان مي تري را براي بررسي شناساپذيري در اين مدل تصادفي، راهكارهاي آسان
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 يافته با اثرهاي تصادفي هاي خطي تعميم مروري بر مدل -3-1
 :ي خطي زير را در نظر بگيريد مدل آميخته

i i i i i , i ,...,N� � � �Y X β Z u ε 1  )6                  (  

i(n بردار پاسخ iY كه در آن، )
ماتريس طرح اثرهاي  iXام، i )فرد(مربوط به خوشه  1
ماتريس  iZبردار اثرهاي تصادفي و  iu بردار ضرايب اثرهاي ثابت، βام، iثابت در خوشه 

iهم بردار خطاي تصادفي خوشه  iε. هستندام i ي تصادفي در خوشه طرح مربوط به اثرهاي

i در اين مدل. استام  ~ ( , )(uu o  و
ii ~ ( , )(εε o  هستند وu1 تا Nu  وε1 تا Nε  ًتوأما 

ثابت،  i مدل توأم و به ازاي يكها i به ازاي همه) 6( به مدل. شوند مستقل در نظر گرفته مي
شناساپذيري چنين مدلي تحت ساختارهاي رايج ماتريس بررسي . گويند مدل تكي مي
در  iY ي كه بردار پاسخ پيوسته گونه هماندر واقع . صورت گرفته است] 8[ كواريانس توسط

تواند توسط متغيرهاي تبييني و اثرهاي تصادفي مدل شود و شناساپذيري  مي، )6( مدل
گيرد،  قرار موردبررسيپارامترهاي آن 

ii i in[Y ,...,Y ]	�Y بردار پاسخ گسسته مربوط به فرد  1
تواند بر اساس متغيرهاي تبييني و اثرهاي تصادفي مدل شده و  نيز ميام iي  يا خوشه

بردارها و  iuو  iX ،β ،iZدر اين راستا فرض كنيد . شناساپذيري پارامترهاي آن بررسي شود
ي اثرهاي  يافته بنابراين، هر مدل خطي تعميم؛ هستند) 6( ي در رابطه شده تعريفهاي  ماتريس

g(.)تصادفي با تابع ربط برداري  :زير خواهد بود صورت به  

i i i i i i(E( | , )) , i ,...,N.� � �g Y u X X β Z u 1 )7             (  

  : زير است صورت بهي اثرهاي تصادفي  يافته هاي خطي تعميم هاي عمومي مدل مشخصه

 متغيرهاي پاسخ .1 
ii inY ,...,Y1 شرط به iu ها عضوي از  مستقل هستند و توزيع آن دو دوبه

 :زير است صورت بهي پراكندگي نمايي  خانواده

ij

ij ij ij

Y ij i ij

(y ) b( )
f (y | ) exp c(y , )

a( )

   � )
� � �� *�� +

u  

به ترتيب پارامتر پراكنش و   ij و � هاي حقيقي مقدار، تابع (.)cو  (.)a(.) ،bكه در آن 
 ].11[ پارامتر مكان هستند

ijگشتاورهاي شرطي.  2  ij i ijE Y b ( )� � 	, � �  � �u ijو  

ij ij i

b ( )
v Var Y

		  
� �� �� � �

u  كه در
bآن  b و 	(.) هاي  هستند در رابطه  ijنسبت به  (.)bي اول و دوم تابع هاي مرتبه مشتق 		(.)

 :كنند زير صدق مي

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 58الهام تبريزي و همكاران                                        

 

ij ij ij ij i ij ijg( ) , v v( ) ,	 	 � , � '� � , �x z u  

و تابع واريانس ) g(.) هاي تابع ربط برداري مؤلفه(به ترتيب تابع ربط  (.)vو (.)gكه در آن 
 ).مراجعه كنيد] 13و  11[براي مطالعه بيشتر در اين زمينه به (هستند 

3.iu oداراي توزيع چندمتغيره مشخص است كه معمولاً نرمال با بردار ميانگين   و ماتريس   
u)كوواريانس  .براي آن رايج است uθ ي بردار پارامتري واسطه رامتري شده بهپا،  

؛ نياز داريمام i از سوي ديگر براي بررسي شناساپذيري، به تابع چگالي توأم براي آزمودني
 :شود زير محاسبه مي صورت به، اين تابع  1 ي  بنابراين طبق مشخصه

i

i i i i

n

i in u ij i i u i

j

f (y ,..., y ; , , ) f (y | ; , )f ( ; )d
�

� � �-.Y Y Uβ θ u β u θ u1
1

)8          (  

ijxكه در آن وابستگي به در ضمن انتگرال فوق، يك . است شده حذفبراي سادگي در نوشتار  
 .گانه است kانتگرال 

اثرهاي يافته با  هاي خطي تعميم ي شناساپذيري مدل ي جديد درباره چند نتيجه -3-2
 يتصادف

يافته ارائه خواهد  هاي خطي تعميم ي جديد در شناساپذيري مدل در اين زير بخش، چند قضيه
 .تر خواهد شد ها، ساده با استفاده از اين قضايا بررسي شناساپذيري در اين مدل. شد

هاي تكي آن  شناساپذير است اگر و تنها اگر حداقل يكي از مدل) 7( مدل توأم. 2قضيه 
 .اپذير در نظر گرفته شودشناس

 .به پيوست مراجعه شود. برهان

 موكولهاي تكي  ي فوق بررسي شناساپذيري مدل توأم را به بررسي شناساپذيري مدل قضيه
ثابت از مدل توأم، كار خواهيم  i بنابراين براي سهولت در نگارش، چون ما دائماً با يك؛ كند مي
 .كنيم و با مدل تكي كار مي داريم يبرم )7( را از مدل i زيروند. كرد

ي تعريفي براي شناساپذيري  اي مطرح خواهد شد كه بيان آن مستلزم ارائه در ادامه قضيه
 .است شده  ارائه] 8[ اين تعريف توسط. است) 2( ي تعريف بر پايه u) ماتريس كواريانس

 در مدل تكي u) و شناساپذيري ماتريس كواريانس X بودن ماتريس طرح پر رتبه. 3قضيه 
 .است θ شرطي لازم براي شناساپذيري بردار پارامتري، )7(

 .به پيوست مراجعه شود. برهان
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است و  شده  گرفتهيك در نظر ، � نكته ضروري است كه پارامتر پراكنشالبته توجه به اين 
 .است شده  تبديلي نمايي  توزيع به شكل توزيع طبيعي خانواده

 عنوان بهيك شرط لازم براي شناساپذيري پارامترهاي مدل، يكتايي دو گشتاور اول . 1ملاحظه 
 ].3[ تتابعي از پارامترهاي مدل اس

E ( ) E ( ) , CoV ( ) CoV ( ) .θ θ θ θY Y Y Y θ θ� � � �
1 2 1 2 1 2  

زماني كه توزيع متغير پاسخ، . توجه به اين نكته ضروري است كه اين شرط لازم است و نه كافي
به همين دليل . ي دو گشتاور اول كاملاً تعيين شود، اين شرط لازم و كافي خواهد بود واسطه به

براي شناساپذيري پارامترهاي مدل، ، ذكرشدههاي رگرسيوني با فرض نرماليتي، شرط  در مدل
 .لازم و كافي خواهد بود

، Θ ي عضو مجموعه θ1اگر به ازاي هر بردار پارامتري . قرار دهيد مدنظررا ) 7( مدل. 4قضيه 
 تساويچنان وجود داشته باشد كه  θ1و مخالف با  Θي  در مجموعه θ2بردار پارامتري 

 ( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) )( � ( � ( � (u u u uh Xβ Z w h Xβ Z w
1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 2 2 2     )9       (  

 .شناساناپذير است) 7( مدل گاه آنبرقرار باشد،  nRدر  wبه ازاي هر 

 .شود به پيوست مراجعه. برهان

) ي تصادفي بيش از يك مؤلفه، )7( گاهي اوقات برخلاف مدل. 1نكته  )u در مدل وجود دارد .
براي مثال، مدل . ها نيز كاربرد دارند در اين مقاله براي برخي از اين گونه مدل شده بياننتايج 

 :قرار دهيد مدنظري تصادفي را  زير با دو مؤلفه

i i i i i i i i i(E( | , , )) , i ,...,N.� � � �g Y u u X X β Z u Z u1 2 1 2 1  )10        (  

~u كه در آن ( , )(u o1 1 ،u~ ( , )(u o2 در مدل  Z2 و ماتريس Z1هاي ماتريس  اگر ستون. 2
تبديل كرده و  )7( زير به مدل صورت بهرا ) 10( مدل راحتي به آنگاهد، نمستقل خطي باش) 10(

 :كنيم از مطالب اين مقاله استفاده مي

u u ,u

u
u ,u u

( , ), , .
( (� �� �

� � ( � � �� � ( (� � � �

u
Z Z Z u

u
1 1 21

1 2
2 1 22

 

مستقل خطي نباشند، تنها در حالتي  Z2 و ماتريس Z1 هاي ماتريس اما در حالتي كه ستون
 در اين حالت اگر فرض كنيم. توان از اين نتايج استفاده كرد مستقل هستند، مي u2 و u1كه 
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�ε Z u2 كه تحت ساختارهاي رايج ماتريس كواريانس ] 8[ توان از تمام قضاياي مي آنگاه، 2
 .استفاده كرد تصادفي مدلاست، براي بررسي شناساپذيري ماتريس كواريانس اثرهاي  شده بيان

 سازي ي شبيه چند مطالعه -4
هاي  سازي به بررسي اهميت شناساپذيري پارامترهاي مدل ، طي چند مطالعه شبيه در اين بخش
 .پردازيم يافته با اثرهاي تصادفي مي خطي تعميم يافته و مدل خطي تعميم

 ي متغير پنهان پايههاي رگرسيون پروبيت بر  سازي روي مدل ي شبيه مطالعه -4-1
ي متغير  سازي از مدل رگرسيون پروبيت بر پايه ي شبيه در اين بخش ابتدا، طي يك مطالعه

از شناساناپذيري اين مدل  شده حاصلهاي  پنهان و بدون اثرهاي تصادفي، به بررسي مشكل
ررسي براي شناساپذيري مدل را اعمال كرده و مجدداً به ب شده بيانپرداخته و سپس قيدهاي 

 .پردازيم ي آن با مدل قبل مي وضعيت مدل شناساشده و مقايسه
 ي متغير پنهان مدل رگرسيون پروبيت بر پايه) الف

 :حالتي كه تنها يك متغير تبييني در مدل است، در نظر گرفته شود، )4(مدل 
*
i *

i i i i*
i

Y
Y , Y x , i ,...,n,

Y

� �  �� � ' �' � � ��
�  ��

x
*
iYi �

1
1 1  

i كه در آن ~ N( , )� �, ), *؛ بنابراين 2
i i.Y ~ Ber(p(Y ))� بردار پارامتري   

( , , , )	 � ' ' �  β ', , 2
بحث و  شده در بخش  شناساپذير نبوده و تمام شش مشكل اشاره 1

n سازي براي ي شبيه به اين منظور طي يك مطالعه. را خواهد داشت گيري نتيجه �100 ،
ي  تعداد دفعاتي كه الگوريتم عددي براي محاسبه سازي كرده و بار از مدل فوق شبيه 1000

) سازي مدل فوق براي شبيه. ايم نظر قرار داده پارامترها همگرا نشده را مد / , , , )	 �β 0 5 110 
سازي، الگوريتم همگرا شد و بنابراين  دفعه شبيه 1000 در اين مطالعه در هر . لحاظ شده است

همچنين براي . شود ي همگرا نشدن، در اين مدل يافت نمي واسطه نشاني از شناساناپذيري به
. شده است  تهيه )1( شده براي پارامترهاي مدل، جدول  بررسي خطاي استانداردهاي محاسبه

 ،1' جز ي پارامترها به شود، تقريباً براي همه ملاحظه مي ) 1(گونه كه در جدول  همان
درصد به بالاي خطاي استاندارد، مقدارهاي بسيار بزرگ و غيرمعمولي نسبت به  5 هاي چندك

 .به بالا نامعقول و غيرواقعي است 50% چندك 1' براي پارامتر. مقدار واقعي خود پارامتر دارند

اي كه  ار اوليهدر هر مدل خطي با پاسخ پيوسته يا گسسته، برآورد پارامترهاي مدل نبايد به مقد
در واقع . شود، وابسته باشد ي پارامترها داده مي ي ابتدايي به تابع برآورد كننده عنوان نقطه به
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هاي بدون مشكل، وابسته به  ي برآورد پارامترها در مدل هاي عددي محاسبه كننده الگوريتم
دفعه   20 و سپس طي  سازي كرده شبيه) 4( بار از مدل به اين منظور، يك. مقادير اوليه نيستند

تغيير  شده استسعي ) 1( در شكل. تغيير مقدارهاي اوليه، پارامترهاي مدل را برآورد كرديم
ي  شده با استفاده از بسته ، نوشته1 يتبرآورد پارامترها با تغيير مقدار اوليه در تابع پروب

رد پارامترهاي مدل به اين دستور، برآو. سازي لگاريتم تابع درستنمايي، نمايش داده شود كمينه
، 1'، ' ي تغييرات پارامترها دامنه. دهد روش ماكسيمم درستنمايي را در خروجي ارائه مي

تغيير نامعقول ) 1( شكل. استلحاظ شده ] -1،1[و ] 0،3[، ]0،3[، ]0،3[ به ترتيب  و  2�
 .دهد برآورد پارامترها متناسب با تغيير مقدارهاي اوليه در اين مدل شناساناپذير را نشان مي

پذير، به روش ماكسيمم ناهاي خطاي استاندارد براي پارامترهاي مدل شناسا چندك :1جدول 
سازي درستنمايي طي هزار بار شبيه

 100% 99% 95% 90% 80% 60% 50% 5% 1% 0% پارامتر
/' � /� 0 5 86/2 07/6 23/15 25/42 55/51 06/81 79/117 74/183 42/39557/576 

' �1 1 12/0 43/2 91/4 8/21 7/27 43/45 07/66 15/98 66/211 44/333 

� �2 1 03/0 27/5 67/10 19/46 96/60 39/101 16/148 7/219 77/40582/592 

 � 71/1 88/2 38/7 98/33 80/43 61/78 82/108 123/181 46/399 29/621 

 

 
 پذيرناشناسادر مقابل برآورد پارامترهاي مدل  1 نمودار پراكنش مقدارهاي اوليه تابع پروبيت :1شكل 
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�حال با اعمال قيدهاي  �2 . مدل، شناساپذير خواهد شد، β از بردار پارامتري 'و حذف  1
 جدولو ) 2(سازي را براي مدل شناساشده انجام داده و نتايج در شكل  هاي شبيه همين مطالعه

خطاي استاندارد براي پارامترهاي مدل شناساپذير فوق، مقدارهاي  .اند شده  دادهنمايش ) 2(
در اين مطالعه  1' برآورد خطاهاي استاندارد براي پارامتر. كنند و معقولي اختيار مي قبول قابل

.است )17/0،0[اوقات  99%در    و براي پارامتر ]39/0،0( ي سازي متعلق به بازه شبيه

 
 مقابل برآورد پارامترهاي مدل شناساپذير در 1  نمودار پراكنش مقدارهاي اوليه تابع پروبيت :2شكل 

هاي خطاي استاندارد براي پارامترهاي مدل شناساپذير، به روش ماكسيمم  چندك :2جدول 
سازي درستنمايي طي هزار بار شبيه

 100% 99% 95%90% 80% 60% 50% 5% 1% 0% پارامتر
' �1 1 0 15/0 16/0 19/0 20/0 22/0 24/0 25/0 3/0 39/0 
 � 0 12/0 13/0 146/0 148/0 153/0 158/0 16/0 17/0 2/3 

با وجود شناساپذير شدن مدل پروبيت بعد از اعمال قيدهاي فوق، يكسان بودن برآورد پارامترها 
نيز به ) 2( ، امري طبيعي است كه شكل1 يتپروببا وجود تغيير در مقدار اوليه ورودي تابع 

 .پردازد آن مي ييدتأ

 ي متغير پنهان و با حضور اثر تصادفي مدل رگرسيون پروبيت بر پايه) ب

مجدداً حالتي را كه تنها يك متغير تبييني در مدل است، در نظر . توجه كنيد) 7( مدل به
 :بگيريد

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


   ...    يافته هاي خطي تعميم ي شناساپذيري مدل تايج جديدي دربارهن             63

 

*
it *

it it it i it*
it

Y
Y , Y x u , i ,...,n, t ,...,T,

Y

� �  �� �' �' � � � � ��
�  ��

x
*
itYi �

1
1 1 1  

it كه در آن ~ N( , )� , )1 ،i uu ~ N( , )�u, )u
. قل هستندمست توأماًها �itها و iu همچنين. 2

)uبردار پارامتري) 3( ي طبق قضيه , , , )	 � ' ' �  β u' u, ,, u1 براي بررسي . شناساپذير نخواهد بود
n سازي براي ي شبيه هاي حاصل از برازش، مشابه بخش قبل، طي يك مطالعه مشكل �100 ،
ي  سازي كرده و تعداد دفعاتي كه الگوريتم عددي براي محاسبه بار از مدل فوق شبيه 1000

)در اين مطالعه . ايم قرار داده مدنظرپارامترهاي مدل، همگرا نشده است را  , / , , )	 �β 11 5 11 
د بار، الگوريتم همگرا نشد و در بقيه موار  1000 مورد از   100 در  بار ينا. لحاظ شده است

افزار هيچ  موجب نمايش خروجي شده كه به دليل شناسا نبودن مدل معتبر نيست، وليكن نرم
هاي خطاي استانداردهاي  چندك) 3(جدول  .كند اي به معتبر نبودن خروجي نمياشاره

هاي انحراف استاندارد پارامترها،  چندك .دهد براي پارامترهاي مدل را نشان مي شده محاسبه
كه دليل ايجاد مشكل    و ' پارامترهاي. اند شدهبزرگ برآورد  بيش از حد معمول

 .اند شناساناپذيري مدل هستند از چندك يك درصد به بعد مقادير نامعقول اتخاذ كرده

تغيير نامعقول برآورد پارامترها با تغيير مقدارهاي اوليه در اين مدل شناساناپذير را  )3( شكل
ها  كه همواره اين علامت هاي شناساناپذير تقريباً علائم مشابه دارند اما اين مدل. دهد نمايش مي

در خروجي مشاهده شوند، قطعي نيست و همين مطلب ما را مشتاق به بررسي شناساپذيري 
 .كند از برازش آن مي مدل قبل

هاي خطاي استاندارد براي پارامترهاي مدل شناساناپذير، به روش ماكسيمم  چندك :3 جدول
 سازي بار شبيه 1000  درستنمايي طي

 100% 99% 95% 90% 80% 60% 50% 5% 1% 0% پارامتر
' ��1 17/050/2684/13186/29108/534854317 116714232891325833349069

/' �1 1 568/045/3 50/14 14889 28002 112462333956541092706801748228

u� �2 1 68/091/0 81/1 21414 45383 128513461436533037590318604638

 �1 17/081/2536/1282910 5348 54317 116714232891325833349069
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 رناپذيدر مقابل برآورد پارامترهاي مدل شناسا 2 نمودار پراكنش مقادير اوليه تابع پروبيت :3شكل 

 گيري بحث و نتيجه -5
هايي مثل همگرا  هاي شناساناپذير، پيام افزارهاي آماري در صورت برازش مدل گاهي اوقات نرم

هاي حاصل از برازش هر  در ادامه برخي از مشكل. كنند هاي عددي را گزارش مي الگوريتمنبودن 
نمايش خطاي استاندارد خيلي بزرگ و يا صفر بودن مقدار  )الف. شود شناساناپذير ذكر مي  مدل

هاي  افزار در ساخت فاصله ناتوان بودن نرم  )بخطاي استاندارد براي هر يك از پارامترهاي مدل 
از سوي ديگر در برخي . غيرمعقول براي پارامترها شده ساختههاي اطمينان  فاصله )ج اطمينان 

هاي فوق در خروجي ظاهر نشوند و كاربر بدون اطلاع  از مشكل كدام هيچاز اوقات، ممكن است 
با اين . ده و تفسيرهاي نادرستي ارائه دهداستفاده كر معتبر يرغهاي  ، از خروجيمسئلهاز اين 

از سوي . اوصاف، بررسي شناساپذيري هر مدل آماري، قبل از برازش آن، امري واجب خواهد بود
ي مستقيم عناصر ماتريس كوواريانس پاسخ  محاسبه آنگاهديگر، اگر مدل خيلي پيچيده نباشد، 

ممكن است راهي پيش روي محقق  و استفاده از تعريف اصلي شناساپذيري، براي بررسي آن،
افزاري حاصل از برازش  هاي نرم بررسي مشكل. است شده انجام] 5[ اين كار توسط. قرار دهد

بر روي ] 6[ تمركز اصلي. صورت گرفته است] 6و  2[ ناپذيري توسطهاي شناسا مدل
] 2[ كه صورتيدرز نرم افزارهاي آماري بوده است،   هاي حاصل از شناساناپذيري در يكي ا مشكل

 .افزار آماري پرداخته است هاي شناساناپذير در چهار نرم هاي حاصل از مدل ي خروجي به مقايسه

ي تعريف اصلي شناساپذيري، قضاياي ديگري كه بررسي شناساپذيري  در اين مقاله، بر پايه
براي موارد زير . كنند، بيان شد ي اثرهاي تصادفي را ساده مي يافته هاي خطي تعميم مدل
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ارائه شروط لازم و كافي در شناساپذيري پارامترهاي  )الف: شود تحقيقات بيشتر پيشنهاد مي
اثرهاي با  يافته هاي خطي تعميم ماتريس كوواريانس اثرهاي تصادفي و اثرهاي ثابت در مدل

هاي فوق، توجه به بحث زير خالي از  براي بررسي شروط كافي شناساپذيري در مدل: تصادفي
در راستاي بررسي كافي بودن شرط پر رتبه بودن ماتريس طرح و . نخواهد بود فايده

 :صورت زير عمل كرد بايد به، )3( ي در قضيه u) شناساپذيري ماتريس

 θ1 پارامتريشناساپذير نيست و يا به عبارتي به ازاي هر بردار  θ شود بردار پارامتري فرض مي
چنان وجود دارد كه  Θي  در مجموعه θ2است، بردار پارامتري  Θ ي كه عضوي از مجموعه

f. است و دوماً θ1اولاً مخالف با  ( ; ) f ( ; )Y Yy θ y θ�1 �توجه كنيد كه  2 ��θ θ1 معادل با  2
� �u u,� �β β θ θ1 2 1 2 ،� �u u,� �β β θ θ1 2 1 �و يا  2 �u u,� �β β θ θ1 2 1  :در نتيجه .است 2

u u

j j

K(u, , ) K(u, , )

n n

Y j u Y j u

j j

f (y | ; )f ( ; )d f (y | ; )f ( ; )d .
� �

�- -. .

β θ β θ

u uu β u θ u u β u θ u

1 1 1 2

1 1 2 2
1 1

K(u, , ) K(u, , )β , ) K(u, ,, ) K(u, ,1 1 1 2u uuu, ) K(u, ,) K(u, ,, ) K(u,u

)11     (  

 :شود ي فوق، نتيجه مي از رابطه

u uK( , , ) K( , , )du β θ u β θ u �. 1 1 2 2  

همواره مثبت يا همواره  ،)است kR عضوي از  u )u هر بردار ياگر تابع تحت انتگرال، به ازا
، مقدار kR عضو سيگما ميدان برل B ي و يا به ازاي هر مجموعه(در نظر گرفته شود   منفي 

شود و يا به  جا برابر صفر ميهمهيباً ، آنگاه اين تابع تقر)برابر صفر باشد Bانتگرال فوق روي 
uعبارتي  u.K( , , ) K( , , )u β θ u β θ�1 1 2  فرض كنيد) آ :آيد حال سه حالت پيش مي 2

� �u u,� �β β θ θ1 2 1 f. در نتيجه. 2 ( | ; ) f ( | ; )Y Yy u β y u β�1 كنيم كه  مجدداً يادآوري مي 1
Y| توزيع بردار تصادفي u ل كاملاً  واسطه عضوي از خانواده نمايي بوده و بهي دو گشتاور او

 :داريم) 7( شود؛ بنابراين از تعيين مي
E ( | , ) ( ) ( ) E ( | , )' '� � � � �Y u X h Xβ Zu h Xβ Zu Y u X

1 21 2  

) شود كه نتيجه مي h(.) پذير بودن تابع معكوس حال از ) �X β β 02 و عبارت قبل  1
كه تابع تحت انتگرال  مسئلهاما اين ؛ است X نبودن ماتريس طرح پر رتبه ي دهندهنشان

 فرض كنيد كه )ب .شود يا خير، باز است صفر مي جا همهيباً تقرمذكور، 
� �u u. ,� �β β θ θ1 2 1 u در اين صورت 2 uf ( ; ) f ( ; )�U Uu θ u θ1 و اين معادل با  2

 فرض كنيد )پ. شناساناپذيري ماتريس كواريانس اثرهاي تصادفي است
� �u u. ,� �β β θ θ1 2 1 u در اين حالت از تبديل 2

� (w u
1
 wبنابراين . كنيم استفاده مي 2
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 ي حال رابطه. است  )هماني(  I و ماتريس كواريانسصفر  داراي توزيع نرمال با بردار ميانگين
 :شود زير بازنويسي مي صورت به) 11(

u u u

u u u

( )f ( | ( ) ; , )f ( )d

                     ( )f ( | ( ) ; , )f ( )d .

( (

� ( (

.
.

Y w

Y w

y w β θ w w

y w β θ w w

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

  

  
)12       (  

 :برابر شوند، يعني باهممجدداً اگر توابع تحت انتگرال 

u u u u u u( ) f ( | ( ) ; , ) ( ) f ( | ( ) ; , ),( ( � ( (Y Yy w β θ y w β θ
1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2     

بنابراين كافي بودن ؛ حاصل نخواهد شد uθ و β شناساناپذيري هر دو بردار پارامتري آنگاه
 .باز است يا مسئلهبراي بررسي شناساپذيري، ) 3( ي شرايط قضيه

هاي گسسته و پيوسته  زمان آميخته با پاسخ هاي هم بررسي شناساپذيري پارامترهاي مدل )ب
 تحت ساختارهاي گوناگون ماتريس كوواريانس

) ي تصادفي بيش از دو مؤلفه، )6( گاهي اوقات برخلاف مدل تكي )پ , )ε u  در مدل وجود
 .باز است اي مسئلهها،  يري در اين مدلبررسي شناساپذ. دارند

هاي خطي  ي چند متغيره و مدل يافته هاي خطي تعميم بررسي شناساپذيري در مدل )ت
 تصادفي هايي چند متغيره با اثر يافته تعميم

 پيوست -6
)): 2(برهان قضيه  بديهي است كه  گاه آناگر مدل توأم شناساپذير در نظر گرفته شود،  /(

هاي  در غير اين صورت اگر فرض كنيم همه مدل. هاي تكي شناساپذير است حداقل يكي از مدل
)u تكي شناساپذير نيستند، ( , ) )	 	�θ β θ گاه آن �θ θ1 چنان وجود دارند كه در هر مدل  2

 تكي،
i ii if ( ; ) f ( ; )�Y Yy θ y θ1  ضرب حاصلبنابراين بديهي است كه تابع چگالي توأم كه ؛ 2

 .توابع چگالي كناري است نيز به ازاي اين دو بردار پارامتري نابرابر، برابر خواهد شد

( گاه شناساپذير در نظر گرفته شود، آن امi حال اگر مدل تكي �(
i ii if ( ; ) f ( ; )�Y Yy θ y θ1 �θ دلالت بر 2 θ1 هاي  بردار پارامتر در مدل يياز آنجا. كند مي 2

پس مدل توأم . نيز شناسا خواهد بود امj تكي، وابسته به انديس نيست، بنابراين مدل تكي
در نظر گرفته شود، به ازاي  شناساپذير امiبايد توجه شود كه اگر مدل تكي (شناساپذير است

θ" هر" θ�1 شود  نتيجه مي 2
i ii if ( ; ) f ( ; )Y Yy θ y θ�1 2.( 
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* نيست، در اين صورت بردار پر رتبه X فرض كنيد ماتريس )آ): 3(برهان قضيه  �β 
Xβ*چنان وجود دارد كه  o�  يا به ازاي هر وj  تا  1 ازn   ،*

j
	 �x β j، كه در آن  

	x ، سطر
j ماتريس طرح امX كه ييازآنجا. توجه كنيد) 8( حال به تابع چگالي توأم. است jY | u  به

دو  ي واسطه بهبنابراين توزيع آن ؛ پراكندگي نمايي است  ي  عضوي از خانواده، nتا   1 از  jازاي 
jدانيم  مي) 7( با توجه به. گشتاور اول مشخص خواهد شد j j jE(Y | , ) h( )	 	� �u x x β z u . پس

))* قرار دهيم θ1 اگر به ازاي هر بردار پارامتري ) , )	 	 	� � uθ β β θ2 آنگاه 
.f ( ; ) f ( ; )�Y Yy θ y θ1 2 

uθ بنابراين به ازاي هر بردار پارامتري؛ شناسا نيست )u فرض كنيد ماتريس) ب عضو  1
uθ بردار پارامتري ،Θ ي مجموعه uθو مخالف با  uΘي  در مجموعه 2  چنان وجود دارد كه 1

u u( ) ( )( � (θ θ1  گرفتهنرمال در نظر u حال چون توزيع احتمال بردار اثرهاي تصادفي .2
 دو گشتاور اول مشخص خواهد شد و بنابراين ي واسطه بهاست، توزيع آن  شده 

u uf ( ; ) f ( ; )�U Uu θ u θ1 قرار  θ1 بردار پارامترياگر به ازاي هر ، )8(بنابراين با توجه به ؛ 2
)u دهيم , )	 	 	�θ β θ2 fآنگاه  2 ( ; ) f ( ; )�Y Yy θ y θ1 2. 

 آنگاهشناساپذير در نظر گرفته نشوند،  )u و ماتريس كواريانس پر رتبه Xاگر ماتريس  )پ 
* با تعريف بردار پارامتري راحتي به

u(( ) , )	 	� �θ β β θ2  .شود ناپذيري مدل نتيجه ميشناسا، 2

بردار ، Θ ي عضو مجموعه θ1 فرض كنيد به ازاي هر بردار پارامتري): 4(برهان قضيه 
. برقرار است) 9( ي چنان وجود دارد كه رابطه θ1و مخالف با  Θي  در مجموعه θ2پارامتري 

f حال طرفين رابطه فوق را در ( )dW w w)W  داراي توزيع نرمال با بردار ميانگين صفر و
 :گيريم رب كرده و انتگرال ميض) هماني استماتريس كواريانس 

u u

u u

( ) ( ( ) )f ( )d

                                                 ( ) ( ( ) )f ( )d .

(  � (  �

(  � (  
.

.
w

w

h Xβ Z w w w

h Xβ Z w w w

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1 1

2 2 2  

)u ، تغيير متغيرهاي ، به ترتيب ي فوق عبارات سمت چپ و راست رابطه   در )� (u θ w
1
2

و  1
u( )� (u θ w

1
2

 :كنيم تا به برابري زير برسيم را اعمال مي 2

u u( )f ( ; )d ( )f ( ; )d .� � �. .U Uh Xβ Zu u θ u h Xβ Zu u θ u1 1 2 2  )13          (  

E، )7( ي با توجه به رابطه ( | , ) ( )� �θ Y u X h Xβ Zu .شود نتيجه مي) 13( از برابري لذا: 

 E ( ) E(E ( | , )) E(E ( | , )) E ( )� � �θ θ θ θY Y u X Y u X Y
1 1 2 2
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 .شود ثابت مي) 7( ناپذيري مدلشناسا، )1( با استفاده از ملاحظه
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 New Results on Identifiability of Generalized Linear Models with 
Random Effects  

 Elham Tabrizi ,  Ehsan Bahrami Samani and Naseh.  Jafari  
 Department of Statistics ,  Shahid Beheshti University ,  Tehran ,  Iran  

Abstract 
 Identifiablity is a necessary property for the adequacy of a statistical model . 
 When a model is not identifiable ,  no amount of data cannot determine true 

parameter .  In this article ,  well-known concept of identifiablity and its 

properties is reviewed .  Moreover ,  since non-identifiablity problem in linear 

mixed effects models and generalized linear models with random effects is 

very common ,  our main focus is on these models .  On the other hand , 
 statistical software ,  after fitting non-identifiable models ,  don’t usually 

indicate the problem and show invalid outputs .  Consequently ,  it is useful to 

have a way to check model identifiability before fitting .  In this regard ,  some 

new theorems to check identifiability in generalized linear models with 

random effects are presented .  data from non-identifiable models are 

simulated and problems with model non-identifiablity are listed for showing 

advantages of the mentioned theorems . 
 Keywords: Identifiability ,  Linear Mixed Effects Models ,  Generalized 

Linear Random Effects Models . 
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