
 1393 پاييز  و زمستان، 2، شماره 4سازي پيشرفته رياضي، دوره مجله مدل   

 

 ميزسفون توزيع كسينوسي مدل درستنماييشبه برآورد
 دومتغيره

 1زادهعليگل موسي و جويباري نوري سيما  
 مدرس تربيت دانشگاه ،آمار گروه

 18/7/1394 :تاريخ پذيرش   4/11/1394 :تاريخ دريافت
ابزارهاي بسيار   هاي جهتي شوند توزيع شناسايي ميهايي كه با زاويه  بندي پديده براي مدل: چكيده

 هواشناسي  نجوم،  شناسي، متنوعي مانند زيست  ها در علوم استفاده از اين توزيع اخيرا،. مفيدي هستند
بويژه در تحقيقات علوم زيستي نشان داده شد كه دو . قرار گرفت  توجه زيادي  مورد  و بيوانفورماتيك

پروتئين را در يك فضاي  حد دقيقي ساختار هندسي و فضايي كامل يك  كه تازوج زاويه وجود دارند 
اين  توام مقادير پروتئين هاي اتم  احتمالاتي براساس موقعيت  تشريح  براي .كنند سه بعدي توصيف مي

هاي خاص  در اين مقاله با مطالعه يكي از حالت .ميزس دومتغيره وجود دارد دو زاويه توزيعي به نام فون
شامل تعداد مدهاي توزيع و تقريب آن   هاي توزيع ، ابتدا به بررسي ويژگي)مدل كسينوسي(ين توزيع ا

درستنمايي  روش شبه سپس نحوه برآورد پارامترهاي توزيع به  .شود توسط نرمال دومتغيره پرداخته مي
سينوسي در سازي بررسي و سپس كاربست مدل ك مطالب نظري مقاله در مطالعه شبيه. شود مي تشريح

  .شود يك مثال كاربردي ارزيابي مي

 .درستنمايي ميزس دو متغيره، برآورد شبه اي، توزيع فون هاي دايره توزيع :هاي كليدي واژه

H62 ):2010(ي رياضي بند رده P62و  11 10. 

 مقدمه -1
 زاويه. گرفت قرار بيشماري محققين توجه مورد آماري داده عنوان به زاويه اخير سالهاي در

 پروتئين يك اسيدهاي بين آمينه پيوندي زواياي جفت و باد وزش جهت پرندگان، حركت
 علوم تحقيقات در آمار كاربردهاي جديدترين از يكي. ]1[ هايي از اين نوع داده هستند مثال

 دومتغيره توزيع مشابه نقشي كه است ميزسفون نام به دومتغيره توزيعي آماري بررسي زيستي
 هاپروتئين هندسي ساختار احتمالاتي بنديمدل براي توزيع اين كاربرد .كندمي بازي را نرمال

                                                                                                                                            
 golalizadeh@modares.ac.ir :آدرس الكترونيكي نويسنده مسئول مقاله -1

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 72زاده                               سيما نوري جويباري، موسي گل علي

 

 سالياندر  بويژه. شود حد از بيش آن علمي اهميت شده باعث ]2[ همكاران و مارديا توسط
 در زنجيره پروتئيني يك ها اتم بيندوسطحي  زاويه زوج دو هندسي نمايش در، متمادي
 نمايش كه دادند نشان ]3[ همكاران و مارديا اخيرا كه دوش مي رسم راماچاندران نام به نموداري

ميزس دومتغيره  جالب اينجاست كه توزيع فون .گيرد انجام  چنبره  روي تواندمي آن معادل
 پيوندهاي براي توانمي را شماريبي زواياي اگرچه. معرفي شد ]5[ توسط ]4[بار   اولين

 ميزسفون توزيع توسط آنها تصادفي رفتار كه دوسطحي زواياي اما گرفت، درنظر هااتم گوناگون
. نمايند ايفا پروتئين ساختار پيشگويي در ايارزنده نقش تواندمي شودمي توصيف دومتغيره

 براي محكي سنگ تواند مي آن پارامترهاي برآورد و توزيع اين ويژگي شناسايي كه است واضح
 حالت كردند سعي موضوع اين به مندعلاقه محققين لذا،  .باشد مربوطه آماري هاياستنباط

 منظور همين به .دارد كمتري پارامترهاي تعداد كه بگيرند درنظر را ميزسفون توزيع از خاصي
 را كسينوسي و سينوسي هايمدل ترتيببه ]7[ همكاران و مارديا و ]6[ همكاران و سينگ
 .كردند مطالعه نيز را سينوسي مدل چندمتغيره تعميم ]8[ همكاران و مارديا .كردند معرفي

. انجام شد ]9[ توسط مارديا و وس چندمتغيره ميزسفون توزيعمدي بودن  اخيراً بررسي تك
. هاي متفاوت مدل كسينوسي كمتر مورد توجه قرار گرفت بنابه منابع موجود بررسي ويژگي

 . هاي آماري اين مدل بپردازد دارد به برخي از ويژگي مقاله حاضر سعي
فون توزيع كسينوسي مدل دوم بخش در .است شده تدوين زير صورتبه حاضر مقاله ساختار
 بدست در كه توزيع هايويژگي از دسته آن بررسي همچنين .شودمي تعريف دومتغيره ميزس
 برآورد. گيرندمي قرار  مدنظر هستند، مفيد آن از نمونه توليد نحوه و پارامترها برآورد آوردن

 بنديمدل و سازيشبيه مطالعه. آيدمي سوم بخش در توزيع پارامترهاي درستنماييشبه
 بحث با مقاله. شودمي ارائه چهارم بخش در كاربردي مثال يك در دوسطحي زواياي كسينوسي

 .خواهد شد تكميل گيريتيجهن و

  دومتغيره ميزسفون توزيع كسينوسي مدلاي از  خلاصه -2
 .است ايزاويه هايداده بنديمدل براي كارا و مفيد هايتوزيع از يكي ميزسفون توزيع

 در آن از بخشي كه است گرفته صورت توزيع اين متغيره يك حالت به راجع وسيعي تحقيقات
 بويژه كاربردي آمار محققين توجه مورد اخيرا آن دومتغيره حالت .است آمده ]1[ پجا و مارديا

 توزيع اين تئوري، نظر نقطه از). را ببينيد ]10[ به عنوان مثال ( است گرفته قرار بيوانفورماتيك
 استفاده مورد بيوانفورماتيك بويژه و زيستي كاربردي موضوعات در كه دارد جالبي هايويژگي

 .آيدمي ادامه در آن خاص هايحالت و توزيع اين معرفي. گرفت خواهد قرار
ه متغير تك ميزسفون توزيع زاويه، بنديمدل براي مدور متغيره تك موجود هايتوزيع بين از

 متغير اگر .است اقليدسي فضاي در نرمال توزيع مشابه  توزيع اين. كندمي ايفا را مهمي نقش
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 بصورت را گزاره اين باشد �و � پارامترهاي با متغيره تك ميزسفون توزيع داراي � ايزاويه
~ ) ( ,VM� � ) آن احتمال چگالي تابع حالت اين درو  دهندمي نمايش � )f�  بصورت �
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. ]1[ است تمركز پارامتر�  و توزيع ايزاويه ميانگين � پارامتر آن در كه شودمي نوشته
) عبارت )( )I k به ]11[ استگان و آبراموويچ بنابه و است صفر مرتبه از يافته تعديل بسل  تابع
 :شود مي تعريف زير صورت
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� ايزاويه متغير دواكنون  � �1� � � و � � �2� �  يك [5] مارديا. بگيريد نظر در را �
�, ازايبه �2 و�1 زاويه جفتبراي را متغيره دو توام چگالي تابع � �1 2� � � و  �

, �1 2k k كرد تعريف زير بصورت: 
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 ايزاويه ميانگين ترتيب به �2 و �1 و تمركز پارامترهاي 2k و 1k چگالي، تابع اين در
)   عتاب. هستند �2 و �1 ايزاويه متغيرهاي , , )A1 2c k k و سازنرمال ثابت A معين ماتريسي 

�2 بعد با مثبت  توانمي آيد بدست )1( رابطه چگالي تابع از بهتري درك اينكه براي .است 2
,iازاي به كنيد فرض .داد بسط A ماتريس برحسب را آن j = ,1 2 [ ]� ijA a ماتريس 

 :داريم) 1( رابطه در ماتريس اين اعضاي جايگذاري با صورت آن در. باشد  موردنظر

( , ) ( ( , , )) exp cos( ) cos( )

             cos( )cos( ) sin( )cos( )

             cos( )sin( ) sin( )sin ) . (

{

}

�� �  �

 � �  � �

 � �  � �

1
1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

11 1 1 2 2 21 2 2 2 2

12 1 1 2 2 22 1 1 2 2

f c k k A k k
a a

a a

� � � � � �
� � � � � � � �

� � � � � � � �

)2       (   

 اين وجود كه داشت انتظار توانمي است، پارامتر 8 داراي) 2( چگالي تابع كه شودمي ملاحظه
 .شود مي  پارامترها برآورد آوردن بدست بويژه آماري محاسبات شدن پيچيده باعث پارامتر تعداد
 باشد متغيره دو نرمال توزيع از تقليدي كه ايگونه به پارامتر پنج حضور با مختلف هايمدل

a دهيم قرار A ماتريس در اگر .شد ارائه ]8[و ] 6[توسط = a =12 �11a و 21  و �
�22a  :آوريممي بدست آنگاه �
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� دادن قرار باحال  � � 3k�  ميزسفون توزيع 1كسينوسي مدل چگالي تابع رابطه اين در �
 :شد خواهد حاصل زير بصورت دومتغيره

)3            (     ( , ) ( ( , , )) exp{ cos( )

                   cos( ) cos( )

�� �
 � � � � 

1
1 2 1 2 3 1 1 1

2 2 2 3 1 1 2 2

cosinf c k k k k
k k

� � � �
� � � � � �

     

 آن در كه

)4(     ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
	

�

� �  
2
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1
2 2( ) ( ) ( )) ( ) (( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )) ( ) (( ) ( ) ( )) ( ) ( p p p

p
c k k k C I k I k I k I k I k I k� 

1�� كه قسمي به 3k k 2�� و 3k k. �3 مدل اين در اگر كه است واضحk آنگاه 
 همبستگي پارامتررا  3kتوانمي لذا، بود خواهند مستقل هم از �2 و �1 ايزاويه متغيرهاي

� اگر اين، بر علاوه .ناميد � �1 2 3k k k توزيع به زوايا از هركدام ايحاشيه توزيع آنگاه 
 به �2 و �1 نوسانات وقتي كه است ضروري نكته اين بيان .شودمي تبديل دايره روي يكنواخت

ايشان خيلي كم  تغييرات دو زاويه نسبت به پارامترهاي ميانگين زاويه( باشد كوچك كافي اندازه
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1- Cosine model 
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 لذا، تابع چگالي شرطي
cosin ( , )1 2f � )( متغيره با پارامتر تمركز ميزس تك توزيع فون � 2� و  �

)( اي ميانگين دايره 2�  .است �
هاي ديگري نيز براي مدل  كسينوسي وجود دارد  بدست آمد ويژگيتاكنون علاوه بر خواصي كه 

جزئيات . تعدادي از آنها در قالب قضيه در ذيل آمده است. كه بررسي آنها ارزشمند خواهد بود
قضاياي ذيل توجه شود كه . مطالعه كرد ]7[ و همكارانتوان در مارديا  بيشتر اين قضايا را مي

گشتاوري و ماكسيمم درستنمايي و  پارامترها به روش كمك شاياني به محاسبه  برآورد
 .كند مي مدل كسينوسيهمچنين نحوه توليد نمونه از 

2 در تابع چگالي مدل كسينوسي و به ازاي: 1قضيه  3k > k 1و < 3k > k اگر  <
k kk

k k
"
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 . مدي و در غير اينصورت دومدي است آنگاه توزيع مربوطه تك 

 اي آنگاه تابع چگالي حاشيه. را در نظر بگيريد �#�و 3k#�مدل كسينوسي با: 2قضيه 
است اگر و فقط اگر �2  مدي با مد متقارن و تك �2 حول �2

( )
�

� � 1 3 2
1 3

1 3

k k kA k k
k k

 اي دومدي با مدهاي در غير اينصورت تابع چگالي حاشيه. 
*�2 2� 2* و � 2� * است كه در آن �

)* از حل تساوي �2 ) �2b  آيد، طوريكه بدست مي �
*

*

*

( ( ))
( )

( )
� �  1 3 1

2 2
1

k k Ab k � ��
� �

)و  ) cos�  �2 2
2 1 3 1 3 22k k k k� � �     . 

 درستنمايي پارامترهاي توزيع برآورد شبه -3
پارامترهاست كه هاي بسيار قوي براي برآورد  يكي از روش) PL( 1درستنمايي روش برآورد شبه
برآورد حاصل از اين روش به دليل . معرفي شده است ]12[ بار توسط بيساگ مفهوم آن اولين

درنظر ) ML( 2عنوان جايگزين برآورد ماكسيمم درستنمايي تواند به محاسبات كمترش مي
 هاي نمايي مورد را براي خانواده PLروش برآورد  ]13[ اخيرا مارديا و همكاران. گرفته شود

هاي نمايي كه بصورت  پارامترهاي خانوادهPL در واقع آنها نشان دادند برآورد . مطالعه قرار دادند
 .              برابر دانستML توان با برآوردهاي بدست آمده از روش  اند را مي اي بسته حاشيه

) بعدي Pاز متغير تصادفي از بردار  n بر اساس نمونه تصادفي به حجم , ,..., ) � 1 2
T

p� � � 
 :درستنمايي عبارتست از تابع شبه

                                                                                                                                            
1- Pseudo Likelihood 

2- Maximum Likelihood 
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PL ( ( , ,  ..., ); )
� �

�$$ 1 2
1 1

p n

j ji i i pi
j i

f q� � � �  

.) كه به قسمي ...; )jf q توزيع شرطي بوده و به پارامتر j�  بستگي دارد وji� ،i� امين
 .است r پارامتر مجهول با طول q امين متغير و�j مشاهده از
است تابع درستنمايي مربوطه  �2 و �1 كه مطالعه مورد نظر معطوف به زوج زاويه از آنجايي

)  براساس بردار مشاهدات , )1 2
T

i i� i,..., ازاي به � n�1 بصورت 

PL ( , ) ( , )  
�

�$ 1 2 2 1
1

n

cosin i i cosin i i
i

f q f q� � � �     

.)خواهد بود كه در آن ., )cosin cosinf q   تابع چگالي شرطي مورد نياز وcosinq  پارامترهاي
هاي نمايي  ميزس دومتغيره، مدل هاي سينوسي و كسينوسي فون مدل ]13[ بنابه. آن است

هاي نمايي تقريب زد تا برآوردهاي حاصل از ماكسيمم  توان آنها را با مدل اما مي. اند نابسته
ي جزئيات. شوند MLدرستنمايي تقريبي از برآوردهاي حاصل از روش  كردن  لگاريتم تابع شبه

  .شود از روش محاسبات  براي مدل كسينوسي در ادامه تشريح مي
. متغيره است ميزس تك دانيم كه توزيع شرطي در مدل كسينوسي توزيع فون از بخش  قبل  مي

,   :نويسيم بنا به نمادگذاري اين بخش مي  ( , , , )� 1 2 1 2 3
T

cosinq k k k� �. 
� با فرض اينكه �1 2�   درستنمايي مدل كسينوسي برابر تابع شبه �

% & % &

( , ) ( , )

exp ( )cos( ( )) exp ( )cos( ( ))

( ( )) ( ( )

 

)

 

�

�

�

' ( ' (� �
� )* + * +

, - , -

$

$

1 2 2 1
1

2 1 2 1 2 1

1 2 12 2- , -( ( ( ( ))- ,- ,)) ( (( ( ))))

n

cosin i i i i
i

n
i i i i i i

i i i

PL f q f q

I I

� � � �

� � � � � � � � � �
� � � � � �

)8  (  

i,..., است كه در آن به ازاي n�1، 

     
   tan ( ) , ( ) cos

os
 

c
i i i

i

k k k k k
k k

� � � � �
�

�
� �  �

�
2 2 23

2 2 1 3 1 3 2
1 3 2

2  

    
   tan ( ) , ( ) cos .

c
 

os
i i i

i

k k k k k
k k

� � � � �
�

�
� �  �

�
2 2 23

1 1 2 3 2 3 1
2 3 1

2  

 صورت  را به تر توان شكل ساده مي [10]بنابه هملريك و همكاران 
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% & % &exp cos cos( ) exp cos cos( )

( ( )) ( ( ))

n
i i i i i i

cosin
i i i

k k k k
PL

I I
� � � � � �
� � � � � ��

' ( ' (� � � �
� �* + * +
, - , -
$ 1 1 3 1 2 2 2 3 1 2

1 1 22 2- , -( ( )) ( ( ))i( ((( (- ,- ,i )) ( (( (( (( (( ((I ( ( ))( ))))))))

يا لگاريتم ) 8(درستنمايي  درستنمايي پارامترها بايد تابع شبه براي محاسبه برآورد شبه. نوشت
نسبت به پارامترهاي ) cosinPL(گيري از لگاريتم تابع درستنمايي  مشتق. آن ماكسيمم شود

 هايويمدل و مساوي صفر قرار دادن آنها منجر به تسا

 log( ) cos
cos ( ( ))

( )� �

� �. �
� � �/ 0. � �

 
 1 3 2

1 1 2
1 11 2

n n
cosin i

i i
i i i

PL k k A
k

�
� � �

� �
    

log( ) cos
cos ( ( ))

( )� �

� �. �
� � �/ 0. � �

 
 2 3 1

2 1 1
1 12 1

n n
cosin i

i i
i i i

PL k k A
k

�
� � �

� �
    

           

log( ) cos
cos( ) ( ( ))

( )

cos
                        ( ( ))

( )

n n
cosin i

i i i
i i i

n
i

i i

PL k k A
k

k k A

�
� � � �

� �

�
� �

� �

� �

�

� �. �
� � � � / 0. � �

� ��
� �/ 0

� �


 





3 1 2
1 2 1 2

1 13 2

3 2 1
1 1

1 1

2
 

)كه در آن  شود مي )
( )

( )
�

( )

p
p

I x
A x

I x
بيني كرد كه حل اين دستگاه معادلات  توان پيش مي. 

هاي صريحي براي پارامترهاي مورد اشاره   منجر به جواب k3و  k1 ،k2برحسب پارامترهاي 
اين رويكرد در . ناپذير است سازي اجتناب هاي محاسباتي بهينه لذا، استفاده از روش. نشود

پارامترهاي مدل   PLمنظور  ارزيابي برآورد سازي و همچنين مثال كاربردي به مطالعه شبيه
 optimاز دستور   PLقابل اشاره است كه براي محاسبه برآور د. گيرد كسينوسي مدنظر قرار مي

در زبان ) هاي مربوط به مسئله مورد بررسي در اين مقاله همراه با اعمال برخي محدوديت(
 .استفاده نموديم Rنويسي  برنامه

 گيري از مدل كسينوسي  نمونه -4

سازي انجام  هاي معرفي شده يك مطالعه شبيه براي ارزيابي برخي از ويژگيدر اين بخش ابتدا 
اي از داده واقعي بعضي از مطالب تشريح شده در  سپس، با درنظر گرفتن مجموعه. خواهد شد

هاي متنوعي براي  روش. گيرد هاي  قبل در قالب مثال كاربردي مورد كنكاش قرار مي بخش
در اين بخش به نحوه توليد نمونه تصادفي زواياي  ].14[ د داردسازي آماري اين زوايا وجو شبيه

 . شود دوسطحي براساس مدل كسينوسي پرداخته مي
ميزس  داراي توزيع فون �2 به شرط �1 بنابه مطالب ارائه شده در بخش قبل، توزيع شرطي
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سازي از اين توزيع شرطي را با  توان شبيه مي ]7[ مارديا و همكارانلذا بنا به . متغيره است تك
) هاي تصادفي براي بردار اي درهم آميخت و زوج نمونه سازي از توزيع حاشيه شبيه , )1 2

T� � 
) اي تابع چگالي حاشيهسازي نمادها فرض كنيد  تبراي يكنواخ. بدست آورد )2f و تابع  �

 چگالي شرطي
´

( )�1 2 2f � �  . موجود باشند �
) اي سازي مستقيم از تابع چگالي حاشيه بايد توجه داشت كه شبيه )2f با اين . ميسر نيست �

گيري رد و  توان از نمونه هاي آماري مي سازي از توزيع شمار شبيه هاي بي حال، با وجود روش
در الگوريتم رد و پذيرش،  ].15[ اي استفاده كرد راي توليد نمونه از اين چگالي حاشيهب 1پذيرش

رفتار و داراي توزيعي با دامنه تعريف يكسان با  اي انتخاب شود كه هم گونه بايد توزيعي نامزد به
براي . ]15[ توزيع موردنظر بوده و تابع چگالي هدف در زير تابع چگالي كانديد قرار گيرد

هاي قبل نحوه شناسايي تك يا دومدي بودن تابع چگالي  دن به اين مهم در بخشرسي
توجه به دو  ]7[ ها، مارديا و همكاران علاوه بر آن. اي با استفاده از برخي قضايا ارائه شد حاشيه

  :نكته ذيل را توصيه كردند
)* مدي است توزيع تك �2 اي اگر تابع چگالي حاشيه 1 , ) 2VM � به عنوان توزيع  �

 .نامزد انتخاب شود
هاي يكسان دو  اي دومدي است از آميختگي با وزن در صورتي كه تابع چگالي حاشيه 1

*ميزس توزيع فون *( , )2 2VM � � * و � *( , )�2 2VM � � به عنوان تابع نامزد انتخاب  �
2شود طوريكه مقدار 

� ريشه تابع �2 �2 �2b بعلاوه، . است 2مورد اشاره در قضيه  �
اي انتخاب شود كه اختلاف ناچيزي بين تابع چگالي نامزد و تابع  به گونه �* بايد

) اي چگالي حاشيه )2f  .وجود داشته باشد �
براي نيل به اين . پذير است با توجه به اين دونكته، اجراي الگوريتم رد و پذيرش به آساني امكان

 : سازي ضروري است كه عبارتند از هدف پيروي از چند گام مرسوم شبيه
) از توزيع نامزد با تابع چگالي )گام اول )h  .داده توليد شود �2
� به ازاي هر )گام دوم � �� �  :بصورت زير در نظر گرفته شود  Lثابت �2

( )
, .

( )

' (
� * +

, -
2

2
1fL max

h
�
�

 

�يك نمونه از )گام سوم �,1�,1U توليد شود . 

                                                                                                                                            
1- Accepted Rejected Sampling 
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)اگر نامساوي  )گام چهارم )

( )
"

�
2

2

fU
L h

�
�

عنوان  به گام اولبرقرار بود نمونه توليدي در  
) اي تصادفي از توزيع نمونه )2f  .رجوع شود گام اولپذيرفته شود و درغير اينصورت به  �

 توان از توزيع شرطي مي �1 منظور توليد نمونه تصادفي ، به�2 اي براي اكنون با داشتن نمونه
´

( )�1 2 2f � � ) ميزس با پارامترهاي تمركز كه داراي توزيع فون � )2� ) و ميانگين � )2� است  �
) توجه كنيد كه زوج . كمك گرفت ), ( ){ }2 2� � �  3پارامترهايي هستند كه در بخش  �
              .معرفي شدند

        كاربرديمثال تحليل و سازيشبيه -5
وقتي  دومتغيره ميزسفون توزيع كسينوسي مدل از نمونه 1000 پذيرش و رد الگوريتم كمكبه
� كه �1 2�  از دقيق بررسي براي مورد اشاره فرآيند و توليد ديگر متفاوت پارامترهاي اما با �

 .شد تكرار بار 100 سازيشبيه فرآيند برآورد هايروش عملكرد نحوه و ارزيابي سازي،شبيه روند
-نشان مي 1شكل . بود 60بيان اين نكته ضروري است كه درصد پذيرش نمونه بطور متوسط 

ميزس تك متغيره قرار گرفته  دهد كه تابع چگالي هدف در زير تابع چگالي كانديد يعني فون
 200ي با بعد ماتريس در سازيشبيه طالعهم اين درهاي توليد شده  طور خلاصه، نمونه به. است

 در نتايج از ايشدهخلاصهشكل  .شدكار گرفته  به برآورد متفاوت هايروش و ذخيره 1000
 پارامترهاي با كسينوسي مدل از هانمونه ابتدا كه كنيد توجه .آمده است 1 جدول

� � � �, , , , , , , ,�1 2 1 2 3 4 3 1�, , , ,4 3 1, ,,μ μ k k k برآورد پارامترها دانستن مجهول با سپس .شد سازيشبيه 
 .ندشد محاسبهدرصدي   نرمال تقريبي اطمينان فواصل و برآورد خطاي اريبي، و محاسبه آنها

3 بصورت نظر مورد اطمينان فاصله t
q

σT Z
n

Tآماره آن در كه آمده بدست   بار nميانگين  
 . است نظر مورد پارامتر برآورد) تكرار تعداد(
 در آنمقدار سازيشبيه از قبل. كنيممي )1( مدل پارامتر اولين به معطوف را مانتوجه بتدا،ا

 ملاحظه پارامتر اين به مربوط رديف 1 جدول از كه همانگونه. شد گرفته درنظر ثابت 4 عدد
 تقريبي اطمينان هفاصل و) 596/0برآورد خطاي با( 075/4 برابر  PLبرآورد مقدار شودمي

رسد اين روش توانسته برآورد قابل قبولي براي  نظر مي به. است آمده بدست )192/4,958/3(
 .كند 1پارامتر ارائه 

 .شد گرفته درنظر 3ثابت عدد ) 2k( دومتمركز پارامتر مقدار براي سازي،شبيه اجراي از قبل
 هفاصل با) 529/0 برآورد خطاي با( 069/3براي اين پارامتر برابر  PL روش از حاصل برآورد

 نتيجه توانمي حاصل، نتايج كمك با. است آمده بدست )965/2, 173/3( تقريبي اطمينان
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 .             است نزديك بسيار واقعي مقدار به برآورد روش اين كه گرفت

 
 )ممتد(و تابع هدف ) چيننقطه(نمودار تابع كانديد  :1شكل

پارامترهاي مدل كسينوسي  PLنتايج حاصل از برآورد به روش  :1جدول 
� �1 2� �1صورت با مقادير واقعي پارامترها به � 4k ،�2 3k ،�3 1k  

خطاي  اريبي برآورد پارامتر
 برآورد

 فاصله اطمينان
 حد بالا حد پايين

1k 075/4 075/0 596/0 958/3 192/4 

2k 069/3 069/0 529/0 965/2 173/3 

3k 999/0 001/0 420/0 916/0 081/1 

 از قبل پارامتر اين مقدار. دارد همبستگي ميزان در توجهي قابل اهميت 3پارامتر به توجه
براي  PL روش از حاصل برآوردهاي. است شده گرفته نظر در 1ثابت مقدار سازيشبيه اجراي

 درصدي 95 تقريبي اطمينان هفاصل با و 0/ 420برآورد خطاي با 199/1اين پارامتر برابر 
 بسيار پارامتر واقعي مقدار به حاصل برآورد دهدمي نشان كه است آمده بدست) 081/1,916/0(

 . است نزديك
 هندسي ساختار تعيين در دروني مختصات مهمترين از يكي عنوانبه 1سطحي دو زواياي

                                                                                                                                            
1- Dihedral angels 
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4,( زواياي زوج بصورت كه آيند،مي بحساب پروتئين  دوم ساختار ].2[ شودمي داده نمايش) 5
4,( زواياي دوران از پروتئين  آلفا كربن و نيتروژن بين زاويه تر،دقيق طور به .آيدمي بوجود) 5

 شودمي گرفته رظدرن 5 زاويهي كربونيل كربن و آلفا كربن پيوند بين يزاويه و 4 يزاويه
6يزاويه دارد وجود پپتيدي پيوند حول كه ديگري يزاويه اما .]16[  با جز كه شودمي ناميده  

 ايفا پروتئين هندسي ساختار تعيين در ديگري نقش خاص مقدار دو در شدن داشته نگه ثابت
 خاص زماني يبازه يك در پروتئين از بخش هر در  زاويه دو اين اندازه  كه شود توجه .كندنمي

پيش موضوع به بنديمدل رويكرد با زوايا اين آماري مطالعه. هستند متفاوت چرخش طول در
 پراكندگي زيستي علوم دانشمنداناز ساليان دور  .دارد طولاني سابقه هاپروتئين ساختار بيني
 نمودار حاصل نمودار به كه كنند مي رسم صفحه يك در ار 1چنبره روي بر شده مشاهده نقاط

 براي را زاويه هر مجاز وضعيت راماچاندران نمودار واقع در .]17[ شودمي گفته 2راماچاندران
 يك توزيع كه ايده اين از استفاده با ]18[ همكاران و مارديا .دهدمي نشان پروتئين ساختارهاي

�,( دربازه زاويه دو توام توزيع و دايره روي بر زاويه مدل به گيردمي قرار چنبره روي بر) ��
 كه پروتئين از كوچك بخش يك چرخش .پرداختند چنبره روي بر زوايا اين آماري بندي

بصورت دوسطحي زواياي از ايمجموعه است زاويه زوج دو اين دربرگيرنده
( , ), ( , ),..., ( ) ,1 1 2 2 n n4 5 4 5 4  و انواع زيستي نظر نقطه از اگرچه .دهدمي قرار محقق اختيار در را 5

 به نمونه كه است اين بر ما فرض اما است، تصور قابل نمونه زوج دو هر بين همبستگي اقسام
 . است دومتغيره ميزسفون توزيع يك از تصادفي اينمونه واقع در زوايا اين از nحجم

 .كنندمي تقسيم مختلف هايگروه به دارند كه خصوصيتي براساس را آمينه اسيدهاي
تقسيم لحاظ از و موجود پروتئينها تمام در كه است هاييآمينه اسيدهاي جمله از  ALAآلانين
مي قرار هستند خطي جانبي زنجير داراي كه ضروري غير هاياسيدآمينه از گروهي در بندي
 مقاله اين در .گيردمي قرار ناقطبي R آمينه اسيدهاي از گروهي در آلانين همچنين .گيرد
 -1آلفا پروتئين از  YASARAافزارنرم از استفاده با گيرندمي قرار مطالعه مورد كه هاييداده
 زواياي داراي آمينه اسيد هر و است آمينه اسيد 393 از متشكل كه )AAT( تريپسين آنتي

 هايپيچ و بتا صفحات پروتئين اين ساختار در .است آمده بدست باشد،مي 5 و 4 دوسطحي
 اسيدآمينه از 5و 4 زاويه1000تعداد   كه در آزمايشگاهي زيستي به دارند وجود آلفا
58ALA 248 وALA 58 آمينه اسيد. شد سازيشبيهALA دارد قرار آلفا هايپيچ روي بر 
 دارد، قرار بتا صفحات روي بر كه، 248ALA اسيدآمينه به نسبت كمتري تحرك داراي كه

) سخت را 58ALA آمينه اسيد در موجود زواياي جهت بدين .است )Rigid زواياي زوج و 
)پذيرانعطاف را ALA 248اسيدآمينه در موجود )Flex آماري افزارنرم در .يمنام R با 

                                                                                                                                            
1- Torus 

2- Ramachandaran 
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circ. دستور از استفاده cor ي كتابخانه درCircStat آزمون، يآماره مقدار �P و مقدار 
 هم و Rigid هايداده براي هم را همبستگي زمونآ .است محاسبه قابل همبستگي مقدار

Flex نتايج .است آمده 2جدول در آن از حاصل نتايج و آزمون يآماره مقدار. يمبرد بكار 
 همبستگي داده مجموعه هردو براي دوسطحي زواياي كه دهدمي نشان جدول اين از حاصل
 .گرفت درنظر هم از مستقل را هانمونه توانمي صورت اين در و ندارند داريمعني

 هاي واقعي نتايج آزمون همبستگي براي داده :2جدول 
 مقدار آماره آزمون مقدار همبستگي مقدار-P زاويه نوع اسيد آمينه

ALA58 4 875/0 001/0 156/0 
ALA58 5 380/0 008/0- 877/0- 

ALA248 4  313/0 010/0- 007/1- 

ALA248 5 857/0 001/0 179/0 

با پيروي از ارائه . ها بكار گرفت توان مطالب مربوطه برآورد پارامترها را براي اين داده اكنون مي
ملاحظه  .استآمده  3جدول در پذيرانعطاف دادهاي پارامترهاي برآورد از حاصل نتايجشده 

 ،053/0 ترتيب به PL برآورد روش با 2k و 1kبراي پارامترهاي  برآورد مقاديرشود كه  مي
 سخت هايداده براي مشابه طوربه .است بدست آمده 3k پارامتر براي 004/0و  061/0

 .شد 000/0و  019/0، 004/0برابر  ترتيب به PL برآورد روش با پارامترهااين  برآوردهاي

حاصل از برآورد پارامترهاي مدل كسينوسي از نتايج  :3جدول 
 هاي واقعي ميزس دومتغيره براي داده توزيع فون

 Rigid Flex 
1k 004/0 053/0 

k 2 019/0 061/0 

k 3 000/0 004/0 

  گيرينتيجه و بحث -6

ها  از بين آن. هاي زيستي در ساليان اخير امري ضروري شده است مطالعه برخي از پديده
ها نقش مهمي  دليل كمك به درمان بعضي از بيماري شناسايي ساختارهاي متفاوت پروتئين به

هاي تصادفي مربوط به تغييرات  بندي احتمالاتي پديده اند مدل علوم آماري توانسته. تري دارد
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ميزس دومتغيره به دليل فرم  توزيع فون. وتئين نقش بسزايي در اين امر مهم ايفا كندهاي پر اتم
لذا، رويكرد . تواند براي توصيف تغييرات زاويه دوسطحي بسيار مناسب باشد تابعي خاصش مي

. آماري به مطالعه ويژگي اين توزيع از هر دو جنبه نظري و كاربردي مفيد فايده خواهد بود
براي اين . ميزس دومتغيره بود هاي خاص توزيع فون ر مطالعه يكي از حالتهدف مقاله حاض

در مطالعه . منظور ويژگي توزيع، نحوه برآورد پارامترهاي آن و شيوه اخذ نمونه تصادفي ارائه شد
نحوه كاربست . مورد ارزيابي قرار گرفت PLسازي، عملكرد برآورد پارامترها به روش  شبيه
هاي استنباطي ديگر مانند محاسبه نواحي  جنبه. هاي واقعي نيز ارائه شد ها درمورد داده روش

تواند  هاي بيزي در مدل كسينوسي مي سازي روش اطمينان دقيق براي پارامترها، پياده
 .مسيرهايي براي تحقيقات آتي باشد
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Pseudo-likelihood Estimator of the Bivariate Von-
Mises Cosine Model 

Sima Nouri Jouybari, Mousa Golalizadeh 

Department of Statistics, Tarbiat Modares University, Tehran, Iran 

Abstract 
Directional statistics are very useful tools to model the phenomenon that are 

characterized by the angles. Recently, various disciplines including biology, 

astronomy, meteorology and bioinformatics have paid attention to use these 

distributions. Particularly, it was shown in biological researches that there 

are two pair angles describing, relatively, the complete geometrical and 

spatial structures of a protein in the three dimensional space. There is a 

distribution, called bivariate Von-Mises, to represent the position of the 

atoms based upon the values of these angles in a probabilistic manner.  In 

this paper, considering an especial case of this density (cosine model), the 

properties of distribution including the numbers of modes and its 

approximation by the bivariate normal distribution are first studied. Then, to 

estimate the parameters using the pseudo-likelihood method is described. 

The theoretical materials are evaluated in simulation studies and the 

application of the cosine model in a real example is presented.  

Key words: Circular densities, Bivariate Von-Mises distribution, Cosine 
model, Pseudo-likelihood estimator.  
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