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1396بهار و تابستان، 1، شماره 7سازي پیشرفته ریاضی، دوره مجله مدل

هاي مهندسی آب با استفاده از روش رگرسیون سازي دادهمدل
فازي استوار کمترین مربعات پیراسته

و مهدي روزبه1جلال چاچی
گروه آمار، دانشگاه سمنان

30/4/1396تاریخ پذیرش:29/3/1395تاریخ دریافت:
سیون فازي کمترین مربعات خطا حساسیت هاي رگرهاي برآوردیابی پارامترهاي مدلروشچکیده:

ا ههاي موجود برآوردیابی پارامترهاي این مدلهاي پرت دارند. اغلب روش(بسیار) زیادي نسبت به داده
هاي پرت، برآوردهایی نامناسب، دور از انتظار و با یر دادهتأثبا رویکرد کمترین مربعات خطا، تحت 

مطالعه یک مدل رگرسیون فازي استوار کمترین مربعات پیراسته دهند. لذا در اینمیارائهخطاي زیاد 
مقدار معرفی خواهد شد. در -مقدار و متغیر خروجی فازي-سازي متغیرهاي ورودي حقیقیبراي مدل

hشود که مجموعاي ساختاربندي میگونهاین رویکرد، تابع هدف در برآوردیابی پارامترهاي مدل به
کمینه شوند. این روش داراي الگوریتمی است که شدهمرتبهاي ین توان دوم باقیماندهترکوچکتا از 

هاي مختلف ترکیببر اساسبا جستجو در مجموعه مشاهدات به برآورد بهترین پارامترهاي مدل 
پردازد. این موضوع باعث کاهش تأثیر ایی مشاهدات، میتnمشاهده خوب از مجموعه hانتخاب 

شود. در انتها کاربرد روش پیشنهادي این مشاهدات پرت در فرآیند برآوردیابی پارامترهاي مدل می
شناسی) که اغلب شامل مشاهدات پرت هاي واقعی در مهندسی آب (آبسازي دادهمقاله در مدل

رو، در این مطالعه به مقایسه بین روش پیشنهاد ینازایرد. گی و مطالعه قرار میموردبررسهستند، 
شده در این مقاله و روش متداول رگرسیون کمترین مربعات فازي که در آن مشاهدات پرت و 

شود. نتایج تجربیمشاهدات خوب تأثیر یکسانی در برآوردیابی پارامترهاي مدل دارند، پرداخته می
ها را در مقایسه با روش متداول هتر روش پیشنهادي بر این دادهاین مطالعه کاربردي برتري برازش ب

دهد. همچنین روش پیشنهاد شده در این مقاله رگرسیون فازي کمترین مربعات خطا نشان می
است.اند را مشخص نموده مشاهدات پرتی را که تأثیر نامطلوبی در برآوردیابی پارامترها داشته

.قدبی معلرگرسیون کمترین مربعات پیراسته، داده پرت، رگرسیون فازي،هاي کلیدي:واژه

.72E03 ،08G62): 2010(ریاضیيبندرده

jchachi@semnan.ac.irآدرس الکترونیکی نویسنده مسئول مقاله:-1
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2جلال چاچی و مهدي روزبه

مقدمه-1
هاي مبتنی بر شیوه سازيخصوص در مدلهاي پرت در هر تجزیه و تحلیل آماري، بهبررسی داده

هاي رگرسیون خطی و یا غیرخطی)، از اهمیت بسیاري کمترین مربعات خطا (ازجمله مدل
هاي رگرسیون مبتنی بر شیوه کمترین مربعات خطا (شامل رویکردهاي رخوردار است. در مدلب

آماري و یا فازي) مشاهدات پرت در نمونه (حتی به تعداد اندک) تأثیر مخرب و نامناسبی بر 
دست آمده شوند که مقادیر برآوردهاي بهدست آمده دارند. این مشاهدات باعث میبرآوردهاي به

منظور برآورد استوار جهت بهانتظار، غیرقابل اطمینان و داراي خطاي زیاد باشند. ازایندور از 
پارامترها، مجموعه مشاهدات نمونه باید با هدف شناسایی نقاط پرت موردبررسی و تحلیل قرار 

ها برآوردگرهاي مبتنی ]. در صورت مشاهده نقطه (یا نقاط) پرت در مجموعه داده2و 1گیرد [
باشند. براي رفع ه کمترین مربعات خطا از دقت کافی در برآورد پارامترها برخوردار نمیبر شیو

هاي برآوردیابی استوار هستند، جایگزین بسیار این اشکال برآوردگرهاي استوار که مبتنی بر روش
ر هاي برآوردیابی استوا]. روش3باشند [مناسبی براي برآورد پارامترها در حضور مشاهدات پرت می

شود که در حضور مشاهدات پرت در نمونه (و حتی بدون حذف نقطه هایی گفته میاغلب به روش
گونه ]. این4دهند [یا نقاط پرت) برآوردگرهاي دقیق و استواري براي پارامترهاي مدل ارائه 

]:5ها همواره باید دو از دو جهت زیر موردتوجه قرار گیرند [روش
هاي پرت را داشته باشد،سایی دادهروش برآوردیابی توانایی شنا.1
ها از نمونه) برآوردیابی استوار پارامترهاي مدل در حضور مشاهدات پرت (بدون حذف آن.2

انجام شود.
- هاي برآوردیابی استوار مدلهاي پرت در روشتوان گفت که بررسی دادهطور عمده میتاکنون به

ی توجه از طرف]. 7-5است [لعه قرار گرفته هاي رگرسیون فازي از دو جهت بالا موردتحقیق و مطا
خروجی فازي) -سازي رگرسیونی در محیط فازي (متغیرهاي وروديکنید که در چارچوب مدل

سازي رگرسیون آماري هاي مدلهاي پرت تنوع و گسترگی رخداد بیشتري نسبت به حالتداده
زیر رخ دهد:صورت حالاتتواند به]. در این حالت یک داده پرت می12-8دارند [
مقدار ورودي باشد،-بر حسب مشاهدات متغیر حقیقی.1
مقدار خروجی باشد،-بر حسب مشاهدات مراکز و/یا پهناهاي متغیر فازي.2
بر حسب مدل رگرسیونی باشد (اما نه بر حسب مشاهدات متغیرهاي ورودي و یا .3

خروجی)،
ب مدل بر حسب مشاهدات متغیرهاي ورودي و یا خروجی باشد (اما نه بر حس.4

رگرسیونی)،
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مدل سازی داده های مهندسی آب با استفاده از روش رگرسیون فازی استوار3

بر حسب ترکیبی از موارد بالا باشد و دیگر اینکه در مدل رگرسیون فازی مقادیر متغیر .5
تواند بر حسب مشاهدات مراکز و/یا پهناهای آن، ورودی نیز فازی باشد که این خود می

مقادیری پرت داشته باشد.
سازی ات پرت در مطالعات مدلرو با توجه به مطالب بالا، گستردگی و تنوع رخداد مشاهدازاین

ها و رویکردهای مختلف و متنوعی در برآوردیابی رگرسیون در محیط فازی باعث معرفی روش
توان به دو ها را میطور عمده این روشهای رگرسیون فازی شده است. بهاستوار پارامترهای مدل
بندی نمود:رویکرد اصلی زیر دسته

دیابی استوار پارامترهاي مدل رگرسیون فازي (اغلب رویکردهاي مبتنی بر برآور-الف
برکه اخیراً بسیار موردتوجه قرار گرفتههاگونه روشاینهاي پرت):با حضور داده عمدتاً اند،

ها اغلب گونه روشهای استوار کلاسیک در محیط فازی هستند. در اینمبنای استفاده از روش
طریق کمینه کردن (و یا برخی حالات بیشینه کردن تابع هدف، که پارامترهای بهینه مدل از

شود که نسبت به مشاهدات پرت حساسیت نداشته باشد آیند، به گونه انتخاب میدست میآن) به
].7-5های پرت استوار باشد) [(یا به عبارتی نسبت به داده

عمدتاًگونه روشاینهاي پرت:رویکردهاي مبتنی بر تشخیص و شناسایی داده-ب ها
های مبتنی بر ها) و/یا روشعنوان مثال نمودار پراکنش دادهها (بهمبتنی بر نمایش تابعی داده

].15-13های فازی هستند [تجزیه و تحلیل داده
ورودی هایدر این مقاله به معرفی مدل رگرسیون فازی استوار کمترین مربعات پیراسته برای داده

شود مجموعه شود. همچنین فرض میاخته میمقدار) و خروجی فازی پرد-دقیق (حقیقی
سازی مبتنی بر رویکرد کمترین مربعات های مدلهای پرت هستند و روشمشاهدات شامل داده

کند که در ای عمل میگونهباشند. روش پیشنهادی بهها مناسب نمیسازی این دادهخطا در مدل
دهد. روش برآوردیابی ی مدل ارائه میهای پرت، برآوردهای استواری برای پارامترهاحضور داده

بهینه پارامترهای مدل رگرسیون فازی بر مبنای روش استوار کمترین مربعات پیراسته است. در 
های واقعی در مهندسی آب برتری این سازی دادهانتها نتایج تجربی مدل پیشنهاد شده در مدل

زی کمترین مربعات خطا را نشان روش را در مقایسه با چند روش معمول و متداول رگرسیون فا
دهد.می

، برخی از مفاهیم و تعاریف موردنیاز 2صورت زیر تدوین شده است. در بخش مطالب این مقاله به
، روش برآوردیابی مدل رگرسیون استوار فازی 3شوند. در بخش های فازی بیان میاز مجموعه

های واقعی در مهندسی آب فاده از داده، با است4شود. در بخش یراسته بیان میپکمترین مربعات 
د. در شوبه مقایسه بین روش پیشنهادی و چند روش مطرح دیگر در رگرسیون فازی پرداخته می
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4جلال چاچی و مهدي روزبه

سازي رگرسیونی در محیط گیري و بحث پیرامون رویکردهاي آتی در مدلانتها به بحث و نتیجه
شود.فازي پرداخته می

ها و حساب اعداد فازيمجموعه-2
از A، مجموعه مرجع باشد. مجموعه فازيمقاله فرض کنید مجموعه اعداد حقیقیدر این

)با تابع عضویت  ) : [ , ]A x براي Aبرش مجموعه فازي-.]16[شودمشخص می1
)هر  , }معمولیصورت مجموعهبه1[ : ( ) }A x A x0شود وتعریف میA

}بستار مجموعه  : ( ) }x A x است. مجموعه فازيA را یک عدد فازي گوییم از
)هرگاه براي هر  , }هاي ، مجموعه1[ : ( ) }A x A xدار ناتهی، بسته و کران

LRهستند. یک عدد فازيLR، اعداد فازيهاي فازي در باشند. یک رده خاص از مجموعه
)صورت به , , )LRN n l rشود که در آن نشان داده میn ،مرکز ،lوr

:به ترتیب پهناهاي چپ و راست عدد فازي و  [ , ]L :و 1 [ , ]R ترتیب به1
)با شرط ،راستوتوابع شکل نزولی چپ ) ( )L R برش عدد -هستند. تابع عضویت و1

)فازي  , , )LRN n l r16[شودصورت زیر تعریف میبه[

( ) if ,
( )

( ) if .

n xL x n
lN x

x nR x n
r

[ ( ) , ( ) ], [ , ],

[ , ].l u

N n L l n R r

N N

1 1 1

)فازي عدد , , )LRN n l r با شرایطL R وl r یک عدد فازيLR متقارن
)صورت شود و بهنامیده می , )LN nشود. اکنون فرض کنید نشان داده می

( , , )m m LRM m l rو( , , )n n LRN n l r دو عدد فازيLR یک عدد باشند و
شودصورت زیر تعریف میحقیقی باشد. در این صورت حساب اعداد فازي به

{ }

( , , ) if ,
if ,

( ,| | ,| | ) if ,

m m LR

m m RL

m l r
M

m r l
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مدل سازي داده هاي مهندسی آب با استفاده از روش رگرسیون فازي استوار5

( , , ) ,

( , , ) ,
m m LR

m n m n LR

M m l r

M N m n l l r r

}که در آن  ].16تابع نشانگر مجموعه معمولی صفر است [{

رگرسیون فازي استوار کمترین مربعات پیراسته-3
هاي رگرسیون فازي مشاهدات پرت تأثیر نامناسب و مخربی بر برآوردگرهاي مبتنی بر در مدل

دها بایمنظور شناسایی مشاهدات پرت، مجموعه دادهرویکرد کمترین مربعات خطا دارند. لذا به
ها، دقت موردبررسی و مطالعه قرار گیرد. در صورت وجود مشاهدات پرت در مجموعه دادهبه

است که از برآوردگرهاي استوار در برآورد پارامترهاي مدل استفاده شود. در برخی از مناسب
- ها کنار گذاشته میهاي برآوردیابی استوار، مشاهدات پرت شناسایی شده از مجموعه دادهروش
و سپس از یک رویکرد متداول برآوردیابی (غیر استوار) در برآورد پارامترهاي مدل استفاده شوند
هاي برآوردیابی استوار باید در حضور گونه که در بخش مقدمه بیان شد، روشاما همان؛ شودمی

ویکرد ررو، در این بخش با استفاده از مشاهدات پرت به برآوردیابی پارامترهاي مدل بپردازند. ازاین
سازي مجموعه مشاهدات زیرکمترین مربعات پیراسته به مدل

( , ), , ( , )n ny yx x1 1

شود. در این مشاهدات مربوط به یک یا چند متغیر مستقل و یک متغیر وابسته پرداخته می
( , , )i i LRy y l rو[ , , , ] k

i i i kix x xx 1
1( , , ; ; )ii n k n x1 به 1

امین مشاهدات متغیرهاي وابسته و مستقل هستند. بدون اینکه از کلیت مسئله کاسته -iب ترتی
شود مشاهدات مربوط به متغیرهاي مستقل نامنفی هستند. در صورت منفی بودن شود فرض می

ه دیهی است ککنیم. بها را نامنفی میمشاهدات متغیرهاي مستقل با استفاده از روابط خطی آن
ازي سمنظور مدلتغییر خطی مقادیر متغیرها تأثیري در مدل بهینه برآورد شده ندارد. اکنون به

شودهاي بیان شده، مدل رگرسیون فازي زیر در نظر گرفته میداده

( , ( ), ( )) ( ) ( )
     ( , , ) (( , , ) ) (( , , ) )
     ( , , )

LR k k

LR LR k LR k

k k k k k k

k

L

k

R

y G l G r x x
x x

x x x x x x

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

:که در آن  ( , )Gودشدر ادامه توضیح داده میپذیر است (نقش این تابعتابعی معکوس
شود، پس از برآورد بهینه پارامترها و با توجه به بیان می1گونه که در قضیه ]). در انتها همان9[

:پذیري تابع معکوس ( , )Gشودصورت زیر نوشته می، مدل رگرسیون فازي بالا به
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6جلال چاچی و مهدي روزبه

ˆˆ ˆˆ( , , )
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ       ( ( ,

ˆ ˆ ˆ
,

 ( ))

)1
1 1 1 1

1
1 1

LTS LR

k k k k

k k LR

y y l r

x x G x x

G x x

هاي پرت تأثیر مخربی شوند که دادهاي برآورد میگونهرامترهاي مدل رگرسیون فازي بهدر ادامه پا
در روش برآوردیابی پارامترها نداشته باشند. به عبارتی شیوه برآورد بردار پارامترهاي
[ , , , ] [( , , ) , ( , , ) , , ( , , ) ]k LR LR k k k LRβ 1 1 1 1

ین ها (خطاها) بماندهاي است که بر طبق یک فاصله بین اعداد فازي مجموع توان دوم باقیگونهبه
ا همقادیر مشاهده شده متغیر وابسته و مقادیر برآورد شده آن توسط مدل، کمینه شود. باقیمانده

صورت فاصله یا تفاضل بین مقادیر مشاهده شده متغیر وابسته و مقادیر برآورد یا خطاها که به
هاي یک مدل رگرسیون شوند نقشی بسیار مهم و اساسی در برآورد پارامترشده آن تعریف می

ها اطلاعات بسیار مهمی از قبیل پرت (کلاسیک و یا فازي) دارند. با مطالعه و تجزیه و تحلیل آن
توان استخراج کرد. از طرفی مشاهدات پرت در یک مدل رگرسیون بودن یک مشاهده می

طاها) ها (خقیماندهمنظور محاسبه با(کلاسیک و یا فازي) اغلب باقیمانده بزرگی دارند. در ادامه به
آیند، ازدست میکه پارامترهاي بهینه مدل از آن بهسازيو همچنین ساختاردهی مسئله بهینه

)فاصله زیر بین دو عدد فازي  , , )m m LRM m l r و( , , )n n LRN n l rشود استفاده می
]13[

( , ) ( ) ( ) ( )l m n r m nD M N m n c l l c r r2 2 2 2

)که در آن )lc L d
1 )و21 )rc R d

1 . براي مثال، فاصله بین دو عدد 21
)فازي مثلثی , , )m TmM m l r و( , , )n TnN n l rشودصورت زیر محاسبه میبه

( , ) ( ) ( ) ( )m n m nD M N m n l l r r2 2 2 21 1
3 3

rکه در آن lc c d
1 2

31 1.

ندي اي ساختاربگونهسازي باید بهارامترهاي فازي مدل، مسئله بهینهدر ادامه براي برآورد استوار پ
ها هاي بزرگی دارند) تأثیر مخرب آنهاي پرت (که اغلب باقیماندهشود که پس از شناسایی داده

منظور از بین بردن تأثیر مشاهدات پرت در تابع خطا، لذا بهبر پارامترهاي برآورد شده کاهش یابد.
ار شود. در ادامه ساخترین مربعات خطاي پیراسته در ساختار تابع هدف استفاده میاز رویکرد کمت
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مدل سازي داده هاي مهندسی آب با استفاده از روش رگرسیون فازي استوار7

آیند، در دو قسمت تابع هدف و دست میکه پارامترهاي بهینه مدل از آن بهسازيمسئله بهینه
شوند.قیدهاي مربوط به آن، بررسی می

ي رگرسیون در محیط سازگستردگی و تنوع رخداد مشاهدات پرت در مطالعات مدلتابع هدف:
گونه که بیان شد، در یک مدل ]. همان5فازي در مقایسه با حالت کلاسیک بسیار بیشتر است [

مقدار، -مقدار و مقادیر متغیر خروجی فازي-رگرسیون فازي با مقادیر متغیر ورودي حقیقی
ي متغیر خروجی توانند براي مقادیر متغیر ورودي و/یا مقادیر مراکز و/یا پهناهامشاهدات پرت می

هاي پرت تأثیر مخربی در برآورد پارامترهاي مدل خواهیم دادهچون میفازي، ثبت شوند. اکنون 
اي هبندي شود که در حالت کلی اگر مشاهداي ساختارگونهنداشته باشند، لذا تابع هدف باید به

متغیر خروجی فازي بر حسب مقادیر متغیر ورودي و/یا مقادیر مراکز و/یا مقادیر پهناهايپرت 
اثر نماید. براي این منظور، تابع ها را بر پارامترهاي برآورد شده بیتأثیر مخرب آنوجود داشت، 

بر حسب مقادیر متغیر ورودي، هاي آن به ترتیب مشاهدات پرت هدف سه قسمتی زیر (که قسمت
ر برآورد پارامترهاي مدل کند) داثر میرا بیو مقادیر پهناهاي متغیر خروجی فازيمقادیر مراکز
شودبکار برده می

SSE SSE SSE SSE1 2 3

که در آن

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

,  ,  

        [ (

,  ,  

         [ ( ) ( ]

,  

)]

)

1

1

2

2

3

2 2 2 2 2 2
1 1 2

1

1 1

2 2 2 2 2 2
2 1 2

1
2

1 1

2 2
3 1

1

2

h

i h n i
i

i i k ki
h

l i h n i
i

i i k ki
h

r i
i

SSE

y x x

SSE c

G l x x

SSE c ( ) ( ) ( ) ,  

         [ ( ) )( ]

3
2 2 2 2
2

2
1 1

h n i

i i k kiG r x x
بر حسب مقادیر متغیر ورودي، به ترتیب تعداد مشاهدات خوب (غیر پرت) h3و h1 ،h2و 
].3-1کنند [و مقادیر پهناهاي متغیر خروجی فازي را مشخص میادیر مراکزمق

شود، قیدها باید با توجه به مقادیري که سازي که در ادامه ساخته میدر مسئله بهینهقیدها: 
اي هگونشوند. لذا پارامترهاي فازي مدل باید بهتوانند اختیار کنند تعیین پارامترهاي مدل می

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

8جلال چاچی و مهدي روزبه

یر هاي زتوان به روشکه داراي پهناهاي برآورد شده نامنفی باشند. براي این کار میبرآورد شوند 
عمل کرد:

سازي وارد مسئله بهینهدر jو jپهناها، یعنی شرط نامنفی بودن .1
].10و 8، 7شود [

سازي وارد شود. مسئله بهینهدر irوj ،j ،ilهاي شرط.2
شودپهناهاي متغیر پاسخ برآورد میتوجه شود که در این حالت در نهایت مقداري که براي 

منفی ها jها و/یا jنامنفی است، اگرچه که ممکن است برخی از مقادیر برآورد شده براي 
]. ازآنجاکه دامنه مقادیر پارامترها در این روش، شامل دامنه مقادیر پارامترها 17و 7باشند [

مقدار تابع 1است، لذا پارامترهاي برآورد شده در این روش در مقایسه با روش 1در روش 
دهند.هدف کمتري نتیجه می

:پذیر ] با در نظر گرفتن تابع معکوس9فرارو و همکاران [.3 ( , )G از پهناهاي
دست آوردند.متغیر پاسخ، برآوردهایی نامنفی براي پهناهاي متغیر پاسخ به

سازي گیري قیدهاي مسئله بهینهدر بالا، روش زیر در شکل3و 2هاي در ادامه، با الهام از روش
:پذیر شود. ابتدا تابع معکوسگرفته میدر نظر  ( , )G از پهناهاي متغیر پاسخ در نظر

)شود (یک انتخاب مناسب براي تابع گرفته می )G t تابع( )Log t است). سپس با در نظر
)گرفتن مقادیر  )iG l و( )iG r در محاسبه تابع هدف به برآورد مقادیرj ،j در
ها jشود. اکنون بدون توجه به علامت مقادیر برآورد شده براي سازي پرداخته میمسئله بهینه

دست آیند) ها منفی بهjها و/یا jها (ممکن است برخی از مقادیر برآورد شده برايjو 
برآوردهاي زیر

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ( )
ˆ ˆ ˆ( )

ˆ k k

k k

k k

x x

G l x x

y

G r x x

1 1

1 1

1 1

شوندیجه میپذیر است، معادلات زیر نتمعکوسG(.)آیند. در انتها چون تابعدست میبه
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆˆ

ˆ k k

k k

k k

x x

l G x x

r G x x

y 1 1
1

1 1

1
1 1
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مدل سازي داده هاي مهندسی آب با استفاده از روش رگرسیون فازي استوار9

G:توجه کنید که چون لذا برآوردهایی که براي پهناهاي چپ و راست متغیر فازي 1
آیند همواره مقادیري نامنفی دارند.دست میخروجی به

)سازي مجموعه مشاهدات در مدل:1قضیه  , ), , ( , )n ny yx x1 مدل رگرسیون پارامترهاي1
فازي زیر

( , , )

       ( ( ,

           ( ))

, )1
1 1 1 1

1
1 1

LTS LR

k k k k

k k LR

y y l r

x x G x x

G x x

دآیدست میسازي زیر بهبا استفاده از رویکرد کمترین مربعات پیراسته از مسئله بهینه

. . , ,...,j j j

Min SSE SSE SSE S
s t

SE
j k

1 2 3

1

در نهایت پس از برآورد ]. 18استفاده شده است [Rافزار سازي بالا از نرمدر اجراي مسئله بهینه
ودشصورت زیر نوشته میامترهاي مدل مطابق قضیه بالا، مدل بهینه رگرسیون فازي بهبهینه پار

ˆˆ ˆˆ( , , )
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ       ( ( ,

ˆ ˆ ˆ
, )

  ( ))

LTS LR

k k k k

k k LR

y y l r

x x G x x

G x x

1
1 1 1 1

1
1 1

مدل رگرسیون فازي کمترین مربعات معمولی حالت خاصی از مدل رگرسیون فازي : 1نکته 
قرار دهیم1) است. اگر در تعریف تابع هدف قضیه 1کمترین مربعات پیراسته (قضیه 

h h h n1 2 مدل رگرسیون فازي کمترین مربعات پیراسته مطابق قضیه زیر تبدیل به ، 3
شود.یک مدل رگرسیون فازي کمترین مربعات متداول می

)سازي مجموعه مشاهداتدر مدل:2قضیه  , ), , ( , )n ny yx x1 پارامترهاي مدل رگرسیون 1
فازي زیر

( , , )

( ( , )) ( ),
LS LR

k k k k k k LR

y y l r

x x G x x G x x1 1
1 1 1 1 1 1

آیددست میسازي زیر بهاز مسئله بهینهبا استفاده از رویکرد کمترین مربعات

. .          ,   , ,...,j j j

Min SSE SSE SSE
s t j

SSE
k

1 2 3

1
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10جلال چاچی و مهدي روزبه

که در آن

, [ (

, [ ( ) (

)

]

, [ ( ) )( ]

]

)

2 2
1 1 1

1
2 2 2

2 1 1
1

2 2 2
3

2

1 1
1

i i i i k ki
i

l i i i i k ki
i

r i i i i

n

n

n

k ki
i

SSE y x x

SSE c G l x x

SSE xc G r x

در نهایت پس از برآورد ]. 18استفاده شده است [Rافزار سازي بالا از نرمدر اجراي مسئله بهینه
ودشصورت زیر نوشته میضیه بالا، مدل بهینه رگرسیون فازي بهبهینه پارامترهاي مدل مطابق ق

      , )

ˆˆ ˆˆ( , , )
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( (

ˆ ˆ ˆ         ( )

.

)

LS LR

k k k k

k k LR

y y l r

x x G x x

G x x

1
1 1 1 1

1
1 1

مطالعه کاربردي در مهندسی آب-4
ز یآبرهاي گیري دبی یا بار معلق و سرعت آب در حوزهیکی از مسائل مهم در مهندسی آب اندازه

زیادي دارد. لذا بر اساس است. در مطالعات کاربردي برآورد دبی بر اساس سرعت آب اهمیت 
)، با استفاده از ابزارهاي استاندارد، برخی از 1اي در دربند، واقع در خراسان شمالی (شکل مطالعه

لف هاي مختهاي آبریز منطقه ثبت گردید. در این خصوص از ایستگاهشناسی حوزهخصوصیات آب
-هاي آبریز منطقه جمعحوزهجفت مشاهده مربوط به دبی و سرعت آب 51گیري به تعداد اندازه

عنوان هاي پرباران که اغلب با سیل همراه است، مشاهداتی بهآوري شد. در این مشاهدات در سال
-سازي این مجموعه مشاهدات بهتر است که از روششوند. لذا در مدلدورافتاده یا پرت ثبت می

-مواقع سیل قادر به اندازهسازي رگرسیون فازي استفاده کنیم. از طرفی درهاي استوار در مدل
صورت نادقیق و فازي رو ماهیت این متغیر را بهها نیستم و ازاینگیري دقیق بار معلق رودخانه

صورتهاي آزمایشگاهی و ماهیت متغیر پاسخ، این مشاهدات بهایم. بنا به محدودیتثبت کرده
]. نمودارهاي پراکنش مراکز و 12و 11، 6) [1اند (جدول شدهاعداد فازي مثلثی متقارن گزارش

رسم 3و 2هاي ترتیب در شکلپهناهاي متغیر وابسته فازي در مقابل مقادیر متغیر مستقل به
اند. در ادامه با استفاده از رگرسیون فازي استوار کمترین مربعات پیراسته به برآورد متغیر شده

ورت صل رگرسیون فازي استوار بهشود. این مدپاسخ بر اساس مقادیر متغیر مستقل پرداخته می
:آیددست میزیر به
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مدل سازي داده هاي مهندسی آب با استفاده از روش رگرسیون فازي استوار11

/ / ,exp / /LTS T
y x x4 745 0 397 0 468 0 039

گزارش شده است که در ادامه مورد تحلیل و بررسی 2اي از نتایج این مدل در جدول خلاصه
قرار خواهند گرفت.

هاي مهندسی آبموقعیت جغرافیایی محل گردآوري و مطالعه میدانی داده):1شکل (

ه کدر این قسمت مدل رگرسیون فازي استوار کمترین مربعات پیراستهاي:مقایسهمطالعه
معرفی 2معرفی شد، با مدل رگرسیون فازي کمترین مربعات که توسط قضیه 1توسط قضیه 

، مدل رگرسیون فازي 2شود، مورد مقایسه قرار خواهد گرفت. اکنون با استفاده از قضیه می
ست دصورت زیر بهد متغیر پاسخ بر اساس مقادیر متغیر مستقل بهکمترین مربعات براي برآور

: آیدمی
/ / ,exp / /5 605 0 205 0 477 0 041LS T

y x x

، جزئیات LTSyو کمترین مربعات پیراسته LSyهاي کمترین مربعات منظور مقایسه مدلبه
شدهگزارش2قادیر معیارهاي نیکویی برازش در جدول ها شامل مقادیر خطاي برازش و ماین مدل

است. 
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12جلال چاچی و مهدي روزبه

وابسته فازي و مقادیر متغیر مستقل
No.x( , )y lNo.x( , )y lNo.x( , )y l

198/2)9/1 ،90/4(1801/2)6/1 ،36/5(3568/2)9/1 ،30/5(
256/5)0/2 ،23/7(1953/2)1/2 ،47/8(3653/8)4/2 ،99/7(
359/3)7/1 ،53/5(2020/10)3/2 ،96/7(37164)1/2 ،72/6(
491/1)8/1 ،63/4(2120/10)3/2 ،73/5(3873/2)3/2 ،84/7(
567/6)4/2 ،03/8(2220/10)4/2 ،37/5(3900/9)8/2 ،62/9(
625/10)3/2 ،41/7(2325/10)3/2 ،96/7(4043/2)8/1 ،81/5(
712/11)3/2 ،90/7(2453/10)3/2 ،14/5(4197/4)0/2 ،80/6(
876/4)2/2 ،57/6(2528/4)9/1 ،15/7(4246/4)8/1 ،26/6(
936/1)8/1 ،31/6(2603/5)9/1 ،10/8(4368/9)5/2 ،79/7(

1036/2)6/1 ،98/4(2720/7)4/2 ،04/8(4405/3)6/1 ،83/4(
1111/3)9/1 ،34/6(2820/7)6/2 ،56/7(4532/2)9/1 ،37/5(
1254/1)6/1 ،26/6(2920/7)9/1 ،29/8(4653/6)6/2 ،83/7(
1398/1)6/1 ،14/5(3075/8)7/2 ،96/8(4745/2)6/1 ،90/6(
1497/3)8/1 ،51/5(3171/6)2/2 ،50/5(4858/1)5/1 ،66/7(
1520/5)0/2 ،86/7(3204/2)9/1 ،69/4(4925/2)5/1 ،90/4(
1694/6)9/1 ،24/7(3392/2)8/1 ،95/5(5024/4)8/1 ،91/6(
1716/4)9/1 ،98/5(3416/3)9/1 ،68/6(5197/9)3/2 ،88/7(

براي مدل SSEطبق نتایج این جدول مقدار خطاهاي برازش: بر اساس مقدارمقایسه 
SSEمقدار ، 47/63است که بسیار کمتر از 28/35رگرسیون فازي کمترین مربعات پیراسته 

فازي کمترین مربعات است. کاهش مقدار خطاي مدل رگرسیون فازي استوار براي مدل رگرسیون
کمترین مربعات پیراسته در مقایسه با مدل رگرسیون فازي کمترین مربعات به این دلیل است 

داده پرت را در مقادیر مراکز 4روش رگرسیون فازي استوار کمترین مربعات پیراسته تعداد که 
داده پرت را در مقادیر پهناهاي متغیر وابسته فازي شناسایی کرده 4د متغیر وابسته فازي و تعدا

ها را در برآورد پارامترهاي مدل از بین برده است. نمودارهاي پراکنش مراکز و است و تأثیر آن
رسم 3و 2هاي ترتیب در شکلپهناهاي متغیر وابسته فازي در مقابل مقادیر متغیر مستقل به
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مدل سازي داده هاي مهندسی آب با استفاده از روش رگرسیون فازي استوار13

ها هستند که اند مقادیري از دادهشکل مشاهداتی که با دایره نشان داد شدهدر این دو اند. شده
اند.عنوان مشاهدات پرت شناسایی شدهتوسط روش کمترین مربعات پیراسته به

ˆ
LSyˆ

LTSy

ˆکمترین مربعات 
LSyکمترین مربعات پیراستهˆ

LTSy
SSE101/6208/35
SSE273/010/0
SSE373/010/0
SSE47/6328/35
MSM49/040/1
MAE149/140/1
MAE274/072/0
h15147
h25147
h35147

هاي رگرسیون فازي از براي مقایسه مدلارهاي نیکویی برازش:مقایسه بر اساس معی
معیارهاي نیکویی برازش مختلفی تاکنونتوان استفاده نمود. معیارهاي نیکویی برازش نیز می

]. در این زمینه و 12و 11، 8هاي رگرسیون فازي معرفی شده است [براي مقایسه برازش مدل
یشنهاد شده در این مقاله با رویکرد رگرسیون فازي کمترین منظور مقایسه نیکویی برازش مدل پبه

:شودمربعات از سه معیار زیر استفاده می
ˆmin{ ( ), ( )}

,ˆmax{ ( ), ( )}

n i i

i i i

y t y t dt
MSM

n y t y t dt1

1

ˆ| ( ) ( ) | ,
n

i i
i

MAE y t y t dt
n1

1

1

ˆ| ( ) ( ) |
.

( )

n i i

i i

y t y t dt
MAE

n y t dt
2

1

1

متغیر پاسخ و مقادیر هاي تشابه بین مقادیر مشاهده شدهمیانگین اندازهMSMکه در آن 
میانگین قدرمطلق خطاها بین MAE2و MAE1و برآورد شده متغیر پاسخ توسط مدل است
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مقادیر مشاهده شده متغیر پاسخ و مقادیر برآورد شده متغیر پاسخ توسط مدل هستند. مقادیر 
2براي دو مدل رگرسیون فازي در جدول MAE2و MSM ،MAE1متناظر با سه معیار 

براي مدل رگرسیون فازي کمترین مربعات پیراسته MSMبیان شده است. طبق این مقادیر،
ي کمترین مربعات است. همچنین مدل رگرسیون فاز49/0است که کمی بیشتر از مقدار 51/0

ر ترتیب براببراي مدل رگرسیون فازي کمترین مربعات پیراسته بهMAE2و MAE1مقادیر 
براي مدل رگرسیون فازي کمترین 74/0و 49/1است که کمی کمتر از مقادیر 72/0و 40/1

مربعات است. 
هاي برآوردیابی مبتنی بر رویکرد کمترین مربعات پیراسته نقطه شکست وشتوجه کنید که ر

ر ها دورتهاي پرت بیشتر و همچنین مقادیر مشاهده شده آنبالایی دارند، یعنی هر چه تعداد داده
-یراحتی مسازي شده بهکنند. لذا در مطالعات شبیهها بهتر عمل میگونه مدل(فرین) باشد این
ملاحظه مدل رگرسیون فازي کمترین مربعات پیراسته دست آورد که برتري قابلتوان نتایجی به
را نتیجه گرفت.

ها هستند که توسط روش اند مقادیري از دادهمشاهداتی که با دایره نشان داده شده
اند.عنوان مشاهدات پرت شناسایی شدهپر) بهکمترین مربعات پیراسته (خط
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ها هستند که توسط اند مقادیری از دادهمشاهداتی که با دایره نشان داده شده
د.انعنوان مشاهدات پرت شناسایی شدهروش کمترین مربعات پیراسته (خط پر) به

گیريبحث و نتیجه-5
های برآوردیابی استوار هستند، جایگزین بسیار مناسبی برآوردگرهای استوار که مبتنی بر روش

باشند. لذا در این مقاله برای برآورد کمترین مربعات خطای پارامترها در حضور مشاهدات پرت می
ی یک ای برآورد پارامترهابرآوردیابی استوار مبتنی بر روش کمترین مربعات پیراسته بریک روش

مدل رگرسیون فازی معرفی شد که در حضور مشاهدات نامطلوب یا پرت در نمونه (بدون حذف 
نقطه یا نقاط پرت) برآوردگرهای بهتری در مقایسه با برآوردگرهای مبتنی بر روش کمترین 

اثر یبتوانایی برآوردیابی پیشنهاد شدهدست آورد. روشمربعات فازی برای پارامترهای مدل به
توان این مشاهدات را ساختن مشاهداتی که دارای مقادیر خطاهای نسبتاً بزرگی هستند (که می

و به برآورد پارامترهای مدل رگرسیون فازی در حضور های پرت یا نامطلوب نامید) را داردداده
ای، رویکرد ه مقایسهپردازد. در انتها در یک مطالعها از نمونه) میاین مشاهدات (بدون حذف آن

رگرسیون فازی پیشنهاد شده در این مقاله با رویکرد معروف و متداول رگرسیون فازی کمترین 
، MSMها با سه معیار مربعات مورد مقایسه و بررسی قرار گرفت و نیکویی برازش این مدل

MAE1 وMAE2سازی یک مجموعه داده در محیط محاسبه شد. بر اساس نتایج عددی و مدل
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ا هفازي، برتري مدل رگرسیون فازي کمترین مربعات پیراسته در برازش به این مجموعه از داده
نتیجه شد.

سپاسگزاري
سازي و مهار آب خراسان نویسندگان مقاله از جناب آقاي مهندس رضایی پژند در سازمان سد

هاي واقعی بکار رفته در رضوي کمال تشکر و قدردانی را بابت انتشار و در اختیار قرار دادن داده
هاي مستمر سردبیر محترم مثال مهندسی آب در این مقاله را دارند. همچنین از زحمات و پیگیري

مال کمجله و نظرات ارزشمند داوران محترم که باعث بهبودي و اصلاح هرچه بیشتر مقاله گردید 
تشکر و قدردانی را دارند.
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Modeling Hydrology Data Using a Robust Least Trimmed 
Squares Fuzzy Regression Approach

Jalal Chachi, Mahdi Roozbeh

Department of Statistics, Semnan University, Semnan, Iran

Abstract 
Estimation methods of parameters of fuzzy least-squares regression have very 
sensitivity to unusual data (e.g. outliers). In the presence of outliers, most of 
the existing estimation methods of parameters of this kind of models using 
least-squares approach provide unexpected and unreliable estimators with 
amounts of errors. Therefore, in this paper a robust least trimmed squares 
fuzzy regression model is described for modeling for crisp input-fuzzy output 
variables. In this approach, the constructed target function in model parameter 
estimation problem in such a way which minimizes the sum of the h  smallest 
squared residuals. This method has an algorithm that estimates the optimal 
values of the parameters based on different selected combinations of h  good 
observations of the data set of size n . Therefore, this method has the ability of 
reducing the effects of such a data in estimation of the parameters of the 
model. Finally, the investigated fuzzy regression model is applied and studied 
to modeling real-world data set in hydrology which sometimes contains outlier 
points. In this regard, a comparison study between the proposed method and 
ordinary least squares fuzzy regression method is considered. The comparison 
results of the applied study reveal that for this particular data set the proposed 
method performs better fitting than the well-known ordinary fuzzy least-
squares regression model. Also the proposed method identified the points that 
have bad effect on estimation problem of the parameters.
Keywords: Fuzzy regression, Least trimmed squares regression; Outlier, Debi, 
Suspended load. 
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