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1396بهار و تابستان، 1، شماره 7سازي پیشرفته ریاضی، دوره مجله مدل

ر متغیضرایبباآلاینده در رودخانهحل تحلیلی معادله انتقال
هیافتبا استفاده از تکنیک تبدیل انتگرالی تعمیمدلخواه

**، مرتضی فتوحی فیروزآبادي*1، مهدي مظاهري*ي گیلانباوندپورناظم

هاي آبی، دانشکده کشاورزي، دانشگاه تربیت مدرسگروه سازه*
گروه ریاضی، دانشکده ریاضی، دانشگاه صنعتی شریف**

4/4/1396تاریخ پذیرش:6/8/1395تاریخ دریافت:
-جاییهاي جزئی جابهوسیله معادله دیفرانسیل با مشتقانتقال آلودگی در رودخانه بهچکیده: 
هاي انتگرالی هاي تحلیلی ازجمله تبدیلحلشود. راه) بیان میADRE(2واکنش-پراکندگی

هستند. در پژوهش حاضر، معادله ADREابزارهاي بسیار قدرتمند و مفیدي در حل معادله 
انتقال آلودگی در رودخانه با ضرایب وابسته به مکان با استفاده از تکنیک تبدیل انتگرالی بعديیک

هاي تبدیلGITTاي با طول محدود حل شده است. در تکنیک در دامنه،)GITT، (3یافتهتعمیم
ها در حل مسئله منجر به تولید دستگاهی شود که استفاده از آنمستقیم و معکوسی تعریف می

گردد.ادلات دیفرانسیل وابسته به زمان و بنابراین ساده شدن حل معادله حاکم بر پدیده میاز مع
با دست آمده از مدل ریاضیسنجی پاسخ تحلیلی ارائه شده با استفاده از مقایسه نتایج بهصحت
محدود انجام شد. هايهاي تحلیلی موجود در منابع و نیز روش عددي مبتنی بر تفاضلحل

سنجی و حل عددي به همراه هاي تحلیلی استفاده شده در صحتو حلGITTنتایج مقایسه 
حل ارائه شده دارد. همچنین براي نشان دادن هاي آماري، نشان از دقت بسیار بالاي راهشاخص

کارگیري ضرایب متغیر در معادله انتقال آلاینده در رودخانه، نتایج حل معادله با ضرایب اهمیت به
هاي آماري در این حالت بیانگر معادله با ضرایب متغیر مقایسه شد. محاسبه شاخصثابت و حل 

عدم دقت کافی نتایج معادله انتقال آلودگی با ضرایب ثابت است.
.یریافته، ضرایب متغتبدیل انتگرالی تعمیمانتقال آلودگی،حل تحلیلی، کلیدي:هايواژه

.10R65 ،05F47): 2010بندي ریاضی (رده

m.mazaheri@modares.ac.irالکترونیکی نویسنده مسئول مقاله:آدرس-1
2- Advection-Dispersion-Reaction Equation 

3- Generalized Integral Transform Technique 
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90همکارانو ی گیلانباوندپورناظم

مهمقد-1
طبیعی منبعبدون شک ارزشمندتریناست. آبآبازپوشیدهزمیندرصد از سطح70ازبیش

نعتی های صافزایش جمعیت، توسعه شهرنشینی، پیشرفت صنعت، فاضلابدر سیاره زمین است. 
ترین دلایل سرازیر شدن عوامل میکروبی، شیمیایی و پساب حاصل از عملیات کشاورزی از مهم

یله وسباشند. بیان ریاضی انتقال آلودگی در رودخانه بههای کره زمین میبه آبو رادیواکتیو 
خی شود. پاسخ برواکنش انجام می-پراکندگی-جائیهای جزئی جابهمعادله دیفرانسیل با مشتق
آمده آورد، ولی بعضی دیگر از معادلات دستهای تحلیلی بهتوان به روشمعادلات دیفرانسیل را می

توان آن را با هر های عددی حل کرد. پاسخی از یک معادله دیفرانسیل که میه روشرا باید ب
درجه مطلوب از دقت، در هر مکان و زمان دلخواه، بدون تغییر در ساختار پاسخ مسئله تعیین 

توان با استفاده از . تقریباً تمامی معادلات دیفرانسیل را می]1[شود کرد، حل تحلیلی گفته می
آید، حساب میددی حل کرد و این یک مزیت حل عددی نسبت به حل تحلیلی بههای عروش

یز گیر است و نبر و وقتاین برتری حل عددی نسبت به حل تحلیلی گاهی اوقات بسیار هزینه
هایحلشود. راهافزار، درک ماهیت مسئله مشکل میآمده توسط نرمدستباوجود نتایج عددی به
های مهندسی ازجمله انتقال جرم، انتقال سیل موردتوجه بسیاری از زمینهتحلیلی معادلات دیفران

های تحلیلی برخلاف ها در هوا، خاک و آب است. در روشحرارت و نیز پراکندگی آلاینده
هایی همچون انتخاب گام زمانی و مکانی مناسب و شرط همگرایی های عددی، محدودیتروش

های تحلیلی که روشددی همواره دارای خطا هستند، درحالیهای عوجود ندارد، علاوه بر آن روش
.]2[باشنددیفرانسیل میسنجی پاسخ عددی معادلات یک معیار ارزشمند در صحتدقیق بوده و

، ]3[توان به تحقیقات ییتس در زمینه حل تحلیلی معادله انتقال آلاینده با ضرایب متغیر می
و کومار ]7-8[، لیو و همکاران ]6[، گوررو و اسکاگز ]5[، چن و همکاران ]4[هوانگ و همکاران 

های انتگرالی به حل معادله مذکور در اشاره کرد که با استفاده از تبدیل]9-10[و همکاران 
های تحلیلی اشاره شده عمدتاً ساده اند. شرایط اولیه و مرزی در حلمحیط متخلخل پرداخته

دلایل مختلف از قبیل تغییرات در سرعت حیط رودخانه بهاند. لازم به ذکر است که در مفرض شده
و پراکندگی آلاینده و همچنین هندسه غیریکنواخت، شرایط بستر و وجود موانع در مسیر، 

ییتس .کارگیری ضرایب ثابت در معادله دیفرانسیل حاکم بر پدیده چندان قابل توجیه نیستبه
بعدی با یکADREی برای معادله دیفرانسیل با استفاده از تبدیل لاپلاس یک حل تحلیل]3[

متناهی ارائه کرده است ضرایب متغیر با فرض زوال مرتبه اول در محیط متخلخل ناهمگن نیمه
کند. در تحقیق انجام شده ازطور خطی با مکان تغییر میکه در آن ضریب پراکندگی آلاینده به
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ستفاده و پاسخ مسئله برحسب توابع بسل منظور حل معادله اتغییر متغیر و تبدیل لاپلاس به
سنجی و بر همدیگر صحت]11[دست آمده با حل تحلیلی استهفست استخراج شده است. نتایج به

بعدی انتقال املاح حل تحلیلی برای معادله یکیک راه]4[باشند. هوانگ و همکاران منطبق می
اند. چن دهدست آوراز تبدیل لاپلاس بهدر محیط ناهمگن با پراکندگی وابسته به مکان با استفاده

بعدی با ضرایب متغیر را در محیط متخلخل با پراکندگی یک-جاییمعادله جابه]5[و همکاران 
اند که طول محدود با استفاده از روش ترکیبی تبدیل لاپلاس و سری توانی فروبنیوس حل کرده

حل اهسنجی رکند. صحتکان تغییر میصورت تابع هموگرافیک با مدر آن پراکندگی آلاینده به
ها هایی که در آندست آمده با استفاده از یک مدل عددی بررسی و همچنین نتایج با مدلبه

دست سنجی پاسخ بهپراکندگی ثابت است مقایسه شده است. روش عددی مورداستفاده در صحت
نامیده شده است. LTFDآمده ترکیبی از تبدیل لاپلاس و روش عددی تفاضل محدود است که

بعدی با ضرایب متغیر با استفاده یکADREیک جواب تحلیلی برای معادله ]6[گوررو و اسکاگز 
اند. استخراج جواب تحلیلی فوق در سه مرحله انجام شده است: همگن ارائه دادهGITTاز تکنیک 

اقی معادله لی غیرخودالحکردن شرایط مرزی با استفاده از روش تابع فیلتر، تبدیل عملگر دیفرانسی
ه ساز با استفاده از ضرایب معادلبه عملگر دیفرانسیلی خودالحاقی با استخراج یک عامل انتگرال

های مستقیم و معکوس بر آن. در پژوهش اشاره شده حاکم و سرانجام حل معادله با اعمال تبدیل
سه های تحلیلی موجود مقایکند. نتایج با حلصورت خطی با مکان افزایش پیدا میپراکندگی به

بعدی با ضرایب متغیر را در یکADREپاسخ معادله ]7[ها مطابقت دارد. لیو و همکاران و با آن
اند. در دست آوردهبهGITTای تحت جریان ماندگار با استفاده از تکنیک محیط متخلخل لایه

است، غلظت و شار جرم پژوهش مذکور فرض شده است غلظت در ورودی تابعی دلخواه از زمان 
ها و همچنین غلظت اولیه در محدوده لایه]7[ها پیوسته است در مرزهای داخلی در امتداد لایه

، ضریب تأخیر، سرعت جریان و ضریب پراکندگی در ]7[تابع مکان است. در تحقیق اشاره شده، 
نجی سای). صحتپلههای در نظر گرفته شده ثابت ولی دارای مقادیر متفاوت هستند (توابعبازه

، و ]12[گناختن ،های تحلیلی فیک و ونپاسخ تحلیلی ارائه شده با مقایسه نتایج حاصل و حل
بعدی یکADREمعادله ]9-10[، انجام شده است. کومار و همکاران ]13[نیامی و راشتون ،-ال

ه از استفادمتناهی بابا ضرایب متغیر (سرعت و ضریب پراکندگی) را در محیط متخلخل نیمه
) ضریب پراکندگی 2) ضریب پراکندگی تابع زمان و سرعت ثابت و 1تبدیل لاپلاس در دو حالت 

منظور اند. در هر دو حالت چندین تغییر متغیر متوالی بهو سرعت هر دو تابع مکان حل کرده
له سئبا ضرایب متغیر به معادله با ضرایب ثابت و ساده شدن مراحل حل مADREتبدیل معادله 

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

92همکارانو ی گیلانباوندپورناظم

استفاده شده است. در حالت اول ضریب پراکندگی الگوهای کسری و نمائی داشته در حالت دوم 
پراکندگی تابع درجه دوم با متغیر مکان است.سرعت تابع خطی و ضریب
با ضرایب متغیر در رودخانه، علاوه بر ADREحل تحلیلی معادله پژوهش حاضر با ارائه راه

تواند تأثیر بسزایی در های دلخواه، میه در نقاط مختلف در زمانمحاسبه مقدار غلظت آلایند
های جزئی های دیفرانسیل با مشتقنزدیک کردن نتایج به واقعیت داشته باشد. توانایی حل معادله

)PDE با ضرایب متغیر با هرگونه الگوی دلخواه، توانایی حل مسائل دو و سه بعدی، قابلیت (
کارگیری مرزی متغیر با الگوهای متنوع و نیز توانایی کنترل خطا با بهاستفاده از شرایط اولیه و

ترین نوآوری و نقاط قوت تکنیک استفاده شده هر تعداد جمله لازم از پاسخ (به شکل سری) مهم
حال در این تحقیق است. بر اساس جستجوهای مؤلفین پژوهش حاضر حل تحلیلی ارائه شده تابه

به چند حل تحلیلی موجود، 1در رودخانه است. در جدول ADREادله ترین حل تحلیلی معکامل
شرایط اولیه و مرزی و نیز ضرایب معادله اشاره شده است.

های تحلیلی موجوددر برخی حلADREشرایط اولیه و مرزی و ضرایب معادله ):1جدول (

شرط اولیهشرط مرزیضرایبمحقق دستپایینبالادست
ثابتثابتثابتثابت]14[فیک و همکاران

ثابتثابتمتغیرثابت]15[آدریان و همکاران 
ثابتثابتثابتثابت]16[کوزادا و همکاران 
ثابتثابتثابتثابت]17[وانگ و همکاران 

متغیرثابتثابتثابت]18[سیمپسون و الری 
متغیرثابتمتغیرمتغیر]7[لیو و همکاران 

های جزئی است که در علوم ترین معادلات دیفرانسیل با مشتقیکی از مهممعادله انتقال جرم
زیست و... بسیار کاربرد دارد. معادله مذکور یک معادله مهندسی آب، خاک، نفت، محیط

. ستاسهموی است که نسبت به زمان و مکان به ترتیب مرتبه اول و دوم دیفرانسیل جزئی خطی
بعدی در راستای محور طول به و غیریکنواخت در حالت یکراین معادله در جریان غیرماندگا

.]19[شود شکل زیر نوشته می

AC QC CAD kAC AS
t x x x

                       (1)

غلظت در هر مکان و C=C(x,t)زمان،tفاصله هر نقطه دلخواه از ابتدای رودخانه، xکه در آن 
ضریب زوال آلاینده kرودخانه و ضریب پراکندگی، ترتیب سطح مقطع، دبیبهDو A ،Qزمان، 
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صورت است که اگر باعث خروج جرم از محیط شود با علامت منفی و در غیر این6عبارت منبعSو 
که جریان ماندگار و سرعت و پراکندگی توابعی از شود. درصورتیبا علامت مثبت نشان داده می

ل ای و توجه به رابطه پیوستگی به شکگیری زنجیرهقمکان باشند، معادله فوق با استفاده از مشت
زیر تغییر خواهد کرد:

, ,
,  ,

d d
d d

C x t C x t Cw x D x kC x t S x t
t x x
D x A x D x

w x v x
A x x x

2

2

                 (2) 

) معادله دیفرانسیل 2از ابتدای رودخانه است. رابطه (xسرعت جریان در فاصله v(x)که در آن 
صورت تحلیلی باه در این پژوهش بهمتغیر انتقال آلاینده در رودخانه است کبعدی با ضرایبیک

در یک دامنه محدود حل GITTدر نظر گرفتن شرایط اولیه و مرزی عام با استفاده از تکنیک 
خواهد شد.

مبانی تئوري-2
کنند که های تبدیل انتگرالی ازجمله تبدیل لاپلاس و فوریه یک عملگر ریاضی ایجاد میتکنیک

ضرب یک تابع موجود در هسته گیری از حاصلریق انتگرالبا استفاده از آن یک تابع جدید از ط
شود. هسته یک تبدیل انتگرالی همراه با حدود موجود در آن، تبدیل در حدود مناسب تولید می

ر حل های انتگرالی دسازد. استفاده از تبدیلهای انتگرالی متمایز میآن تبدیل را از سایر تبدیل
بسیار کارگشا است. ADREهای جزئی ه دیفرانسیل با مشتقمعادلات دیفرانسیل ازجمله معادل

این تکنیک بر استفاده از توابع ویژه استوار بوده و توانایی حل معادلات دیفرانسیل با شرایط اولیه 
) با استفاده از 2منظور حل معادله انتقال آلاینده (رابطه و مرزی ساده و پیچیده رادار است. به

.]2[شودانجام میمراحل زیر GITTتکنیک 
همگن کردن شرط مرزی بالادست-
توابع ویژه کمکی-طرح یک مسئله مقادیر ویژه-
های مستقیم و معکوس، خاصیت تعامد توابع ویژه و نرماستخراج تبدیل-
دست آمده از مرحله اول. در اثر های مستقیم و معکوس بر معادله دیفرانسیل بهاعمال تبدیل-

.شودستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی نسبت به زمان ایجاد میها یک داعمال این تبدیل
کاررفته در مرحله اولتعیین پاسخ مسئله اصلی با استفاده از تغییر متغیر به-
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حل تحلیلی معادله انتقال آلاینده در رودخانه-2-1
ا ببعدي حل تحلیلی معادله دیفرانسیل یکطور که اشاره شد هدف از این پژوهش ارائه راههمان
هاي جزئی انتقال آلاینده در رودخانه با ضرایب متغیر با استفاده از تکنیک تبدیل انتگرالی مشتق
ت:صورت زیر اسو شرایط اولیه و مرزي در نظر گرفته شده بهموردبحث. معادله استیافته تعمیم

( , ) ( )
 ( , ) ( )

, ,  

x L

C C Cw x D x kC x t S x t
t x x

C x F x
C t g t
C
x

2

2

                   (3) 

در g(t)ت شرط مرزي بالادست همگن شود. با توجه به اینکه تابع طور که بیان شد لازم اسهمان
دست وابسته به زمان نیست، بنابراین شرط مرزي بالادست موجود بوده و شرط مرزي پایین

شود:استفاده از تغییر متغیر زیر باعث همگن شدن شرط مرزي در بالادست می
, ,C x t g t U x t                                        (4)  

دهد:) نتیجه میUرا برحسب متغیر جدید مسئله ()5()، معادله 3رابطه (در)4(جایگذاري رابطه 

, ,
,

d
               ,

,
,

d

x L

U x t U x t Uw x D x kU x t
t x x

g t
kg t S x t

t

U x F x g

U t

U
x

2

2
                   (5) 

مقادیر ویژه استفاده نمود. در -لازم است از یک مسئله توابع ویژهGITTدر استفاده از تکنیک 
شود مسئله از مساوي صفر قرار دادن سمت راست معادله حاکم بر پدیده تعیین میحالت کلی این

ت راست که سمتوان بهره گرفت. درصورتیمقادیر ویژه دیگري نیز می-ولی از هر مسئله توابع ویژه
توابع ویژه استفاده شود، چالش حل تحلیلی -عنوان مسئله مقادیر ویژهمعادله حاکم بر پدیده به

-ه نیز به حل مسئله اصلی اضافه خواهد شد. در این پژوهش مسئله مقادیر ویژه اشتورماین مسئل
رود:لیوویل زیر به کار می
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d
, , , ,

d
d

d

x L

n
n n

n

n

x
x n

x

x

2
2

2 1 2 3

                            (6) 

ویژه متناظر آن است. پاسخ مسئله کمکی ام و تابع-nترتیب مقدار ویژه بهnوnکه در آن
شود:صورت زیر نوشته میبه

sin , , , ,
-

n n

n

x n
n
L

x 1 2 3
2 1
2

                                  (7) 

نیز داراي GITTهاي انتگرالی از قبیل تبدیل لاپلاس و تبدیل فوریه، تبدیل همچون سایر تبدیل
:]9-10[س است که عبارتند ازهاي مستقیم و معکوتبدیل

, d , , , ,  ,  Forward

, , , , ,  ,  Inverse   

L

n n
n

n n
n n

U x t x T t x n
N

T t x U x t n
N1

1 1 2 3

1 1 2 3
            (8) 

نرم بوده و بنابر تعریف عبارت است از:nNکه در آن 

 d , , , ,
L

n n
LN x x n2 1 2 32

                           (9) 

کنند:شود، پیروي می) بیان می10صورت رابطه (توابع ویژه از اصل تعامد که به

,  , , , ,..d .
L

n m n mnx x x N n m 12 3                            (10) 
تابع دلتاي کرانیکر بوده و عبارت است از:mnکه در آن 

m n

n m
n m

1                                           (11) 

ی، یک هاي جزئبا اعمال عملگر این تبدیل بر معادله دیفرانسیل با مشتقGITTدر تکنیک 
ي آید. برادست میدستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی و یا جبري نسبت به متغیر زمان به
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) به شرح زیر 7هاي مستقیم و معکوس در معادله (استخراج این دستگاه، از جایگذاري تبدیل
شود:استفاده می

d
 , 

d

n n n n
n nn n

n n n n
n nn n

x T t w x x T t
t xN N

D x x T t k x T t
x N N

g t
kg t S x t

t

1 1

2

2
1 1

1 1

1 1             (12) 

حاصل رابطه فوق مساوي است با:
' ''d

d

d
 ,

d

n n n n
n n

n n nn n n

n
n

n n

T t x x x
w x T t D x T t

t N N N

x g t
k T t kg t S x t

tN

1 1 1

1

       (13) 

m) در عضوي دیگر از مجموعه توابع ویژه نرمال همچون13با ضرب معادله (

m

x
N

نتیجه زیر 

آید:دست میبه
'

''

d
d

d
 ,

d

n n m n m
n

n nn m n m

n m n m
n n

n nn m n m

m

m

T t x x x x
w x T t

t N N N N

x x x x
D x T t k T t

N N N N

g t x
kg t S x t

t N

1 1

1 1
             (14) 

d با اعمال عملگر تبدیل معکوس یعنی
L

x) این رابطه به شکل 14بر طرفین رابطه ،(
شود:زیر ساده می
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'

 d

           d

         d

      d

d
     , d

d

L n m
n

n n m

L n m
n

n n m

L n m
n n

n n m

L n m
n

n n m

L m

m

x x
T t x

N N

x x
T t w x x

N N

x x
T t D x x

N N

x x
k T t x

N N

g t x
kg t S x t x

t N

1

1

2

1

1

                             (15) 

mشود. به ازاء سازي میرابطه فوق سادهmبه ازاء مقادیر مختلف  سمت چپ تساوي برابر 1
است با:

 d d

d d ...

L Ln
n

n n

L L

x x x x
T t x T t x

N N N N

x x x x
T t x T t x

N N N N

1 1 1
1

1 1 1 1

2 1 3 1
2 3

2 1 3 1

             (16) 

)) مساوي است با 16با توجه به اصل تعامد رابطه ( )1T t، بنابراین به ازاءm ) برابر 15رابطه (1
خواهد بود با:

'

 d d

d
d , d

d

L n L n
n n

n n n

L Ln

n

x x x x
T t T t w x x D x x

N N N N

x x g t x
k x kg t S x t x

tN N N

1 12
1

1 1

1

1

1

1 1

(17)

ها بوده شمارنده آنmو nدارد و نهایت جوابتوابع ویژه بی-با توجه به اینکه مسئله مقادیر ویژه
در نظر جمله از سري مذکورMنهایت جمله از سري غیرعملی است، بنابراین کردن بیو جمع

معادله دیفرانسیل معمولی نسبت به زمان عبارت خواهد m=M. به ازاء ]9-10[شود گرفته می
بود از:
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'

 d d

d
d , d

d

L n M n M
M n n

n n n M

L Ln M M

n M

L

M

M

x x x x
T t T t w x x D x x

N N N N

x x g t x
k x kg t S x t x

tN N N

2

1  (18) 

صورت زیر خلاصه توان بهدیفرانسیل معمولی نسبت به زمان حاصل را میمعادلهMبدین ترتیب 
کرد:

'

  , , , , ,

d ;  , , , ,

d  - d

d

d
, d ;   , , ,

d

M

nm n nm n m
m

L n m
nm

n m

L Ln m n m
nm n

n m n m

L n m

n m

L m
m

m

A T t B T t G t n m M

x x
A x n m M

N N

x x x x
B D x x w x x

N N N N

x x
k x

N N

g t x
G t kg t S x t x m M

t N

1

2

1 2 3

1 2 3

1 2 3

 (19) 

توان به شکل ماتریسی زیر نیز بیان کرد:دستگاه معادلات دیفرانسیل حاصل را می
'

'

'

M M

M M

M M MM MM M M MM M MM

A A A A B B B B T t tT t
A A A B B B T t tT t

A A A A B B B T t tT t

G
G

G

11 12 13 1 11 12 13 1 1 11

21 22 2 21 22 2 2 22

1 2 1 1 2

)20(
ز عملگر تبدیل باید بر شرط اولیه مسئله نیGITTهاي انتگرالی در تبدیل مشابه سایر تبدیل

اعمال شود:

- d
L m

m

M

T
T

x
F x g x

N

T

T

1

2                       (21)  
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:]9-10[) عبارت است از20پاسخ دستگاه معادلات (

- - -exp - exp - - d
t

M

T t
T t

t A Bt T t A B A G

T t

T

1

2
1 1 1   (22) 

مان، پاسخ زبا مشخص شدن توابع ویژه و نیز پاسخ دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی نسبت به 
شود:)، با استفاده از رابطه زیر تعیین می3در رودخانه با ضرایب متغیر، رابطه (ADREمعادله 

-, sin
M

n
n

nC x t g t x T t
L L1

2 2 1
2

                          (23) 

سنجی مدل ریاضی ارائه شدهصحت-2-2
)، 3ه، رابطه (با ضرایب متغیر در رودخانADREحل ارائه شده معادله سنجی راهمنظور صحتبه

دست آمده با سه حل تحلیلی موجود در منابع و یک حل عددي مقایسه شد. تمامی نتایج به
هاي تحلیلی سنجی حل خود را با حلهاي مربوط به حل تحلیلی، در صورت وجود، صحتپژوهش

مذکور . ابتدا نتایج حاصل از حل معادله]6[، ]17و 15، 7، 6، 3[دهند موجود در منابع انجام می
و حل تحلیلی ]20[در حالت ضرایب ثابت با حل تحلیلی بومرGITTبا استفاده از تکنیک 

و نتایج حاصل ]10[لی کومارو سپس در حالت ضرایب متغیر با حل تحلی]21[گناختن و آلوزون
نتایج و بحثشود.از حل عددي مقایسه می

]20[سنجی با حل تحلیلی بومر ضرایب ثابت: صحت-2-3

  ;      ,      

 ( , )

 ( , )

i

x L

C C CD v t x L
t x x

C x c
c t t

C t
t t

C
x

2

2

                     (24) 
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با ضرایب ثابت به ازاء شرط اولیه ثابت، شرط مرزي نوع ADREحل تحلیلی معادله ، ]20[بومر
) را به شکل زیر ارائه 24دست (رابطه در پایینZero Gradientاول در بالادست و شرط مرزي 

است:داده

( - ) ( )

( - ) ( )

      ,     

( , )

, 

e ( , ) e ( , )

e ( , ) ( , - ) e ( , ) ( , - )

-( , )   , ( , ) erfc( ) , 

vx vx
E E

vx vx
E E

c
t

C x t
c

t

A x t B x t

A x t A x t B x t B x t

x vt x vt kDA x t B x t
vDt Dt

1 12 2

1 12 2

2

2

2
41

2 2

(25) 

مقایسه گردید. 2و حل تحلیلی مرجع با در نظر گرفتن پارامترهاي موجود در جدول GITTنتایج 
همچنین تأثیر پارامترهاي دخیل در مسئله (سرعت، ضریب پراکندگی و ضریب زوال) بر انتقال

طور جداگانه بررسی شد.) به5و 4، 3هاي ه (به ترتیب به ازاء مقادیر جدولآلودگی در رودخان

و حل مرجعGITTسنجی نتایج مقادیر پارامترهاي موردنیاز در صحت): 2جدول (

T s k 1 / s τ s c gr / lit L km D m / s2 v m / s پارامتر
9000 0 1800 20 10 30 8/0 مقدار

سرعت بر انتقال آلودگیتأثیریاز در بررسی موردنمقادیر پارامترهاي ):3(جدول 

T s k 1 / s τ s c gr / lit L km D m / s2 t (s) پارامتر
9000 0 1800 20 10 30 4000 مقدار

مقادیر پارامترهاي موردنیاز در بررسی تأثیر ضریب پراکندگی بر انتقال آلودگی):4جدول (

T s v m / s τ s c gr / lit L km k 1 / s t (s) پارامتر
9000 8/0 1800 20 10 00008/0 4000 مقدار

مقادیر پارامترهاي موردنیاز در بررسی تأثیر زوال بر انتقال آلودگی):5جدول (

T s v m / s τ s c gr / lit L km D m / s2 t (s) پارامتر
9000 8/0 1800 20 10 30 4000 مقدار
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و حل تحلیلی مرجع، بررسی تأثیر سرعت، GITTب مقایسه نتایج تکنیک ترتیبه4تا 1هاي شکل
دهد.بررسی تأثیر پراکندگی و بررسی تأثیر زوال آلاینده بر انتقال آلودگی در رودخانه را نشان می

و حل تحلیلی بومرGITTمقایسه نتایج ): 1شکل (

یه پس از مبدأ زمان نشان ثان10000و 7000، 4000، 1600هاي غلظت را در پروفیل1شکل 
دهنده صحت پاسخ ارائه و حل مرجع نشانGITTدهد. انطباق کامل نتایج حاصل از روش می

توان گفت با افزایش زمان اوج نمودارها دچار کاهش شده است شده است. با دقت در شکل می
هش وه بر کادهنده تأثیر پراکندگی بر مسئله است. همچنین با افزایش زمان، علاکه این نشان

ی بر جایدهنده تأثیر پدیده جابهشود که نشانتر میهاي غلظت وسیعاوج نمودارها، دامنه پروفیل
پخش آلودگی در طول رودخانه است.

بررسی تأثیر سرعت جریان بر انتقال آلودگی): 2شکل (

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L 

 GITT t=1600 s  GITT t=4000 s
 GITT t=7000 s  GITT t=10000 s
Bowmer t=1600 s Bowmer t=4000 s
Bowmer t=7000 s Bowmer t=10000 s

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L 

 GITT v=1.4 m/s  GITT v=1.7 m/s
 GITT v=2 m/s  Bowmer v=1.4 m/s
 Bowmer v=1.7 m/s  Bowmer v=2 m/s
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102همکارانو ي گیلانباوندپورناظم

بررسی تأثیر پراکندگی آلاینده بر انتقال آلودگی): 3شکل (

انتقال آلودگیی تأثیر ضریب زوال آلاینده بربررس): 4شکل (

توان خوبی مشخص است. با توجه به شکل میبه2تأثیر تغییرات سرعت بر انتقال آلودگی در شکل 
دست، دامنه بیشتري از طول هاي غلظت ضمن انتقال به پایینگفت با افزایش سرعت، پروفیل

ت که تغییر در مقدار سرعت هیچ تأثیري بر گیرند. همچنین باید دقت داشرودخانه را در برمی
دست جایی غلظت به پاییندیگر تغییرات سرعت فقط در جابهعبارتها ندارد، بهنقطه اوج پروفیل

و حل مرجع تأییدي بر صحت GITTنقش دارد. انطباق کامل نمودارهاي حاصل از تکنیک 
افزایش ضریب پراکندگی از بیشترین واضح است که با 3با توجه به شکل حل ارائه شده است.راه

د. علت گیرمقدار غلظت کاسته شده و دامنه بیشتري از طول رودخانه تحت تأثیر آلودگی قرار می
این امر این است که با افزایش ضریب پراکندگی، آلودگی با نرخ بیشتري پخش شده و از غلظت 

جا ابهدست جنمودار به سمت پایینشود. همچنین با افزایش مقدار پراکندگی نقطه اوج آن کم می
دهنده صحت با حل مرجع نشانGITTشده است. در این مورد نیز انطباق کامل نتایج تکنیک 

دست آمده است.روابط به

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L 

 GITT D=15 ( m^2 / s )
 GITT D=45 ( m^2 / s )
 GITT D=90 ( m^2 / s )
 Bowmer D=15 ( m^2 / s )
 Bowmer D=45 ( m^2 / s )
 Bowmer D=90 ( m^2 / s )

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L 

 GITT k=0 (1/s)
 GITT k=0.00008 (1/s)
 GITT k=0.0003 (1/s)
 Bowmer k=0 (1/s)
 Bowmer k=0.00008 (1/s)
 Bowmer k=0.0003 (1/s)
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طور بررسی شده است. همان4تأثیر ضریب زوال آلاینده بر انتقال آلودگی در رودخانه در شکل 
هاي غلظت کاسته وال آلاینده از مقدار اوج پروفیلکه از شکل پیدا است، با افزایش ضریب ز

شود. علت کاهش مقدار غلظت با افزایش ضریب زوال آلاینده این است که با افزایش پارامتر می
مذکور، آلاینده در رودخانه فرصت زوال بیشتري یافته و بدین ترتیب از مقدار آن در طول رودخانه 

ست دآلاینده تأثیري بر انتقال آلودگی به پایینتغییر ضریب زوالکم خواهد شد. همچنین
رودخانه ندارد.

]21[گناختن و آلوز سنجی با حل تحلیلی ونضرایب ثابت: صحت-2-4

-

;      ,      

 ( , ) e

 ( , )

x

x

C C CD v t x
t x x

C x c c
c t

C t
t

C
x

2

2

1 2
                       (26) 

با ضرایب ثابت با شرایط اولیه و مرزي مشخص، ADRE، پاسخ معادله ]21[گناختن و آلوز ،ون
اند:)، را با استفاده ار تبدیل لاپلاس به شکل زیر ارائه داده26بطه (را

( ) ( , ) ( , )                        
( , )

( ) ( , ) ( , ) ( , )  
1 1 2 1 2

1 1 2 2 2

c c c A x t c B x t t t t
C x t

c c c A x t c B x t c B x t t t t
  (27) 

که در آن:

-( , ) erfc exp erfc ,

- ( )( , ) exp( - ) - exp( - )erfc

( )- exp exp( - )erfc .

2 2

2

1 1
2 22 2

1 2
2 2

1 222 2

x vt vx x vtA x t
DDt Dt

x v D tB x t Dt vt x Dt vt x
Dt

vx x v D tx Dt vt x
D Dt

 (28) 

سنجی مدنظر است. مقادیر و بدون زوال آلاینده براي صحتkm10اي فرضی به طول رودخانه
ارائه 6، در جدول ]21[و حل تحلیلی مرجعGITTنتایج سنجی سایر پارامترهاي لازم در صحت

شده است.
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گناختن و آلوزو حل تحلیلی ونGITTسنجی نتایج مقادیر پارامترهاي موردنیاز در صحت):6جدول (

T s t  (s)2 t  (s)1 c gr / lit c gr / lit1 D m / s2 v m / s پارامتر
18000 7200 3600 5 10 30 1 مقدار

را نشان گناختن و آلوز ونو حل تحلیلی GITTدست آمده از روش هاي غلظت بهپروفیل5شکل 
دهد.می

مرجعو حل تحلیلی GITTهاي غلظت به روش مقایسه پروفیل):5(شکل 

18000و 15000، 12000با ضرایب ثابت در ADREمقایسه نتایج حل تحلیلی معادله 5شکل 
گناختن و آلوز به ازاء ونو حل تحلیلی GITTزمان با استفاده از تبدیل مبدأثانیه را پس از 

حل از صحت راهدهد. تطابق کامل نتایج نشان نشان می6مقادیر پارامترهاي موجود در جدول 
ارائه شده دارد. با توجه به شکل واضح است که در یک مکان ثابت با افزایش زمان بر مقدار غلظت 

شود.آلاینده افزوده می

سنجی با حل تحلیلی کومارضرایب متغیر: صحت-2-5
نتایج با حل تحلیلی معادله GITTدست آمده با استفاده از روش حل بهسنجی راهمنظور صحتبه
شود. معادله مذکور وال آلاینده با ضرایب متغیر (سرعت و ضریب پراکندگی) مقایسه میانتق

:]10[استصورت زیر در نظر شرایط اولیه و مرزي به

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L

 GITT t=12000 s  Van Genuchten t=12000 s
 GITT t=15000 s  Van Genuchten t=15000 s
 GITT t=18000 s  Van Genuchten t=18000 s
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( ) ( )  ;     ,    

 ( , )
 ( , )

x

C C Cu x D x x t
t x x

C x
C t C

C
x

2

2

         (29) 

اند:که در آن توابع سرعت و ضریب پراکندگی با روابط زیر بیان شده

 ( )  ( )      

 ( )  ( )

u x u ax a

D x D ax 2

1
1                                               (30) 

)ترتیب سرعت و پراکندگی در ابتداي رودخانهبهDو uکه در آن  )x وa پارامتر
zaxرمتغیراست. با استفاده از تغیی18ناهمگنی e1،) به معادله 29معادله (ADRE با

تر است. پاسخ مسئله با استفاده از تبدیل شود که حل آن بسیار سادهضرایب ثابت تبدیل می
:]10[استلاپلاس به شکل زیر 

ln
( , ) erfc

 ln ln
            exp  erfc

ax uCC x t
Dt

u ax ax u
D Dt

D a D
u au a D

2

2

1
2 2

1 1
2

            (31) 

ارائه شده و الگوي در نظر گرفته شده براي ضرایب متغیر تنهاییبیمهنحل تحلیلی کومار در دامنه 
مقایسه شده است.7(سرعت و پراکندگی) عام نیست. نتایج به ازاء مقادیر موجود در جدول 

و حل تحلیلی کومارGITTپارامترهاي موردنیاز در مقایسه نتایج ):7جدول (

c gr / lit D sm /2 u m/ s a (1/m) L km پارامتر
20 5 7/0 0012/0 10 مقدار

دهد.را نشان می)Analytic-2(و کومار GITTمقایسه نتایج دو حل تحلیلی 6شکل 
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یلی کومارو حل تحلGITTهاي غلظت به روش مقایسه پروفیل):6شکل (

ثانیه در کل 2800و 2000، 1200هاي نمودار تغییرات مقدار غلظت آلاینده در زمان6شکل 
حل ارائه دهد. انطباق نتایج حاصل از دو روش، تأییدي بر صحت راهطول رودخانه را نشان می
با شود که در یک مکان ثابت، است. با دقت در شکل دیده میGITTشده با استفاده از تکنیک 

افزایش زمان، مقدار غلظت دچار افزایش شده است. همچنین با افزایش فاصله از بالادست رودخانه 
شود، دلیل اختلاف فوق این و حل تحلیلی کومار ایجاد میGITTمقداري اختلاف بین نتایج 

که حل تحلیلی مربوط به یک دامنه با طول محدود است، درحالیGITTاست که حل تحلیلی 
اطمینان در این مورد قابلGITTمحدود استخراج شده است. نتایج تکنیک ر دامنه نیمهکومار د

متناهی بوده و این دامنه در واقعیت وجود ندارد. است، چون حل تحلیلی کومار در دامنه نیمه
، از محاسبه 6هاي رسم شده در شکل در پروفیلGITTمنظور بررسی دقت نتایج روش به

)همبستگی ضریبذورمجهاي آماري شاخص )R )، RMSEخطا (مربعات، جذر میانگین2
) استفاده MREنسبی (خطايمیانگین) و شاخصMAEمطلق (میانگین خطايشاخص

هاي مذکور ارائه شده است.مقادیر شاخص8شود. در جدولمی

کومارو حل تحلیلیGITTهاي آماري در مقایسه نتایج شاخص):8جدول (

MRE (%) MAE RMSE (%)R 2 زمان (ثانیه)
35/1 0023/0 0064/0 99 1200
02/2 0069/0 01/0 99 2000
89/2 01/0 02/0 99 2800

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L

 GITT t=1200 s  GITT t=2000 s  GITT t=2800 s
 Analytic-2 t=1200 s  Analytic-2 t=2000 s  Analytic-2 t=2800 s
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Rبا توجه به اینکه شاخص آماري  و حل GITTدست آمده از حل تحلیلی روندي نتایج بههم2
روند بودن دهد، مقدار بالاي این ضریب در سه پروفیل ارائه شده حاکی از همرا نشان میمرجع

هاي و حل تحلیلی مرجع است. نظر به اینکه بیشترین مقدار غلظت در پروفیلGITTهاي خروجی
نشان از دقت مطلوب RMSEوMAEهايترسیم شده برابر واحد است، مقادیر ناچیز شاخص

ها نیز تأییدي دیگر در پروفیلMREارائه شده دارد. همچنین مقدار کم شاخص حل تحلیلی راه
بر دقت بالاي نتایج است.

ADREکارگیري ضرایب متغیر در اهمیت به-2-5-1

دست آمده از حل آن با نتایج بهADREمنظور بررسی اهمیت کاربرد ضرایب متغیر در حل به
رسم شده است. 7در شکل 7موجود در جدول ضرایب متغیر و ضرایب ثابت، به ازاء پارامترهاي

ضرایب معادله (سرعت و پراکندگی) در حالت ثابت، میانگین این ضرایب در حالت متغیر در نظر 
گرفته شد.

در رودخانه با ضرایب ثابت و متغیرADREمقایسه نتایج حل تحلیلی ):7شکل (

هاي شود. منحنیوضوح دیده میدر رودخانه بهADREتأثیر ضرایب متغیر در حل 7در شکل 
هاي غلظت در حالت ضرایب متغیر و ضرایب ثابت دهنده پروفیلچین به ترتیب نشانممتد و خط

اعتماد نیست، چرا که اختلاف است. با توجه به شکل ثابت در نظر گرفتن ضرایب چندان قابل
هاي آماري مربوط به صشاخ9زیادي بین نتایج ضرایب ثابت و ضرایب متغیر وجود دارد. جدول 

هاي توجه بودن مقدار شاخصدهد. پایین بودن ضریب همبستگی و قابلنتایج را نشان می
RMSE وMAEدهنده دقت کم و عدم توانایی کافی معادله نشانADRE با ضرایب ثابت در

ست که امحاسبه نتایج و اهمیت کاربرد ضرایب متغیر در معادله مذکور است. بنابراین مدلی نیاز 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x/L

 Variable t=1200 s  Variable t=2000 s  Variable t=2800 s
 Constant t=1200 s  Constant t=2000 s  Constant t=2800 s
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108همکارانو ي گیلانباوندپورناظم

با ضرایب متغیر با الگوهاي دلخواه را دارا باشد. مدل ریاضی ارائه شده ADREتوانایی حل مسئله 
کند.در این تحقیق این نیاز را مرتفع می

با ضرایب ثابت و متغیرADREهاي آماري در مقایسه نتایج حل شاخص):9جدول (

MAE RMSE (%)2R زمان (ثانیه)
44/0 61/0 17 1200
57/0 70/0 13 2000
32/0 49/0 24 2800

ADREکاربرد حل تحلیلی ارائه شده در تغییرات پیچیده ضرایب معادله -2-6

غیر شدت متدلیل هندسه پیچیده حاکم بر رودخانه، پارامترهاي سرعت و ضریب پراکندگی بهبه
ADREلیلی معادله علاوه حل تحبوده و توابع ساده توانایی بیان دقیق این تغییرات را ندارند. به

با نتایج حاصل از حل عددي معادله GITTدر رودخانه در این حالت وجود ندارد. بنابراین نتایج 
رو در مکان هاي محدود با الگوي ضمنی در زمان و پس، به روش عددي تفاضل3مربوطه، رابطه 

50ندگار کیلومتر، جریان ما10شود. بدین منظور یک رودخانه فرضی به طول مقایسه می
فرض 03/0و ضریب زبري مانینگ 0001/0متر، شیب کف 20مترمکعب در ثانیه، عرض کف 

اي طراحی شد که سرعت و نیز سطح مقطع در طول رودخانه داراي تغییرات گونهشد. مقاطع به
کار برد. همچنین ضریب با ضرایب متغیر را بهADREکه بتوان معادله کافی باشد، طوري

رفی شده به مدل داراي تغییرات مناسب در طول رودخانه است. با استخراج سطح پراکندگی مع
با ADREمقطع و محاسبه سرعت جریان (با استفاده از رابطه پیوستگی) پارامترهاي معادله 

سازي و بیشترین مدت زمان شبیه10ضرایب متغیر، تولید و معادله موردبحث حل شد. در جدول 
پراکندگی، سطح مقطع، سرعت و شرط مرزي بالادست ارائه شده است.ضریب مقدار پارامترهاي

متري از مبدأ و 1000پروفیل طولی رودخانه، سطح مقطع جریان در مبدأ، 11تا 8هاي شکل
ضریب پراکندگی، مقدار سطح مقطع جریان، سرعت 15تا 12هاي سازي، شکلانتهاي بازه شبیه

و حل عددي در GITTسه نتایج حل تحلیلی مقای19تا16هاي و شرط مرزي بالادست و شکل
20متر و گام زمانی 50دهد. نتایج روش عددي با فرض گام مکانی هاي مختلف را نشان میزمان

دست آمده است.ثانیه به
و حل عدديGITTپارامترهاي موردنیاز در مقایسه نتایج ):10جدول (

T (s) in maxC ppm maxA m 2
maxv m/s maxD m / s2 پارامتر

21600 40 1/111 37/2 50 مقدار
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xمبدأمقطع عرضی رودخانه در ): 9شکل (مقطع طولی رودخانه): 8شکل (

mانه در مقطع عرضی رودخ): 10شکل (
1000=x

مقطع عرضی رودخانه در انتهاي بازه ): 11شکل (
) m10000=xسازي (شبیه

تغییرات ضریب پراکندگی در مقایسه ): 12شکل (
حل عدديو Gittنتایج 

تغییرات سرعت جریان در مقایسه ): 13شکل (
حل عدديو Gittنتایج 

101

103

105

107

109

111

0 4 8 12 16 20x (m)

101

103

105

107

109

111

0 4 8 12 16 20x (m)

101

103

105

107

109

111

0 4 8 12 16 20x (m)

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L

x=0

x=1000 

x=10000 
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تغییرات سطح مقطع در مقایسه ): 14شکل (
حل عدديو Gittج نتای

شرط مرزي بالادست در مقایسه ): 15شکل (
و حل عدديGittنتایج 

و حل Gittمقایسه پروفیل غلظت : )16(شکل 
s7200عددي در زمان 

و حل Gittمقایسه پروفیل غلظت ): 17شکل (
s12600عددي در زمان 

و حل Gittمقایسه پروفیل غلظت ): 18شکل (
s16200عددي در زمان 

و حل Gittمقایسه پروفیل غلظت : )19(شکل 
s18000عددي در زمان 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1x/L
0
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0.8
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t/T
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1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L

 Numerical ,
t=7200 s
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x/L

 Gitt , t=12600 s
 Numerical ,…
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0.4
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1
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x/L

 Gitt , t=16200 s
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1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L

 Numerical ,
t=18000 s
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سنجی حل تحلیلی ارائه شده با استفاده ترین مورد براي صحتنتایج ارائه شده در این حالت کامل
GITTشود، نتایج تکنیک دیده می19تا 16هاي گونه که در شکلاست. همانGITTاز تکنیک 

و حل عددي GITTاطمینان است. مقداري اختلاف بین نتایج حل تحلیلی قابلدر این مورد نیز
سازي و بروز پراکندگی عددي در حل عددي است. دقت نتایج وجود دارد که ناشی از گسسته

بررسی شده است.10هاي آماري ارائه شده در جدول استخراج شده به کمک محاسبه شاخص
جهت غلظت محاسبه شده به تغییرات همدهندهنشانا، هروندي دادهمقدار بالاي شاخص هم

هاي خطا بیان کننده دقت و حل عددي است. همچنین پایین بودن مقدار شاخصGITTروش 
. با توجه به حداکثر مقدار مربوط به محور غلظت در نمودارهاي فوق (محور استمناسب نتایج 

GITTمطلوب محاسبات در تکنیک دقت دهندهنشانهاي خطا عمودي)، مقادیر ناچیز شاخص
حل تحلیلی معادله انتقال آلاینده در رودخانه در ارائه راهGITTاست. توانایی بسیار بالاي تکنیک 

سازد.هاي حل معادلات دیفرانسیل متمایز میبا ضرایب متغیر، این تکنیک را از سایر روش
عدديو حلGITTهاي آماري در مقایسه نتایج حل شاخص):10جدول (

MRE (%) MAE RMSE (%)2R زمان (ثانیه)
55/2 019/0 037/0 99 7200
96/1 009/0 022/0 99 12600
55/0 0047/0 0055/0 99 16200
62/0 0051/0 01/0 99 18000

جهت غلظت محاسبه شده به دهنده تغییرات همها، نشانروندي دادهمقدار بالاي شاخص هم
هاي خطا بیان کننده دقت همچنین پایین بودن مقدار شاخصو حل عددي است.GITTروش 

مناسب نتایج است. با توجه به حداکثر مقدار مربوط به محور غلظت در نمودارهاي فوق (محور 
GITTدهنده دقت مطلوب محاسبات در تکنیک هاي خطا نشانعمودي)، مقادیر ناچیز شاخص

حل تحلیلی معادله انتقال آلاینده در رودخانه ه راهدر ارائGITTاست. توانایی بسیار بالاي تکنیک 
سازد.هاي حل معادلات دیفرانسیل متمایز میبا ضرایب متغیر، این تکنیک را از سایر روش

گیرينتیجه-3
محاسبه مقدار غلظت آلاینده در رودخانه بسیار حائز اهمیت است، نیل به این مهم با حل معادله 

هاي توان از روشمنظور میمیسر خواهد شد. بدینADREهاي جزئی دیفرانسیل با مشتق
هاي تحلیلی موجود ترین روشیکی از قويGITTتحلیلی و عددي موجود استفاده کرد. تکنیک 

با ضرایب متغیر ADREدر حل معادلات دیفرانسیل است. در تحقیق حاضر معادله دیفرانسیل 

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

112همکارانو ي گیلانباوندپورناظم

GITTیه و مرزي عام با استفاده از تکنیک (سرعت، سطح مقطع و ضریب پراکندگی) با شرایط اول
کارگیري ضرایب متغیر در ترین نوآوري موجود در این تحقیق، بهحل و نتایج ارائه گردید. مهم

طور همانگردد.معادله دیفرانسیل حاکم بر پدیده است که باعث افزایش پیچیدگی حل مسئله می
دلیل شرایط رودخانه و جریان) (بهADREکه اشاره شد استفاده از ضرایب متغیر در معادله 

گوهاي کارگیري توابع با التواند در نزدیک کردن نتایج به واقعیت بسیار مؤثر باشد. امکان بهمی
بعدي، ، قابلیت استفاده در حل مسائل دو و سهADREمختلف براي ضرایب موجود در معادله 

ن از معادلات دیفرانسیل معمولی، امکاهاي جزئی به دستگاهیتبدیل معادله دیفرانسیل با مشتق
توابع ویژه، توانایی بسیار بالا در برخورد با مسائل با شرایط اولیه و -تعریف هر مسئله مقادیر ویژه

هاي آماري و نیز امکان مرزي با الگوهاي متغیر، دقت مطلوب با توجه به مقادیر مربوط به شاخص
داد عبارت منبع فعال در رودخانه نقاط قوت تکنیک بررسی مسئله انتقال آلاینده باوجود هر تع

GITTهاي اشاره شده، لزوم همگن کردن شرط مرزي بالادست در صورت است. در کنار مزیت
حل از نقاط ضعف این روش است. استفاده از تکنیک متغیر بودن و پیچیدگی مراحل استخراج راه

GITTدلیل دقت بسیار بالا در محاسبه نه بهدر حل مسائل مربوط به انتقال آلودگی در رودخا
هاي عددي، عدم وجود سنجی حلمقدار غلظت در هر مکان و زمان دلخواه، ابزار دقیق در صحت

هاي عددي مشکلاتی مانند ایجاد پراکندگی عددي و لزوم برقراري شرط پایداري که در روش
اه، و مرزي عام با الگوهاي دلخوگیر مسئله است و نیز توانایی حل مسائل با شرایط اولیهگریبان

بسیار مفید و راهگشا است.

منابع
[1] Craig, R.C. and Read, W.W. (2010). The Future of Analytical Solution 

Methods for Grounwater Flow and Transport Simulation, XVIII 
International Conference on Water Resources. 

[2] Guerrero, J.S.P. Pimentel, L.C.G. Skaggs, T.H. and Van Genuchten M.Th. 
(2009). Analytical solution of the advection–diffusion transport equation 
using a change of variable and integral transform technique, International 
Journal of Heat and Mass Transfer, 52, 3297-3304. 

[3] Yates, S.R. (1990). An analytical solution for one-dimensional transport 
in heterogeneous porous media, Water Resources. 26, 2331-2338. 

[4] Huang, K. Van Genuchten, M. Th., and Zhang, R. (1996). Exact solutions 
for one-dimensional transport with asymptotic scale-dependent 
dispersion, Applied Mathematical Modeling, 21, 337-287. 

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

...متغیر دلخواهضرایبباآلاینده در رودخانهحل تحلیلی معادله انتقال113

[5] Chen, J.S. Ni, C.F. Liang, C.P. and Chiang, C.C. (2008). Analytical power 
series solution for contaminant transport with hyperbolic asymptotic 
distance dependent dispersivity, Journal of Hydrology, 962, 143-143. 

[6] Guerrero, J.S.P. and Skaggs, T.H. (2010). Analytical solution for one-
dimensional advection dispersion transport equation with distance-
dependent coefficients, Journal of Hydrology, 390, 57-65. 

[7] Liu, C. Ball, W.P. and Ellis, J.H. (1998). An analytical solution to one 
dimensional solute advection–dispersion equation in multi-layer porous 
media, Transport in Porous Media, 30, 25-43. 

[8] Liu, C. Szecsody, J.E. Zachara, J.M. and Ball, W.P. (2000). Use of the 
generalized integral transform method for solving equations of solute 
transport in porous media, Water Resources. 23, 483-492. 

[9] Jaiswal, D.K. Kumar, A. Kumar, N. and Yadav, R.R. (2009). Analytical 
solutions for temporally and spatially dependent solute dispersion of 
pulse type input concentration in one-dimensional semi-infinite media, 
Journal of Hydro-environment Research, 2, 254-263. 

[10] Kumar, A. Jaiswal, D.K. and Kumar, N. (2010). Analytical solutions to 
one-dimensional advection–diffusion equation with variable coefficients 
in semi-infinite media, Journal of Hydrology, 380, 330-337. 

[11] Stehfest, H. (1970). Numerical inversion of Laplace transforms, 
Commun. ACM, 13, 47-49. 

[12] Leij, F.J. and Van Genuchten, M.Th. (1995). Approximate analytical 
solutions for solute transport in two-layer porous media, Transport in 
Porous Media, 18, 65–85. 

[13] Al-Niami, A.N.S. and Rushton, K.R. (1979). Dispersion in stratified 
porous media, Water Resources, 15, 1044–1048. 

[14] Leij, F.J. Dane, J.H. and Van Genuchten, M.Th. (1991). Mathematical 
analysis of one dimensional solute transport in a layered soil profile, Soil 
Sci. Soc. Am. J, 55, 944–953. 

[15] Adrian, D.D., Yu, F.X. and Barbe, D. (1994). Water quality modelling 
for a sinusoidally varying waste discharge concentration, Water Res, 28, 
1167–1174. 

[16] Quezada, C.R. Clement, T.P. and Lee K.K. (2004). Generalized solution 
to multi-dimensional multi-species transport equations coupled with a 

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

114همکارانو ي گیلانباوندپورناظم

first-order reaction network involving distinct retardation factors, 
Advances in Water Resources, 27, 507-520. 

[17] Wang, W. Dai, Z. Li, J. and Zhou, L. (2012). A hybrid Laplace transform 
finite analytic method for solving transport problems with large Peclet 
and Courant numbers, Computers and Geosciences, 49, 182-189. 

[18] Simpson, M.J. and Ellery, A.J. (2014). Exact series solutions of reactive 
transport models with general initial Conditions, Journal of Hydrology, 
513, 7-12. 

[19] Taylor, G. (1954). The dispersion of matter in turbulent flow through a 
pipe, P. Roy. Soc. A, 223, 446-468, doi:10.1098/rspa.1954.0130, 1954. 

[20] Chapra, S.C. (1997). Surface water quality modeling, McGraw-Hill New 
York. 

[21] Van Genuchten M.Th. and Alves, W. (1982). Analytical solutions of the 
one-dimensional convective-dispersive solute transport equation, 
Technical Bulletin. 

[22] Mikhailov, M.D. and Ozisik, M.N. (1984). Unified Analysis and 
Solutions of Heat and Mass Diffusion, New York, John Wiley & Sons 
Inc. 

[23] Cotta, R.M. (1994). The integral transform method in computational heat 
and fluid flow, Pages 43-43. Institution of Chemical Engineers 
Symposium series, Hemsphere Publishing Corporation. 

[24] Danish Hydraulic Institute (DHI). (2007). MIKE 11 FM-Users’ manual, 
Horsholm, Denmark. 

[25] Ozisik, M.N. (1993). Heat Conduction, John Wiley & Sons Inc, New 
York. 

[26] Polyanin, A.D. (2002). Linear partial differential equations for Engineers 
and Scientists, Chapman & Hall/CRC. 

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

...متغیر دلخواهضرایبباآلاینده در رودخانهحل تحلیلی معادله انتقال115

Analytical Solution of Contaminant Transport Equation in River by 
Arbitrary Variable Coefficients Using Generalized Integral 

Transform Technique 
Nazem Bavandpouri Gilan*, Mehdi Mazaheri*, Morteza Fotouhi Firozabadi**

*Department of Water Structures, Faculty of Agriculture, Tarbiat Modares 
University, Tehran, Iran 

**Faculty of Mathematics, Sharif University of Technology, Tehran, Iran 

Abstract 
Contamination transport in the river is expressed using advection-dispersion-
reaction partial differential equation (ADRE). There are a variety of analytical 
and numerical methods for solving the aforementioned equation. Analytical 
solutions such integral transforms are very powerful and useful tools in 
solving ADRE. In the present study, one-dimensional ADRE with space-
dependent coefficients in river has been solved using generalized integral 
transform technique (GITT). Forward and inverse transformations are defined 
in GITT technique which using them in problem solving leads to generating 
time-dependent system of ordinary differential equations. Analytical solution 
verification was accomplished using the comparison of the results of 
mathematical models with analytical solutions and also numerically model 
based on finite differences method. To inspect the accuracy of models’ results, 
statistical indicators were calculated. Comparison of GITTs’ result with 
analytical solutions that used in verification and numerical solution implied 
high accuracy of the proposed solution. Also to show the importance of the 
application of variable coefficients in ADRE in river, the results of solving 
equation with constant and variable coefficients were compared.  

Keywords: Analytical solution, Contaminant transport, River, Generalized 
integral transform technique, Variable coefficient. 
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