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  مقدمه -1

غیرقابل مقایسه هستند یعنی معیارهاي  2سنتی معمولاً معیارها يچندهدفهسازي در بهینه
و تفاسیر فیزیکی مختلف داشته باشند. گیري ي اندازههاواحدداراي مختلف ممکن است 

در نظر گرفته  3صورت منصفدهد که معیارها بهوجود بسیاري از کاربردها زمانی رخ میبااین
رك اند و در مقیاس مشتمقایسهتنها به لحاظ مقیاس قابل شود. منصف یعنی اینکه معیارها نهمی

که این  گیرندطرفانه معیارها مورد رسیدگی قرار میاي بیشوند بلکه به شیوهگیري میاندازه
ها در میان بنابراین توزیع خروجی آورد؛ها به ارمغان میمسئله عدالت و انصاف را در میان جواب
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ست، بدین ترتیب این روش تخصیص ها به معیارهاي خاص اتر از انتصاب خروجیمعیارها مهم
  کند.منصفانه منابع را مدل می

. کاستروا و اگریزاك در سال ]1-2[ یافته مشهور استاولویت منصف به غالب لورنتس تعمیم
ا نشان دادند که ه. آن]2[هدفه معرفی کردند ریزي چندمفهوم منصف را براي برنامه 1999
و  3، یکنوایی اکید2منصف تظریفی از کارایی پارتو بوده که علاوه بر خواص انعکاسی 1کارایی
. سپس کاستروا و همکاران است 6و اصل انتقال 5طرفیبراي اولویت پارتو داراي خواص بی 4تعدي

سازي را براي تولید هاي عدديوشها رتر ارائه دادند. آنصورت کلینظریه کارایی منصف را به ]3[
خطی توسعه دادند. اگریزاك مفهوم هدفه خطی و غیرهاي کاراي منصف در مسائل چندجواب

کاربرده است. به ]6[و ارتباطات  ]5[، مسائل تخصیص ]4[سازي سبد سهام منصف را براي بهینه
سازي منصف براي مسائل تخصیص منابع در هاي بهینهعلاوه اگریزاك و همکاران از روشبه

کاراي -Bمفهوم  ]8[نژاد نیا و محمودي. اخیراً فروتن]7[اند هاي مخابرات استفاده نمودهشبکه
ها برخی از هاي توابع هدف است. آني از مجموعه اندیسافراز Bکه  منصف را معرفی کرده

کاراي منصف را بحث کرده و نشان دادند که براي مسئله -Bهاي مفاهیم نظري و علمی از جواب
  .داردقرار هاي کاراي منصف کاراي منصف درون مجموعه جواب-Bهاي یکسان مجموعه جواب

سازي چندهدفه به علت تقابل اهداف، جواب شدنی که یک تابع هدف را در اغلب مسائل بهینه
تواند موجب بهینه شدن سایر توابع هدف گردد. تحت چنین شرایطی کند نمیبهینه می

حل یک  دربنابراین گیرنده باید جوابی را اتخاذ نماید که به بهترین نتیجه منجر شود؛ تصمیم
و  وي جوابجستجهاي به نام سازي چندهدفه دو نوع پیچیدگی مفهومیینهمسئله به

اي سازي است که در آن مجموعهویژگی اول مربوط به فرآیند بهینه مطرح است.گیري تصمیم
ویژگی دیگر به چگونگی انتخاب یک . شوداي از مجموعه بهینه پارتو شناسایی میعنوان نمونهبه

پردازد. بسته به گیرنده میه جواب بهینه پارتو توسط تصمیماز میان مجموع یجواب سازش
سازي چندهدفه را هاي بهینهگیري، روشسازي و تصمیمچگونگی ترکیب فرایندهاي بهینه

  :بندي نمودگروه تقسیم توان به سهمی

 ،سازي چندهدفهحل مسئله بهینهگیري پیش از جستجو: در این حالت، قبل از تصمیم )1
شود که در اصطلاح به آن گیرنده مشخص میوابع هدف توسط تصمیمدرجه اهمیت ت
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شود. سپس با استفاده از این ترجیحات مسئله گفته می 1بیان پیشین ترجیحات
شود. ادغام توابع هدف چندهدفه به یک مسئله تک هدفه یا چندهدفه جدید تبدیل می

ه ن مزیت را دارد کگیري پیش از جستجو ایگیرنده در تصمیمچندگانه توسط تصمیم
هاي موجود و مشهور استفاده نمود. مشکل اصلی توان در حل مسئله جدید از روشمی

گیرنده بسیار دشوار خواهد بود که قبل از حل این رویکرد این است که براي تصمیم
  صورت عددي، دقیق و مشخص بازگو نماید.هاي خود را بهمسئله، ارجحیت

گیرنده ترجیحات خود را در حین فرآیند گیري در حین جستجو: تصمیمتصمیم )2
ها به سازي تعدادي از جوابدارد. پس از هر گام بهینهسازي تعاملی ابراز میبهینه

د گیرنده ترجیحات خوها تصمیمشوند. سپس بر اساس این جوابگیرنده ارائه میتصمیم
شود. در رویکردهاي در آیند جستجو هدایت میترتیب فرایننماید و بهرا مشخص می

ه آن که بشود گیرنده در تمام مراحل فرایند حل مسئله درگیر میحین جستجو، تصمیم
 شود.گفته می 2ترجیحات ازمترقی بیان 

گونه اطلاعاتی از سازي بدون هیچگیري: در این حالت بهینهجستجو پیش از تصمیم )3
 هاي نامزديشود. نتیجه این جستجو مجموعه جوابم میگیرنده انجابندي تصمیماولویت

ها، توسط است (که در حالت ایدئال بهینه پارتو هستند) که انتخاب نهایی از میان آن
 شود.گفته می 3پذیرد که در اصطلاح به آن بیان پسین ترجیحاتگیرنده صورت میتصمیم

یش از جستجو است که در آن با ادغام گیري پروش ارائه شده در این مقاله، رویکردي از تصمیم
 منصف کاراي-Aجوابگیرنده، مفهوم توسط تصمیمAتوابع هدف و ارائه ماتریس ارجحیت 

است با هاي کارا زیرمجموعه جواب منصف کاراي-Aهايجوابمجموعه تعریف شده است. چون 
 تواند جواب مطلوبگیرنده میرو تصمیمیافته و ازاینکاهش هاي کاراجواباستفاده از این مفهوم، 

-Aهاي برخی از مفاهیم نظري و علمی جواب همچنین در این مقاله تر انتخاب کند.را آسان
، ]2[می از نتایج کاستروا و اگریزاگ آمده تعمیدستکنیم. نتایج بهکاراي منصف را بررسی می

  است. ]8[نژاد نیا و محموديوتنو فر ]3[کاستروا و همکاران 
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  مفاهیم اولیه -2

فضاي برداري اقلیدسی و  mRفرض کنید هاي زیر استفاده شده است. در سراسر این مقاله نماد
, my y R′ ′′∈ .y y′ iیعنی   �′′ iy y′ ,براي   ≥′′ ,i m= L1   وy'< y''   یعنیy' < y''i i   براي

, ,i m= L1 همچنین .y y′ yیعنی  ≥′′ y′ yاما  �′′ y′ ′′≠.  

  هدف را در نظر بگیرید m سازي بامسئله بهینه

)1(  ( ){ }min ( ), ( ), , ( ) ,mx X
f x f x f x

∈
L1 2  

است و  X 1بردار متغیر تصمیم انتخاب شده از مجموعه شدنی x که
( )( ) ( ), ( ), , ( )mf x f x f x f x= L1 را به فضاي  X تابع برداري بوده که مجموعه شدنی 2

گوییم. یک بردار خروجی  3نگارد. عناصر فضاي هدف را بردارهاي خروجیمی mR(معیار)  2هدف
y  جذب شدنی است هرگاهx X∈ که  وجود داشتهy = f(x) مجموعه بردارهاي خروجی .

  شود.نشان داده می Y=f(X)وسیله جذب شدنی به

 مقادیر هدف را با توجه به رابطه براي انتخاب بهترین تصمیم در مسائل مینیمم سازي تک هدفه،
نیم. کهاي شدنی متفاوت باهم مقایسه میتر مساوي اعداد حقیقی به ازاي تصمیمکوچک 4اولویت
ها مطابق مقادیر هدفشان مرتب شده و تصمیم با کمترین مقدار هدف جواب بهینه نامیده تصمیم

هدفه لازم است که رابطه اولویتی براي سازي چندطور مشابه، براي ساختن مدل بهینهشود. بهمی
شود که این اولویت تنها به ارزیابی بردار هدف ارائه شود بدین منظور فرض می ی مقادیرارزیاب

محدود  Yبنابراین تعریف رابطه اولویت را به فضاي هدف  بردارهاي خروجی بستگی دارد؛
  کنیم.می

وسیله ها بهمرور شده است. اولویت ]2[در ادامه برخی از مفاهیم اساسی و تعاریف روابط اولویت از 
و  ′yبردارهاي خروجی دهد جفتشود که اجازه مینمایش داده می ≻ 5رابطه اولویت ضعیف

y′′  از فضاي هدفY را مقایسه کنیم. گوییم y y′  ′′yخوبی حداقل به ′yاگر و تنها اگر  ≻′′
yبنابراین ترجیح داده شود؛ ′′yطور ضعیف به به ′yباشد یا  y′ گیرنده که تصمیمیعنی این ≻′′
 ≻است. توجه کنید که رابطه اولویت ضعیف  ′′yخوبی بردار خروجی حداقل به ′yکند فکر می

  را به دست آورد. ;و  ≻توان دو رابطه اولویت شود و از آن میگیرنده تعریف میوسیله تصمیمبه
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,: فرض کنید 1تعریف  my y R′ mرابطه اولویت ضعیف تعریف شده روي  ≻و  ∋′′ mR R× 
  صورت به ≻ 1رابطه اولویت اکید باشد.

)2(  ( , ),y y y y y y′ ′′ ′ ′′ ′′ / ′⇔ ≺ ≺≺  

همچنین رابطه  شود.ترجیح داده می ′′yطور اکید به به ′yخوانیم و میشود تعریف می
  عبارت است از ; 2تفاوتیبی

)3(  ( , ),y y y y y y′ ′′ ′ ′′ ′′ ′⇔; ≺ ≺  

 است. ′′yتفاوت با بی ′yخوانیم که می

نامیده  3صــدق کند رابطه اولویت منطقی منصــف هاي زیر: رابطه اولویتی که در اصــل2تعریف 
  شودمی

my) انعکاسی: براي هر 1 R∈  داشته باشیمy y≺.  

y) تعدي: براي هر2 , y , my R′ ′′   داشته باشیم ∋′′′

( ), .y y y y y y′ ′′ ′′ ′′′ ′ ′′′⇒≺ ≺ ≺  

my) یکنوایی اکید: براي 3 R∈  و هرε }و هر  0< , , , }i m∈ L1 iyداشته باشیم  2 e yε− ≺ 
  است. mRام در iدهنده بردار یکه نشان ieکه 

myطرفی: براي هر ) بی4 R∈  

( ) ( ) ( )( , , , ) ( , , , ),m my y y y y yτ τ τL ; L1 2 1 2  

}جایگشتی روي  τکه  , , , }mL1   است. 2

my) اصل انتقال: براي هر 5 R∈  و هر, { , , , }i j m∈ L1 2  

,i j i jy y y e e yε ε> ⇒ − + ≺  

]که  , ]i jy yε ∈ −0.  

هاي انعکاسی، تعدي و یکنوایی اکید رابطه اولویت منطقی نامیده توجه کنید رابطه اولویت با اصل
y,شود. براي هرمی y Y′ است هرگاه براي هر رابطه  ′′y 4غالب طور منطقیبه ′y، گوییم ∋′′
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yداشته باشیم  ≻ منطقیاولویت  y′  طور منطقی نامغلوب است اگر وبه yبردار خروجی  .≻′′
باشد. همچنین نقطه  yطور منطقی غالب به ′yوجود نداشته که  ′yتنها اگر بردار خروجی 

xشدنی  X∈ است اگر و تنها اگر  )1(از مسئله بهینه  1کارا یا بهینه پارتو( )y f x= طور به
yنشان دادند که بردار خروجی  ]2[در  کاستروا و اگریزاگمنطقی نامغلوب باشد.  Y′∈ طور به

yمنطقی غالب  Y′′∈ است اگر و تنها اگر y y′ xنقطه  بنابراین ؛≥′′ X∈ جواب بهینه پارتو 
xاست اگر و تنها اگر نقطه  )1(از مسئله  X′∈  وجود نداشته که براي, , ,i m= L1 داشته  2

)باشیم  ) ( )i if x f x′   که در آن حداقل یک نامساوي اکید است. ≥

  دهد که جواب کاراي منصف را تعریف کنیم.اجازه می روابط اولویت منطقی منصف به ما

ید 3تعریف  y,: فرض کن y Y′ لب به ′y. گوییم ∋′′ غا با ′′yطور منصـــف  ـــت و آن را  اس
ey y′ داشته باشیم  ≻دهیم اگر و تنها اگر براي هر رابطه اولویت منطقی منصف نشان می ≻′′

y y′ وجود نداشـــته که  ′y نامغلوب اســـت هرگاه برداري مانند طور منصـــفبه yبردار  .≻′′
ey y′ x . همچنین نقطه≻ X∈ ست اگر و تنها اگر صف ا )جواب کاراي من )y f x= طور به

  باشد. نامغلوب منصف

my: فرض کنید 4تعریف  R∈.  

:) تابع 1 m mR RΘ )نگاشت مرتب کننده است هرگاه  → ) ( ( ), ( ), , ( ))my y y yθ θ θ θ= L1 2 
)کــه  ) ( ) ( )my y yθ θ θ≥ ≥ ≥L1 }از   τو براي جــایگشـــتی مــاننــد   2 , , }mL1   داریم

( )( )i iy yτθ = ( , , )i m= L1.  

ــابع 2 :) ت m mR RΘ ــامیــده می  → ــب کننــده جمعی ن ــــت مرت ـــود هرگــاه نگــاش ش

 ( ) ( ( ), ( ), , ( ))my y y yθ θ θΘ = L1 , که براي2 , ,i m= L1 )م داری2 ) ( )
i

i j
j

y yθ θ
=

= ∑
1

.  

  توان برحسب نامساوي برداري نوشت.منظور عملی سازي کارایی منصف را میبه

3.، گزاره ]2[(: 1گزاره  y,) براي هر دو بردار خروجی 2 y Y′   داریم ∋′′

( ) ( ),ey y y y′ ′′ ′ ′′⇔ Θ Θ≺ �  
  بیان شده است. 3در تعریف  ≻eکه 
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  کاراي منصف-Aهايجواب -3

m ماتریس همانی Iفرض کنید  m× و ie ــطر ــد ماتریس  Iام ماتریس iس را که از  Iباش
  کنیمصورت زیر معرفی میبه آمده،دستبه Iجمع سطرهاي 

.

m

e
e e

I

e e e

   
   +   = =
   
   

+ + +   

L
L

M M M M L M
L L

1

1 2

1 2

1 0 0
1 1 0 0

1 1 1 1

0

 

 وسیله ماتریسهدفه بهریزي چندشویم که مفهوم منصف در برنامهروي این حقیقت متمرکز می
I خروجیآید چون براي هر بردار به دست می y Y∈  داریم( ) ( )y I yθΘ . حال اگر بجاي =
I  ماتریسA زیر تعریف شده، قرار دهیم مفهوم جواب  صورتکه به راA- کاراي منصف نتیجه
] عدد صحیح مثبت و lشود. فرض کنید می , , , ]T

lA a a a= L1 lماتریس  2 m×  دلخواه با
به شکل  Aدر این صورت ماتریس شود. گیرنده ارائه میتوسط تصمیمکه  باشد iaام، iسطر 

  زیر است

.

l

a
a a

A

a a a

 
 + =
 
 

+ + + 

M
L

1

1 2

1 2

 

کاراي -Aدهیم. ابتدا مفهوم جواب تعمیم می A وسیلهدر این بخش، مفهوم کارایی منصف را به
هاي اولویت منطقی منصف را معرفی کرده و سپس شبیه به رابطه غالب وسیله رابطهمنصف به
مرتب شده بیان غالب منصف را برحسب نامساوي برداري روي بردارهاي خروجی -Aمنصف، 

غالب منصف یک رابطه -Aرابطه  دهدمی تضمینه که ارائه کردعلاوه شرایطی را به. کنیممی
  اولویت منطقی منصف است.

)کنیم در سراسر این مقاله، فرض می )ijA a=  ماتریسیl m×  باija ,براي  0≤ , ,i l= L1 2 
,و  , ,j m= L1   باشد. تعریف زیر براي مفاهیم جواب موردعلاقه مقاله ضروري است. 2

)نگاشت جمعی  :5تعریف  ) : m lA R RΘ   صورتبه →

( ( )) ( ), ( ), , ( ) ,
m m m

j j j j lj j
j j j

A y a y a y a yθ θ θ
= = =

 
Θ =  

 
∑ ∑ ∑L1 2

1 1 1
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  است. 4ها همانند تعریف jθکه 

y,فرض کنید  :6تعریف  y Y′  غالب-Aطور منصف به y'دو بردار خروجی باشند. گوییم  ∋′′
''y  است و آن را باAey y′ دهیم اگر و تنها اگر براي هر رابطه اولویت منطقی نشان می ≻′′

)داشته باشیم  ≻منصف  ( )) ( ( ))A y A y′ ′′Θ Θ≺.  

Aey،3تعریف توجه شود که طبق  y′ )معادل است با  ≻′′ ( )) ( ( ))eA y A y′ ′′Θ Θ≺.  

y: بردار 7تعریف  Y∈ طور منصف بهA-است هرگاه بردار نامغلوب Yy′∈ وجود نداشته که
Aey y′ x. همچنین نقطه شدنی ≻ X∈، A- کاراي منصف است اگر و تنها اگر( )y f x= 

  نامغلوب باشد.-Aطور منصف به

تفاوت براي هر رابطه منصف (بی تفاوتیبی-Aرابطه  توانیممنصف، میغالب -Aشبیه به رابطه 
منصف (اولویت ضعیف براي هر رابطه اولویت  غالب ضعیف-Aرابطه اولویت منطقی منصف) و 

 ;Aeمنصف  تفاوتیبی-Ae≺ ،Aمنصف  غالب-Aهاي منطقی منصف) را تعریف نماییم. رابطه
  کنند.صدق می )2-3(در شرایط  ≻Aeمنصف  غالب ضعیف-Aو 

کارایی منصف برحسب نامساوي برداري از نگاشت مرتب کننده جمعی زیر -Aبراي تعریف
  کنیم.استفاده می

,: فرض کنید براي 8تعریف  , ,i l= L1 ,و  2 , ,j m= L1 2 ،
i

ij kj
k

c a
=

= ∑
1

. نگاشت مرتب کننده 

)جمعی  ) : m lA R RΘ   صورتبه →

( ( )) ( ), ( ), , ( ) ,
m m m

j j j j lj j
j j j

c c cA y y y yθ θ θ
= = =

 
Θ =  

 
∑ ∑ ∑L1 2

1 1 1
  

  است. 4ها همانند تعریف  jθکه  است

y,فرض کنید  :9 تعریف y Y′ صورت زیر تعریف به ≥Aieرابطه دو بردار خروجی باشند.  ∋′′
  شودمی

( ( )) ( ( )).Aiey y A y A y′ ′′ ′ ′′≤ ⇔ Θ Θ�  
Aتوجه کنید اگر  I=  آنگاه( ( )) ( )A y yΘ = Θ  و( ( )) ( )A y yΘ = Θ بنابراین رابطه ،Ae≺ 

  شود.تبدیل می ≻eبه 

  شودصورت زیر تعریف میبه =Aieو  >Aieهاي ) رابطه2-3طبق (
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( , ),
( , ).

Aie Aie Aie

Aie Aie Aie

y y y y y y
y y y y y y
′ ′′ ′ ′′ ′′ ′< ⇔ ≤ ≤/
′ ′′ ′ ′′ ′′ ′= ⇔ ≤ ≤

  

کند. براي بررسی طرفی صدق میهاي انعکاسی، تعدي و بیدر اصل ≥Aieواضح است که رابطه 
  اصل انتقال گزاره زیر لازم است.

  نزولی و wاگر  .w�0باشند و  mRبردارهایی در  wو  x ،y: فرض کنید 2گزاره 

( , , , ),
k k

i i
i i

x y k m
= =

≤ =∑ ∑ L
1 1

1 2  

  آنگاه

.
m m

i i i i
i i

w x w y
= =

≤∑ ∑
1 1

  

mwاثبات: قرار دهید  + =1   وند آبل واضح است که. طبق جمع0

( ) ( ) .
m m i m i m

i i i i i i i i
i i j i j i

j jw x w w x w w y w y+ +
= = = = = =

= =− ≤ −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑1 1
1 1 1 1 1 1

 

,نزولی باشد یعنی براي  jنسبت به  i ،ijc: اگر براي هر 1قضیه  , ,i l= L1 داشته باشیم  2
ij ijc c +≥ ,براي  . همچنین اگر1 , ,j m= L1 2 ،ljc رابطه اولویت منطقی منصف  ≥Aieآنگاه ، 0<

  است.

myاثبات: فقط خاصیت یکنوایی اکید و اصل انتقال را بررسی کنیم. فرض کنید  R∈  وε >0 
kyو  y eε′ =   توان نشان دادراحتی می. به−

)4(  ( ) ( ), ( , , , ),j jy y j mθ θ′ ≤ = L1 2  

صورت اکید برقرار است. بدون کاستن از کلیت مسئله فرض که در آن حداقل یک نامساوي به
  صورت زیر باشدنزولی و به yکنید 

.k my y y y≥ ≥ ≥ ≥ ≥L L1 2  

jهــایی کـه jبراي   ′yطبق تعریف  k≤ ≤ −1 )داریم   1 ) ( )j j jy y yθ θ′ = ، همچنین =
kهایی که jبراي  jy yε− )داریم  ≤ ) ( )j jy yθ θ′ kyهاي بین jy. حال اگر = ε−  وky 

  صورت زیر باشدبه

,
tk j j j ky y y y y ε≥ ≥ ≥ ≥ ≥ −L

1 2
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گاه iبراي هر  آن t≤ ≤ +1 )داریم   1 ) ( )
i ik i kj j iy y y yθ θ

−+ − + −′ = ≤ =
11 jکه   1 ky y=

0
و   

( )k kt y yθ ε+ ′ = ε. همچنین چون − صــورت اکید برقرار به )4(حداقل یک نامســاوي در  0<
ijcداریم  jو  iچون براي هر  است.   شود کهنتیجه می )4(از رابطه  0≤

( ) ( ), ( , , , ),
m m

ij j ij j
j j

c y c y i lθ θ
= =

′ ≤ =∑ ∑ L
1 1

1 2  

,و چون براي  , ,j m= L1 2 ،ljc >0  

( ) ( ).
m m

lj j lj j
j j

c y c yθ θ
= =

′ <∑ ∑
1 1

  

Aieyرو ازاین y′   داراي خاصیت یکنوایی اکید است. ≥Aieو رابطه اولویت  ≥

yکنیم. فرض کنید در ادامه اصل انتقال را بررسی می Y∈  و i jy y>  وi jy y e e′ = − +ε ε 
iکه  jy y≤ ≤ −ε0دهیم . نشان می( ( )) ( ( ))A y A y′Θ Θ� چون رابطه اولویت معرفی .

)کند در اصل انتقال صدق می Θوسیله شده به ) ( )y y′Θ Θرو. ازاین�  

( ) ( ), ( , , , ).
i i

j j
j j

y y i mθ θ
= =

′ ≤ =∑ ∑ L
1 1

1 2  

  داریم 2با بکار بردن گزاره 

( ) ( ).
m m

ij j ij j
j j

c y c yθ θ
= =

′ ≤∑ ∑
1 1

  

Aieyاین یعنی  y′   داراي خاصیت اصل انتقال است. ≥Aieو رابطه اولویت  ≥

وسیله مثال کند. درستی این ادعا بهدر اصل انتقال صدق نمی ≥Aieدر حالت کلی رابطه اولویت 
  زیر نشان داده شده است.

A د : فرض کنی1مثال 
 
 =  
 
 

1 0
0 1
0 1

)و  , )Ty = 4 ε/. اگر 2 =0 yو  9 y e eε ε′ = − +1 آنگاه  2

( / , / )Ty′ = 3 1 2 ) . چون 9 ( )) ( , , )TA yΘ = 4 6 )و  8 ( )) ( / , , / )TA y′Θ = 3 1 6 8 ، داریم 9
( ( )) ( ( ))A y A y′Θ Θ�  پس. Aiey y′�  

کنیم براي انجام این کار گزاره زیر را بررسی می ≥Aieو  ≻Ae هايدر ادامه رابطه بین اولویت
  لازم است.
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,: فرض کنید براي 3گزاره  , ,i l= L1 ,و  2 , ,j m= L1 داشته باشیم  2
j

ij ik
k

r a
=

= ∑
1

اگر براي  .

, , ,j m= L1 2 ،ijr  نسبت بهi  نزولی است آنگاه براي هرmy R∈ ،( ( ))A yΘ .نزولی باشد  

) اثبات: قرار دهید  )m yθ + =1 irو 0 =0   وند آبل داریم، با بکار بردن جمع0

( )

( )

( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .

m m

ij j ij i j j
j j

m m

ij j ij j
j j

m

ij j j
j

a y r r y

r y r y

r y y

θ θ

θ θ

θ θ

−
= =

−

+
= =

+
=

=

=

= −

−

−

∑ ∑

∑ ∑

∑

1
1 1

1

1
1 0

1
1

 

,براي اگر  , ,j m= L1 2 ،ijr  نسبت بهi  آنگاه نزولی باشد  

( )

( )

( ) ( )( )

( ( )) ( )

                  ( ) ( )

                      ( ) ( ) ( ( )) ,

m

ij ji
j

m

ij j j
j

m

i j j j i
j

A y a y

r y y

r y y A y

θ θ

θ θ

θ θ θ

=

+
=

+ + +
=

=

= − ≥

− =

∑

∑

∑

1

1
1

1 1 1
1

 

)این یعنی  ( ))A yΘ است. نزولی 

,: فرض کنید براي 2قضیه  , ,j m= L1 2 ،ijr  نسبت بهi  نزولی باشد و,y y Y′   . آنگاه∋′′

,Ae Aiey y y y′ ′′ ′ ′′⇔ ≤≺  
.Ae Aiey y y y′ ′′ ′ ′′⇔ <≺  

yتوان گفت که براي هر می 3اثبات: از گزاره  Y∈ بردار ،( ( ))A yΘ بنابراین نزولی است  

( ) ( ) ( ),
m m m

j j j j mj j
j j j

a y a y a yθ θ θ
= = =

≥ ≥ ≥∑ ∑ ∑1 2
1 1 1

L  

)و  ( ( ))) ( ( ))A y A yΘ Θ = Θ فرض کنید .,y y Y′  1گزاره و  3تعریف  بکار بردن، با ∋′′
  داریم
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( ( )) ( ( ))
( ( ( ))) ( ( ( )))

( ( )) ( ( ))
.

Ae e

Aie

y y A y A y
A y A y
A y A y

y y

′ ′′ ′ ′′⇔ Θ Θ
′ ′′⇔ Θ Θ Θ Θ
′ ′′⇔ Θ Θ
′ ′′⇔ ≤

≺ ≺
�
�  

 شود.با روشی مشابه قسمت بعدي اثبات می

 iنسبت به  ijrدرست نیست و شرط نزولی بودن  2قضیه  Aدر حالت کلی براي هر ماتریس 
,براي  , ,j m=1 2 L وسیله مثال زیر بررسی شده است.ضروري است. این حقیقت به  

A: ماتریس 2مثال   
=  

 

1 0 0
0 1 1

کند چون صدق نمی iنسبت به  ijrدر شرط نزولی بودن  

r r<13 )اگر . 23 , , )Ty′ = 4 2 )و  1 / , , )Ty′′ = 3 5 3 ). واضح است که 2 ( )) ( , )TA y′Θ = 4 و  3
( ( )) ( / , )TA y′′Θ = 3 5 )، چون 5 )( ( )) ( , )TA y′Θ Θ = 4 )و  7 )( ( )) ( , / )TA y′′Θ Θ = 5 8 5 

)داریم  ) ( )( ( )) ( ( ))A y A y′ ′′Θ Θ ≤ Θ Θشود کهنتیجه می 1گزاره بنابراین از  ؛ 
( ( )) ( ( ))eA y A y′ ′′Θ Θ≺  وAey y′ ) . از طرفی چون≻′′ ( )) ( , )A y′Θ = 4  و 7

( ( )) ( / , / )TA y′′Θ = 3 5 8 Aieyتوان گفتمی 5 y′ ′′�.  

)کنیم ، فرض می2و  1هاي در ادامه براي برقراري قضـــیه )ijA a= هاي ماتریســـی با درایه
  کهطورينامنفی باشد به

,براي  )1 , ,i l=1 2 L ،ijc  نسـبت به j نزولی باشـد و همچنین براي, , ,j m=1 2 L ،
ljc >0.  

,براي  )2 , ,j m=1 2 L ،ijr  نسبت به i.نزولی باشد  
ضمین می1شرط ( ست، درحالی ≥Aieکند که ) ت که معادل بودن رابطه اولویت منطقی منصف ا
  شود.) نتیجه می2از شرط ( ≥Aieو  ≻Ae هاي اولویترابطه

  آید.، نتیجه زیر به دست می9و تعریف  2با بکار بردن قضیه 

y,براي هر دو بردار خروجی  :1نتیجه  y Y′   داریم ∋′′

( ( )) ( ( )),
( ( )) ( ( )).

Ae

Ae

y A y A yy
y y A y A y

′′ ′ ′′⇔ Θ Θ

′ ′′ ′ ′′⇔ Θ ≤ Θ

′

≺
≺ �  

lفرض کنید  m≤  و{ , , , }lB B B B= 1 2 L  افرازي از مجموعه{ , , , }m1 2 L باشد که  

,max min , , , .k kB B k l+< = −1 1 2 1L  www.SID.ir
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ماتریس  ]8[در  کارایی منصـــف- Bمفهوم  )معرفی شــــده اســــت. اگر  )ijA a=   براي
, , ,i l=1 2 L  و, , ,j m=1 2 Lوسیله، به  

)5(    
,

i
ij

i

j B
a

j B

∈
∈/


= 

1
0

  

شود. آنگاه  )تعریف  ( )) ( )BA y yΘ = Θ  و( ( )) ( )BA y yΘ = Θست  ]8[رو نتایج ، ازاین به د
است اگر  ) برقرار2(که شرط ) برقرار بوده درحالی1شرط ( Aآید. توجه کنید براي ماتریس می

|اگر  و تنها | | | | |lB B B≥ ≥ ≥1 2 L.  

A: اگر 1ملاحظه  I= شـــود. همچنین اگر ماتریس نتیجه می ]2[از  3,2، گزارهA  5(مانند( 
  آید.به دست می ]8[از  1تعریف شود آنگاه نتیجه 

شود که نتیجه  را برحسب کارایی  )1(براي مسئله  کارایی منصف-Aدهد که اجازه می 1توجه 
  يسازي چندهدفهمسئله بهینه

)6(  min{ ( ( ( ))) : },A f x x XΘ ∈  

  بیان کنیم.

ضیه  شدنی 3ق x: نقطه  X∈  جوابA-صف سئله چندهدفه  کاراي من ست اگر و تنها  )1(م ا
  باشد. )6(اگر آن جواب کاراي مسئله چندهدفه 

    ■ اثبات بدیهی است.     1اثبات: با بکار بردن نتیجه 

A: اگر 2ملاحظه  I= شـــود. همچنین اگر ماتریس نتیجه می ]2[از  2,2، گزارهA  5(مانند( 
  آید.به دست می ]8[از  2تعریف شده باشد آنگاه قضیه 

صف-Aهاي رابطه بین جواب صفهاي و جواب کاراي من شده  کاراي من سی  ضیه زیر برر در ق
  است.

x: فرض کنید4قضــیه  X∈  نقطه شــدنی باشــد. اگرx  جوابA-مســئله  کاراي منصــف
  است. )1(مسئله چندهدفه  منصفباشد آنگاه آن جواب کاراي  )1(چندهدفه 

سئله چندهدفه  کاراي منصف-Aجواب  xاثبات: فرض کنید  شد. اگر  )1(م  کارايجواب  xبا
وجود داشــته که براي بردارهاي  ′xنباشــد آنگاه نقطه شــدنی  )1(منصــف مســئله چندهدفه 

( )y f x=  و( )' 'y f x=  داریمey y′ نابراین طبق گزاره ؛ ≻ )، 1ب ) ( )y y′Θ ≤ Θ چون .
ijc  نسبت به j شودنتیجه می 2نزولی است از گزاره  
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( ) ( ).
m m

ij j ij j
j j

c y c yθ θ
= =

′ ≤∑ ∑
1 1

 

'رو ازاین Aiey y<  داریم  1و طبق نتیجهAey y′  کاراي منصف-Aکه این با فرض جواب  ≻
 تناقض دارد. xبودن 

هاي کاراي منصـــف کارا زیرمجموعه جواب-Aهاي گوید که مجموعه جواببه ما می 4قضـــیه 
  است اما در حالت کلی عکس این شمول برقرار نیست.

ها نشان دادند که هر . آن]2[وسیله کاستروا و اگریزك بحث شده است ساختار غالب منصف به
کارا -Aهاي مجموعه جواب 4جواب کاراي منصــف یک جواب کارا اســت بنابراین طبق قضــیه 

ــف نیز ــت. بهي از جوابارمجموعهیز منص ــیله مثال هاي کارا اس توان مؤثري می ]2[از  1,2وس
  غالب منصف را نسبت به رابطه غالب منصف بررسی نمود.-Aرابطه 

  : مسئله زیر را در نظر بگیرید3مثال 

min ( , ) : , , .x x x x x x + ≥ ≥ ≤ ≤ 
 

1 2 1 2 1 2
724 5 72 0 0
5

  

Aاگر   
=  

 

1 1
0 0

  آنگاه واضح است که ،

{ }( , ) : , , ,

( , ) : , , ,

E x x x x x x

F x x x x x x

= + = ≥ ≥

 = + = ≤ ≤ ≤ ≤ 
 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

4 5 72 0 0
724 5 72 0 8 8
5

  

G,و    
  

 
=



720
5

و  کاراي منصـــفهاي هاي کارا، مجموعه جواببه ترتیب مجموعه جواب 

Gبنابراین ؛ باشندکاراي منصف می-Aهاي مجموعه جواب F E⊊ ⊊.  

هاي تصــادفی براي تســت تولید شــده اســت. از این مجموعه در مثال زیر تعداد زیادي از جواب
هاي غالب منطقی (غالب پارتو)، غالب هاي نامغلوب نســـبت به رابطهها، جواببزرگ از جواب

دهیم نشان می 3در این مثال با بکار بردن قضیه  است.غالب منصف محاسبه شده -Aمنصف و 
منصف و بهینه پارتو استفاده  هايتوان براي کاهش جوابکاراي منصف می-Aهاي از جواب که

  نمود.

  ،]9[: مسئله زیر را در نظر بگیرید 4مثال 
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min { ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )}
( ) ( )
( ) ( / ) ( / )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( / ) ( / )
( ) ( )
, [ , ].

x R y f x f x f x f x f x f x
f x x x
f x x x
f x x x
f x x x
f x x x
f x x x
x x

∈
=

= + +
= − + +
= − +
= + +
= − + −
= + −

∈ −

2 1 2 3 4 5 6
2 2

1 1 2
2 2

2 1 2
2 2

3 1 2
2 2

4 1 2
2 2

5 1 2
2 2

6 1 2

1 2

1
0 5 0 5
1
1
0 5 0 5

1
11

 

دوي مقدار توابع هدف، جواب تصادفی با مقایسه دوبه 3000افزار مطلب از بین نرمبا استفاده از 
جواب  12، 2آمده است. طبق ملاحظه دستبه طور منطقی نامغلوب (نقطه آبی)جواب به 1789

)از مقایسه توابع هدف  نامغلوب منصف (دایره قرمز) ( ))f xΘ جواب  3، 3قضیه وسیله و بهA
)نامغلوب منصف (ستاره سبز) از مقایسه توابع هدف - ( ( )))A f xΘ آمده است کهدستبه  

.A
 
 =  
 
 

1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1
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  کاراي منصف-Aساختار مجموعه  -4

 )1(کنیم. براي این هدف مسئله کاراي منصف را بررسی می-Aدر این بخش ساختار مجموعه 
به مهرا  نا له بر ندعنوان مســـئ فه خطی در نظر میریزي چ ید هد nXگیریم. فرض کن R⊂ 
  وسیله دستگاه معادلات خطی و توابع هدفدهنده مجموعه شدنی تعریف شده بهنشان

( ) ( , , , ),i if x x i mγ= =1 2 L  
Tباشد که  n

i Rγ و  )1(کاراي منصف از مسئله -Aهاي ارزي بین جوابهم 3. در قضیه ∋
  بحث شده است. )6(هاي کاراي مسئله چندهدفه جواب

کنیم. چون کاراي منصف استفاده می-Aاکنون از این نتیجه براي شرح دادن ساختار مجموعه 
ijc  نسبت به jنزولی است  

)7(  ( )( ) max ( , , , ),
m m

ij j ij j
j j

c y c y i lτ τθ ∈Π
= =

 
= = 

 
∑ ∑

1 1
1 2 L  

}از مجموعه  τهاي دهنده مجموعه همه جایگشتنشان Πکه  , , , }m1 2 L بنابراین  است؛
  شودصورت زیر نوشته میبه )6(مسئله 

)8(  

( )

( )

min , , ,

,
, , , , ,

;, , , , .

l

i i
m

i ij j
j

z z z
subject to
x X
y x i m

z c y i lτ

γ

τ
=

∈
= =

≥ ∈Π =∑

1 2

1

1 2

1 2

L

L

L

  

)قرار دهید  , , , )lz z z z= 1 2 L بنابراین قضیه  معادل است؛ )6(، مسئله بالا با مسئله )7(. طبق
  زیر را داریم.

mماتریسی  Γ : فرض کنید5قضیه  n×  سطرهاي سه iγبا  )تایی باشد.  ), ,x y z  یک جواب
سئله  کارا از ست اگر و تنها اگر  )8(م yا x= Γ ،( ( ))z A y= Θ  وx  سئله جواب کارایی از م

  باشد. )6(

A: اگر 3ملاحظه  I= شـــود. همچنین اگر ماتریس نتیجه می ]2[از  1,4، گزارهA  5(مانند( 
  آید.به دست می ]8[از  4تعریف شده باشد آنگاه قضیه 
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وجود  کاراي منصــف-Aهاي شــود که تحت چه شــرایطی جوابدر ادامه این ســؤال مطرح می
  دارند. براي پاسخ این سؤال، قضیه زیر لازم است.

ضیه  ضیه (: 6ق X) اگر ]10[، 6,5ق ≠ yو  ∅ Y∈o  شته که براي هر xوجود دا X∈  شته دا
yباشیم  x≤ Γo وجود دارد. )1(جواب کارایی از مسئله ، آنگاه  

  کند.را فراهم می کاراي منصف-Aهاي گزاره زیر برخی شرایط کافی براي وجود جواب

X: اگر 7قضیه  ≠ yو  ∅ Y∈o  وجود داشته که براي هرx X∈  داشته باشیمAey xΓo ≺ ،
  وجود دارد. )1(از مسئله  کارایی منصف-Aآنگاه جواب 

x، براي هر 1اثبات: طبق نتیجه  X∈  داریم( ( )) ( ( ))z A y A x= Θ Θ Γo o بنابراین براي  ؛�
zمعادل است، داریم  )6(با مسئله  5وسیله قضیه که به )8(مسئله  از zهر بردار  zo � .

بنابراین با بکار بردن نتیجه  وجود دارد؛ )8(از مسئله  xo، جواب کاراي 6وسیله قضیه رو بهازاین
  است. )1(کاراي منصف مسئله -Aجواب  xoتوان گفت که می 1

A: اگر 4ملاحظه  I= شـــود. همچنین اگر ماتریس نتیجه می ]2[از  3,4، گزارهA  5(مانند( 
  آید.به دست می ]8[از  6تعریف شده باشد آنگاه قضیه 

وجود داشــته، آنگاه جواب  )1(گوید که اگر جواب کارایی از مســئله به ما می ]2[از  4,4گزاره 
کاراي منصــف ناتهی -Iهاي رو مجموعه جوابوجود دارد. ازاین )1(کاراي منصــفی از مســئله 

  باشد.ماتریس همانی می Iاست که 

کاراي -Aهاي کاراي منصـــف، این حقیقت که مجموعه جواب-Aهاي علاوه بر وجود جواب
  نماییم. براي این کار به قضیه زیر نیاز داریم.منصف همبند است را بررسی می

ضیه  ضیه 8ق سئله برنامه) اگر مجموعه جواب]11[، 3,2: (ق هدفه خطی ریزي چندهاي کارا از م
  ناتهی باشد آنگاه این مجموعه همبند است.

ــد.  )8(هدفه خطی ریزي چندهاي کاراي مســئله برنامه: اگر مجموعه جواب9قضــیه  ناتهی باش
  همبند است. )1(کاراي منصف مسئله -Aهاي آنگاه مجموعه جواب

هاي کاراي مسئله با مجموعه جواب )1(مسئله کاراي منصف -Aهاي اثبات: مجموعه جواب
در  )8(هاي کاراي با جواب )6(هاي کاراي مسئله ، جواب5قضیه  و طبق مساوي است )6(

 9قضیه  طبقهدفه خطی بوده، سازي چندمسئله بهینه )8(چون حال یک است. بهتناظر یک
 مجموعه کاراي آن همبند است.
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A: اگر 5ملاحظه  I= شـــود. همچنین اگر ماتریس نتیجه می ]2[از  5,4، گزارهA  5(مانند( 
  آید.به دست می ]8[از  8تعریف شده باشد آنگاه قضیه 

  گیرينتیجه -5

ایم. مشکلی که گاهی اوقات تعمیم داده Aوسیله ماتریسدر این مقاله، مفهوم کارایی منصف را به
هاي کاراي منصف است. دهد وجود یک مجموعه بزرگ از جوابهدفه رخ میسازي چنددر بهینه

فرد مشکل است. مدل شده منحصربهگیري براي انتخاب یک جواب ترجیح داده رو تصمیمازاین
تر کردن مجموعه جواب آسان وسیله کوچککل را بهکاراي منصف این مش-Aبررسی شده با 

هاي کاراي کاراي منصف از یک مسئله زیرمجموعه جواب-Aهاي کند، چون مجموعه جوابمی
کاراي منصف مانند -Aهاي علاوه، بعضی از خواص جوابمنصف براي همان مسئله است. به

  ایم.کاراي منصف را بررسی کرده-Aهاي واب و همبندي مجموعه جوابوجود ج

  منابع
[1] Lorenz, M.O. (1905). Methods of measuring the concentration of wealth, 

American Statistical Association, New Series, 70, 209–219. 

[2]. Kostreva, M.M. and Ogryczak, W. (1999). Linear optimization with 
multiple equitable criteria, RAIRO-Operations Research, 33 (3), 275–
297. 

[3]. Kostreva, M.M., Ogryczak, W. and Wierzbicki, A. (2004). Equitable 
aggregations and multiple criteria analysis, European Journal of 
Operational Research, 158 (2), 362–377. 

[4]. Ogryczak, W. (2000). Multiple criteria linear programming model for 
portfolio selection, Annals of Operations Research, 97, 143–162. 

[5]. Ogryczak, W. (2000). Inequality measures and equitable approaches to 
location problems, European Journal of Operational Research, 122 (2), 
374–391. 

[6]. Ogryczak, W., Wierzbicki, A. and Milewski, M. (2008). A multi-criteria 
approach to fair and efficient bandwidth allocation, Omega, 36 (3), 451–
463. 

[7]. Ogryczak, W., Luss, H., Pióro Michałand Nace, D. and Tomaszewski, A. 
(2014). Fair optimization and networks: A survey, Journal of Applied 
Mathematics, 2014, ID 340913. 

[8]. Foroutannia D. and Mahmodinejad, A. (2017). The concept of B -
www.SID.ir

http://www.SId.ir


Archive of SID  و مینا مرآتی نیافروتنداود                                         189

efficient solution in fair multiob jective optimization problems, Iranian 
Journal of Numerical Analysis and Optimization, 7(1), 47–64. 

[9]. Farina M. and Amato, P. (2002). On the optimal solution definition for 
many-criteria optimization problems, In Proceedings of the NAFIPS-
FLINT International Conference, 233–238. 

 [10]. Ehrgott, M. (2005). Multicriteria optimization, Berlin: Springer Verlag. 

[11]. Luc, D.T. (1989). Theory of Vector Optimization, Berlin: Springer 
Verlag. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 www.SID.ir

http://www.SId.ir


Archive of SID   190                    سازي چندهدفهتعمیم مفهوم کاراي منصف در مسائل بهینه

   
 

Generalization of the Concept of Equitable Efficiency in Multi-
objective Optimization Problems 

Davood Foroutan Nia, Mina Merati 

Department of Mathematics, Vali Asr University of Rafsanjan, Rafsanjan, 
Iran 

Abstract 
The main purpose of the paper is to generalize the concept of equitable 
efficiency by introducing the concept of equitable A-efficiency, where A is 
an arbitrary matrix with non-negative entries. Two conditions are provided to 
ensure that the relation of equitable A-dominance is an equitable rational 
preference relation. Furthermore the structure of equitably A-efficient set is 
investigated and is proved that the set of equitably A-efficient solutions is 
contained within the set of efficient. Hence to reduce Pareto-optimal solutions, 
we can use equitably A-efficient solutions. 
Keywords: Efficient solution, Non-dominated, Equitable, Preference relation, 
Multi-objective optimization. 
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