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 تمام کلمات دودویی دار با مجموعه رئوسگراف تسلط کلمات دودویی، گرافی است جهتچکیده: 
Γnکه با نماد  �به طول

uur
nwشود، براي هر رأس دلخواه نشان داده می  w w w= 1 2L  قرار

)دهیممی ) iw { i n | w }B = ≤ ≤ =1 1 vدار را با پیکان جهت wو  vدو رأس و  1 w→  به
)کنیم هرگاه داشته باشیم هم وصل می ) ( )w vB B⊆1 . در این مقاله، به مطالعه و محاسبه 1

عنوان مثال، پس از محاسبه فاصله هر دو رأس و نیز پردازیم؛ بهبرخی پارامترهاي این گراف می
Γnزمینه  شود که قطر گرافانحراف از مرکز هر رأس، ثابت می

uur
 2و شعاع آن برابر  3برابر  

)است. همچنین ثابت خواهد شد که این گراف داراي تعداد  )n n − −3 3 2 یال است. در ادامه  1
 nطول  تسلط کلمات دودویی با گراف اي و عدد رنگی رأسینشان خواهیم داد که عدد خوشه

nهردو برابر  شود که عدد رنگی یالی این گراف و ماکزیمم هستند. در دیگر نتایج، ثابت می 1−
nدرجه رئوس آن مساوي  − −12 ترکیباتی  هستند. در پایان، عدد استقلال این گراف نیز به روش 2

  شد.محاسبه خواهد 
  تسلط، کلمات دودویی، قطر، کمر، شعاع، عدد رنگی، عدد استقلال. گراف ي کلیدي:هاواژه

  .33C05و  99R97): 2010( یاضیر بنديرده

  مقدمه -1
ها مانند داده هاي رمزگذاريکدهاي دودویی در محاسبات و ارتباطات راه دور براي انواع روش

گیرند. هر عدد در مبناي ده استفاده قرار می موردهاي بیتی هاي کاراکتر به رشتهتبدیل رشته
قابل ترجمه به یک کلمه (رشته) دودویی است و برعکس. همچنین حروف الفبا نیز با استفاده از 

تبدیل به کلمات دودویی هستند. البته لازم به ذکر است که تصاویر، کدهاي  کدهاي اسکی قابل
دیل به کلمات دودویی هستند. تمام مواردي که ذکر شد تب افزاري مانند متلب، ... نیز قابلنرم
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تأییدي بر این مطلب است که مجموعه کلمات دودویی داراي نقش اساسی و بنیادي در کامپیوتر 
دستگاه اعداد دودویی مدرن که پایه و اساس کد باینري است، براي بار اول در سال  هستند.
شد  یمعرف »توضیح حساب دودویی«حت عنوان اي تتوسط گوتفرید لایبنیتس و در مقاله 1679 ]9[.  

وتر و ناپذیر با کامپیدانیم که شاخه نظریه گراف در ریاضیات ارتباطی قوي و اجتناباز طرفی، می
ه یافت ها در کدگذاري انتشار. ازجمله مقالاتی که اخیراً در مورد کاربردهاي گرافدارد کدنظریه 

هایی که به کلمات دودویی ترین گرافمهم اشاره کرد. یکی از ] 11،10،6،5،4،2[ بهتوان است، می
 n بعدي است که رئوس آن تمام کلمات دودویی به طول-nنسبت داده شده است، گراف مکعب 

هستند و دو رأس باهم مجاورند هرگاه دقیقاً در یک رقم (بیت) باهم مختلف باشند. در این مقاله 
هاي یویژگبه کلمات دودویی سعی خواهیم کرد که » لطگراف تس«با نسبت دادن گرافی به نام 

  را با استفاده از پارامترهاي گرافی موردبحث و مطالعه قرار دهیم. این گراف
رند، گیابتدا تعاریف و نمادهاي مقدماتی مربوط به گراف را که در این مقاله مورداستفاده قرار می

)از زوج مرتب  Gکنیم. گراف بیان می ( ), ( ))V G E G  .تشکیل شده است ( )V G یک
)و  نامندمجموعه ناتهی است که آن را مجموعه رئوس می )E G هاي اي است از زوجمجموعه

نامند. اگر شرط نامرتب بودن اعضاي می Gهاي گراف که آن را مجموعه یال Gنامرتب از رئوس 
( )E G ،براي سادگی یال  دار خواهد بود.جهت گراف را به زوج مرتب تبدیل کنیم{ , }e u v= 

)نشان خواهیم داد. در هر گراف   uvرا با نماد  , )G V E=  تعداد اعضاي مجموعهV  را مرتبه
G  و تعداد اعضايE  را اندازهG نامیم. دو رأس میu  وv  را مجاور گوییم هرگاه رئوس

شکل اي است از رئوس گراف به دنباله vو  uانتهایی یک یال باشند. یک مسیر بین دو رأس 
, ,..., ,n nu v v v v v−= =0 1 iکه در آن به ازاي هر  1 n≤ ≤1 ،iv مجاور است. مسیر  ivبا  1−

n- رأسی با نمادnP شود. همچنین اگر نشان داده میu v= آنگاه مسیر را دور گویند و با نماد ،
nC دهند. مسیر هامیلتونی در گراف مسیري است که از تمام رئوس گراف و هرکدام نشان می

را یک گراف همبند گویند هرگاه بین هر دو رأس آن حداقل  Gکند. گراف بار عبور میدقیقاً یک
گیریم گراف حاصل ها را در نظر ندار، جهتیک مسیر وجود داشته باشد. اگر در یک گراف جهت

دار همبند ي یک گراف جهتکه گراف زمینهنامند. درصورتیدار میرا گراف زمینه آن گراف جهت
 و از گراف همبند  vو  uترین مسیر بین دو رأس کوتاه طول باشد، آن را همبند ضعیف نامند.

Gشود و با نماد فاصله این دو رأس نامیده می( , )d u v شود. قطر گراف نشان داده میG  به
  شود:شکل زیر تعریف می

( ) m x{ ( , ) : , ( )}diam G a d u v u v V G= ∈  
)اگر  )x V G∈ آنگاه خروج از مرکز براي رأس ،x شود: صورت زیر تعریف میبه  
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( ) m x{ ( , ) : ( )}e x a d x v v V G= ∈  
   عدد و

min{ ( ) : ( )} min m x{ ( , ) : , ( )}e x x V G a d x v x v V G∈ = ∈  
)شود و با نماد نامیده می Gشعاع گراف  )rad G شود. کمر گراف نشان داده میG  که با

( )girth G یک رأس در یک گراف ترین دور در گراف است. درجهشود، طول کوتاهنشان داده می
گذرد که همان رئوس مجاور با آن رأس است. هایی که از آن رأس میعبارت است از تعداد یال

)degبا نماد  vدرجه رأس  )v هاي ورودي دار، تعداد یالشود. در یک گراف جهتنشان داده می
dبه یک رأس را درجه ورودي ( هاي خروجی را درجه خروجی (نماد درجه ودي) و تعداد یال−

d را به ترتیب � نامند. کمترین و بیشترین درجه رئوس گراف ه خروجی) آن رأس مینماد درج+
)با  )Gδ  و( )G∆ دهند. گراف فاقد دور را جنگل و گراف همبند فاقد دور را درخت نشان می
)یک گراف باشد. در این صورت مجموعه  Gنامند. فرض کنید می )S V G⊆  را مجموعه

)مجاور نباشند و  Sمستقل گویند هرگاه هیچ دو رأسی از  )S V G⊆  را خوشه گویند هرگاه
را عدد  Gترین خوشه (زیرگراف کامل) در گراف مجاور باشند. مرتبه بزرگ Sهر دو رأس از 

)اي نامیده و با نماد خوشه )Gω شود و عدد استقلال که با نماد نشان داده می( )Gω  نشان
ترین مجموعه مستقل در گراف است. کمترین تعداد رنگ لازم براي شود، اندازه بزرگداده می

که هیچ دو رأس (یال) مجاور همرنگ نباشند را عدد طوريبه Gها) گراف آمیزي رئوس (یالرنگ
)د و با نماد نامنمی Gرنگی رأسی (یالی)  گراف  '( )) ( )G Gχ χ دهند. درواقع نشان می

:تابعی است به شکل  Gرأسی (یالی) گراف  آمیزيرنگ ( )f V G → که براي هر طوريبه ¥
)داشته باشیم  vو  uدو رأس (یال) غیرمجاور  ) ( )f u f v≠ . براي مطالعه بیشتر در مورد

  مراجعه کرد. ]1،12[توان به مفاهیم اولیه و تعاریف نظریه گراف می
  هاي رئوس در آنمفهوم گراف تسلط و فاصله-2

هاي گراف که با فاصله رئوس گراف در ارتباط هستند، در این بخش، به بررسی برخی از ویژگی
دهیم. نشان می  nςرا با نماد  nپردازیم. در این مقاله، مجموعه تمام کلمات دودویی به طول می
 دیگر داریم:عبارتبه

{ ... : { , }};n n iw w w wς = ∈1 2 0 1  
  دهیم:همچنین قرار می

* { ... , ... }.n nς ς= − 00 011 1  
...براي هر کلمه دودویی   nw w w w= 1  دهیم: ، قرار می2
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( ) { : , };iB W i i n w= ≤ ≤ =1 1 1  
( ) { : , }.iB W i i n w= ≤ ≤ =0 1 0  

|واضح است که  ( ) |B W1  همان وزن کلمهw  است که در کدگذاري با نماد( )wt w  نیز نشان
...شود. فرض کنید داده می nu u u u= 1 ...و  2 nv v v v= 1 صورت، دو کلمه دودویی باشند. دراین 2
)مسلط است هرگاه  vبر  uگوییم   ) ( )B v B u⊆1 . حال، شرایط ارائه مفهوم گراف تسلط 1

  فراهم شده است.
nΓکه آن را با نماد  nدار تسلط کلمات دودویی به طول گراف جهت: 1 فیتعر

uur
دهیم، نشان می 

)*گرافی است با مجموعه رئوس  )n nV ςΓ =
uur

vدار را با پیکان جهت wو  vو دو کلمه   w→ 
)کنیم هرگاه به همدیگر وصل می ) ( )B w B v⊆1 nΓ. همچنین گراف زمینه 1

uur
 nΓرا با نماد  

  دهیم.نشان می
قبل از بررسی خواص گراف معرفی شده، توضیحاتی را در مورد دلایل لزوم تعریف چنین گرافی 

  دهیم.ارائه می
یک رشته دودویی از مجموعه چند کلمه دودویی تشکیل شده است؛ بنابراین هر کد دودویی یک 

 طرف وها و کدهاي دودویی از یک رشته دودویی است. ارتباط تنگاتنگی بین کلمات، رشته
مشاهده کرد.  ]8[توان در اي از این ارتباطات را میها از طرف دیگر وجود دارد. بخش عمدهگراف
ها و کلمات (دودویی) مطرح سؤالات اساسی که در علوم کامپیوتر و در مورد ارتباط گراف ازجمله

  توان به موارد زیر اشاره کرد:شود، میمی
 هاي دودویی وجود دارد؟آیا نمایش گرافی براي کلمات و رشته -1
تعداد بندي کرد؟ چه هاي داراي نمایش برحسب کلمات دودویی را ردهتوان گرافچگونه می-2

 ها وجود دارند؟از این گراف
هاي نسبت داده شده به کلمات و کدهاي دودویی چه نقشی در پارامترهاي گرافی در گراف-3

 ها دارد؟ساختن کدهاي دودویی و بهینه کردن آن
اند که از آن هاي دودویی نسبت داده شدههاي زیادي به رشتهدر راستاي جواب سؤال اول، گراف

اشاره کرد. در مورد سؤال  ١هاي هاشدار و دیاگرامبه گراف مکعب، درختان ریشهتوان جمله می
هاي دودویی وجود ها برحسب رشتههاي متنوعی براي گرافنمایشدوم لازم است اشاره شود که 

عنوان یک کلمه دودویی در نظر عنوان مثال اگر هر سطر ماتریس مجاورت گراف را بهدارد. به

                                                                                                                                          
1- Hasse diagrams www.SID.ir

http://www.SId.ir


Archive of SID  گراف تسلط کلمات دودویی                                         195

یک نمایش دودویی  عنوانبهتواند ات ظاهر شده در سطرهاي این ماتریس میبگیریم آنگاه کلم
هاي دوبخشی، هاي خاصی مانند گرافاین مسئله در مورد گرافها در نظر گرفته شود. براي گراف

اي ثابت شده است که هاي آستانهاي و ... بررسی شده است. البته در مورد گرافهاي آستانهگراف
اي و کلمات دودویی به طول یک واحد بیشتر از تعداد هاي آستانهویی بین گرافیک تناظر دوس

دهد که نسبت دادن گراف به کلمات دودویی رئوس وجود دارد. هر مواردي که اشاره شد، نشان می
دلیل دیگر تعریف و مطالعه گراف تسلط کلمات  اما ؛تواند از اهمیت زیادي برخوردار باشدمی

شدن موضوع ابتدا  ترروشن. براي استسوم  سؤالدودویی در این مقاله در راستاي جواب به 
هاي نسبت داده شده به کدهاي (خطی) دودویی اهمیت بیشتري دارد شویم که گرافیادآور می

دودویی گراف نسبت داده شود.  و طبیعی است که براي شروع به کد بدیهی شامل تمام کلمات
مجاورند هرگاه دقیقاً در  vو  uهاست؛ در این گراف دو رأس گراف مکعب یک مورد از این گراف

 دیگرعبارتیک بیت (رقم) باهم متفاوت باشند یا به

( ) ( )B u B v⊆1 1  
  یا

( ) ( )B v B u .⊆1 1  

ها بر یال» گراف تسلط کلمات دودویی«هاي هاش نیز خواص مشابهی وجود دارند. در در دیاگرام
اند. در ضمن زیرگراف القایی از این گراف روي کلمات اساس خاصیت مهم بالا در نظر گرفته شده

 هها در بهینمراتب بیشتري داشته باشد. این زیرگراف تواند اهمیت بهیک کد خطی (دودویی) می
 هاي مهمعنوان مثال، کرانها کاربرد دارند. بهکردن کدهاي خطی با استفاده از نمایش گرافی آن

 ها ازو ... در کدگذاري با استفاده از این زیرگراف »همینگ«، »ورشامو-گیلبرت«، »کره چینی«
وش رتوان به دنبال یافتن یک براین میبررسی هستند. علاوهگراف تسلط کلمات دودویی قابل

هاي نظریه گراف بود. کدهاي دودویی که از گراف مکعب و کدگشایی جدید با استفاده از تکنیک
اي هستند؛ آیند نیز داراي اهمیت ویژهها به دست میهاي خطی آنهاي مشابه و گرافگراف
کد ] اشاره کرد. در واقع، این گراف حالت خاصی از 3توان به [عنوان یک مثال از این کدها میبه

 »گراف تسلط کلمات دودویی«بنابراین کد دودویی متناظر با گراف خطی  ؛معروف همینگ است
 .استنیز داراي اهمیت 

nΓدار با توجه به تعریف گراف جهت: 2 نکته
uur

xتوان نشان داد که اگر سادگی می، به y→  و
y z→ آنگاه ،x z→.  
است که  K2همان مکمل گراف   2Γبا توجه به تعریف فوق واضح است که گراف : 3 مثال

3Γباشند، گراف می 10و  01رئوس آن 
uur  که گراف زمینه آن همان دورC 4Γاست و گراف  6

uur 
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  باشند:به شکل زیر می

  
Γ3گراف  ):1شکل (

uur
  

  
Γ4 گراف ):2شکل (

uur  

nΓدر قضیه بعدي نشان خواهیم داد که گراف تسلط 
uur

  همبند است. 
nبراي هر : 4 هیقض ≥ nΓ، گراف 2

uur
)همبند ضعیف است؛ علاوه بر این   )diam  nΓ ≤ 5. 

nuفرض کنید  اثبات: u u u= 1 2L  و nv v v v= 1 2L دو رأس دلخواه غیرمجاور از گرافnΓ 
  کنیم.را در سه حالت محاسبه می vو  uباشند. فاصله 

nحالت اول:  nu v= وجود دارد. در این حالت  vو  uدر این حالت مسیر زیر بین دو رأس  0=
uداریم  v← →11 10L . لذا( ),d u v ≤ 2.  

.حالت دوم:  n nu v= 00در این حالت رأس  1= 01L  همسایه مشترك دو رأسu  وv  است
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)و لذا  )d , 2≤u v.  
nحالت سوم:  nu v≠ توان فرض کرد که در این حالت بدون کاسته شدن از کلیت حکم می

nu nvو  0= nΓ. در این صورت مسیر زیر در گراف 1=
uur

  وجود دارد: 
u v.← → ← → ←1 10 10 0 10 01 0 01L L L L  

)بنابراین  )d ,u v ≤ )گرافی همبند است و  nΓلذا در هر حالت  .5 )ndiam  Γ ≤ 5.∎  
n،  واضح است که در حالت nΓدر مورد کمر گراف  = 3 ،n CΓ = )و لذا  6 )n.girth Γ = 6 

nهمچنین اگر  ≥ u...شامل مثلث است زیرا رئوس nΓ، آنگاه 4 =1110 0 ،...v =1100 و  0
...w =1000   بنابراین  ؛دو مجاور هستنددوبه 0

( )ngirth Γ
  

n
n
n

∞ ≤


= =
 ≥

  2
  6 3

   3 4
. 

)دهد که قضیه قبلی نشان می: 5 تبصره )ndiam Γ ≤ ، در ادامه نشان خواهیم داد که درواقع، 5
diam( )nΓ ≤ 3 .  

nجنگل (درخت) است اگر و تنها اگر  nΓگراف  :6 جهینت ≤ 2.  
در ادامه این بخش فاصله هر دو رأس دلخواه در گراف تسلط را محاسبه خواهیم کرد و با استفاده 

 کنیم.یابیم. ابتدا نمادهایی را براي رئوس این گراف معرفی میاز آن شعاع و قطر گراف را می
nهمبند باشد،  nΓچنانچه گراف  ≥ رئوس متعلق به یکی از مجموعه  nΓو هر رأس گراف  3

 زیر است:
  الف) رئوس:

... , ... , ... ,a b c= = =1100 0 100 0 0100 0  
... , ... , ...d e f= = =101 1 011 1 001 1  

,ب) رئوس به شکل  , ,u u u u10 01 11 *که در آن  00
nu ς −∈ 2.  

nفرض کنید : 7 لم ≥ عددي صحیح و مثبت باشد. در این صورت، در مورد فاصله دو رأس  3
  داریم: nΓدر گراف 

( , ) ( , ) ( , ) ,d a f d c d d b e= = = 3  
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  وجود دارد: fو  aدانیم مسیر زیر بین دو رأس می اثبات:
a b d f→ → →  

.مجاور نیستند، پس  fو  aلذا چون  ( , )d a f≤ ≤2 3  
)دهیم نشان می , )d a f ≠ ). به برهان خلف، فرض کنید 2 , )d a f = و  a. در این صورت 2

f  داراي همسایه مشترکی مانند... nw w w w= 1 ، یکی از مسیرهاي 2هستند و بنا به نکته  2
  دار زیر وجود دارد:جهت

a w f← aیا  → w f→ ← 
w...دهد که وجود هرکدام از این مسیرها نتیجه می =11 w...یا  1 =00  ؛و این تناقض است 0

)بنابراین  , )d a f = )توان نشان داد که . با اثبات مشابهی می3 , ) ( , )d c d d b e= = . حال 3
x.فرض کنید  y کهطوريدو رأس غیرمجاور باشند به  

{ } { } { } { }{ }, , , , , , .x y a f b e c d∉  
x.توان نشان داد که سادگی میدر این صورت، به y  داراي همسایه مشترك هستند و لذا

( , )d x y = 2.∎  

n  (براي nΓهاي رئوس در گراف توان جدول زیر را در مورد فاصلهبا توجه به لم قبلی، می ≥ 3
  ) تنظیم کرد. 

  nΓرئوس در گراف  فاصله :)1( جدول
u00  u11  u01  u10 f  e  d  c  B  a رئوس  

2  1  2  2  3  2  2  1  1  0 a 
2  1  2  1  2  3  1  2  0  1  b  
2  1  1  2  2  1  3  0  2  1  c  
2  1  2  1  1  2  0  3  1  2  d  
1  2  1  2  1  0  2  1  3  2  e  
1 2 2 2 0 1 1 2 2 3  f  
1 1 2 0 2 2 1 2 1 2  u10 
1  1  0  2  2  1  2  1  2  2  u01  
1 0 1 1 2 2 1 1 1 1  u11  
0 1 1 1 1 1 2 2 2 2  u00  
  خروج از مرکز  3  3  3  3  3  3  2  2  2  2
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  توان نوشت.، نتیجه مفید زیر را می1با توجه به جدول 
n براي هر عدد صحیح  :8نتیجه  ≥   داریم: 3

rad( ) .nΓ = 2    diam( ) ;nΓ = 3  
  nΓها در گراف تعداد یال -3

  هاي) گراف تسلط کلمات دودویی محاسبه خواهد شد.در این بخش اندازه (تعداد یال
  صورت زیر است:به nΓها در گراف تعداد یال: 9قضیه 

      ( ) ( )n n
nE Γ = − −3 3 2 1                                         (1) 

nΓدار دانیم که در گراف جهتمیاثبات: 
uur

uیال   v→  هرگاه وجود دارد( ) ( )B v B u⊆1 1 .
هاي غیر به رئوس دیگر برابر است با تعداد زیرمجموعه uدار از رأس هاي جهتلذا تعداد یال

)بدیهی )B u1  .دار از رئوس گراف به رأس ثابت هاي جهتتعداد یال طور مشابهبهu  برابر است
) غیر بدیهیهاي با تعداد زیرمجموعه )B u0 این بدین معنی است که درجه خروجی و درجه .

  باشند:صورت زیر میبه ترتیب به uورودي رأس 
| ( )|( ) ;B ud u+ = −12 2  
| ( )|( ) .B ud u− = −02 2  

 مجموع درجات خروجی و ورودي است. لذا uدانیم که درجه رأس از طرفی می
| ( )| | ( )|( ) ( ) ( ) .B u B ud u d u d u+ −= + = + −1 02 2 4  

|چون ( ) | | ( ) |B u n B u= −0   پس داریم:   1
| ( )| | ( )|( ) .B u n B ud u −= + −1 12 2 4  

  ها در هر گرافی، نصف مجموع درجات آن گراف است داریم:با توجه به اینکه تعداد یال

( ) ( )

( ) ( )

* 

*

B u n B u

|  deg

                –  

                   –   

n

n

n
u

u

n
i n i

i

E u

n
i

ς

ς

∈

−

∈

−
−

=

Γ =

= +

 
 = +    

∑

∑

∑

1 1

1

1

1
2
1 2 2 4
2

1 2 2 4
2
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( )

( )

      [             ]  

         

         

       .

n n n
i n i n i i i n i

i i i

n n n n

n n

n n

n n n
i i i

− − −
− − −

= = =

     
= + −     

     

 = + − × − − × − − 

 = × − × + 

= − −

∑ ∑ ∑
1 1 1

1 1 1

1 2 1 2 1 4 1 1
2
1 3 3 4 2 2 2 2 4 2
2
1 2 3 6 2 6
2

3 3 2 1

 
xکف و سقف این عدد را به ترتیب با  xکنیم که به ازاي هر عدد حقیقی یادآوري می    و

x   دهیم.نشان می  
 داریم: nΓشود که در گراف از اثبات قضیه قبلی نتیجه می :10نتیجه 

( ) ;n
n

−∆ Γ = −12 2  

( ) .
n n

nδ
   
      Γ = + −2 22 2 4  

 nΓاعداد رنگی و استقلال در گراف  -4
  زیم.پردادر این بخش به محاسبه اعداد رنگی رأسی و یالی و نیز عدد استقلال گراف تسلط می

  داریم: nبراي هر عدد صحیح مثبت : 11 هیقض
( ) ( ) .n n nω χΓ = Γ = −1  

}فرض کنید  : اثبات , ,... }tC u u u= 1 طبق تمرین باشد. در این صورت،  nΓیک خوشه در   2
توان فرض کرد که مسیر زیر یک مسیر بدون کاسته شدن از کلیت می و  ]12[ از  44,2,7

  دار است:هامیلتونی جهت
... ;tu u u u← ← ← ←1 2 3  

 بنابراین
( ) ... ( )tB u B u⊆ ⊆1 1 1  

}هاي غیر تهی و سره از مجموعه یک زنجیر از زیرمجموعه , ,..., }n1 tبنابراین  ؛است. 2 n≤ −1
)دهد که . این نشان می )n nω Γ ≤   دانیم که مجموعه . از طرفی می1−

' { ... , ... ,... ... }C = 100 0 1100 0 11 10  
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nیک خوشه  ) جهیدرنتاست.  nΓعضوي در گراف  1− )n nω Γ = −1.  
  را به دست آورد، در واقع کافی است تعریف کنیم: nΓتوان عدد رنگی گراف از لم قبلی می

*: { , ,..., }nf nς → 1 2  
( ) | ( ) | .f u B u= 1  

است و لذا   nΓآمیزي رأسی سره از گراف یک رنگ fدر این صورت واضح است که 
( )n nχ Γ ≤   . از طرفی داریم 1−

( ) ( ) .n n nχ ωΓ ≥ Γ ≥ −1  
)بنابراین  )n nχ Γ = −1 .∎  

}از درجه ماکسیمم یال  uیک گراف ساده است که براي هر رأس  Gفرض کنید  :12لم  , }u v 
 که طوريوجود دارد به

( ) ( )G d v∆ − + 2  
 ماکسیمم باشد. در این صورتبیشتر از تعداد رئوس با درجه 

'( ) ( ).G Gχ = ∆  
  ∎.]12[ از 4,5رجوع شود به نتیجه  اثبات:
 داریم: nبراي هر عدد صحیح مثبت  :13قضیه 

'( ) ( ) .n
n nχ −Γ = ∆ Γ = −12 2  

داراي درجه ماکسیمم است اگر  nΓدر گراف  uدانیم که رأس ) می1با توجه به رابطه (اثبات: 
|و تنها اگر  ( ) |B u n= −1 |یا  1 ( ) |B u n= −0 بنابراین تعداد رئوس با درجه ماکسیمم در  ؛1

nΓیک رأس با درجه ماکسیمم در گراف  u. حال فرض کنید n2برابر است با  nΓگراف 
  که طوريوجود دارد به uمجاور با  vباید نشان دهیم رأس  12باشد. در این صورت طبق لم 

deg( ) deg( ) nu v− + >2 2  
|که  توان فرض کردبدون کاسته شدن از کلیت می ( ) |B u n= −1 u...و  1 =11 10.  

...قرار دهید  ...v =11 100 nها برابر که در آن تعداد یک 0 
  2

nو لذا تعداد صفرها برابر   
  2

 
  خواهد بود. حال داریم: 
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n n
n

n n
n

deg( ) deg( ) ( )

                               

u v −

−

− + = − − + − +

= + − −

1 2 2

1 2 2

2 2 2 2 2 4 2
2 4 2 2

 

nعبارت اخیر براي  ≥ طبق  نیبنابرا ؛بیشتر است. n2از تعداد رئوس با درجه ماکسیمم یعنی  6
nبراي  12لم  ≥   داریم:  6

( ) ( )n nχ Γ Γ .= ∆′  
nهمچنین براي  ≤ )توان بررسی کرد کهصورت مستقیم میبه 5 ) ( )n nχ Γ Γ .=   ∎است. ′∆

 nهاي یک مجموعه از زیرمجموعه ϒشویم که خانواده قبل از بیان قضیه بعدي یادآور می
زیرمجموعه  Aنه  ϒاز خانواده  Bو  Aعضوي را پادزنجیر گویند هرگاه به ازاي هر دو مجموعه 

B  باشد و نهB  زیرمجموعهA قبل از محاسبه عدد استقلال گراف تسلط لازم است قضیه .
  زیر را بیان کنیم.

عضوي باشد. در این  nهاي یک مجموعه اي از زیرمجموعهخانواده ϒفرض کنید : 14 گزاره

|آنگاه یک پادزنجیر باشد،  ϒصورت، اگر  |
n
n

 
 ϒ ≤   
    2

.  

 ∎. ]7[ از 5,8رجوع شود به قضیه اثبات: 
  از: است عبارت nΓعدد استقلال گراف : 15قضیه 

( ) .n

n
nα

 
 Γ =   
    2

 

اگر و تنها اگر داشته باشیم  رمجاورندیغ nΓدر  vو  uابتدا توجه داریم که دو رأس اثبات: 
( ) ( )B u B v⊄1 )و  1 ) ( )B v B u⊄1 یک مجموعه  nΓاز رئوس  Ωبنابراین زیرمجموعه  ؛1

}مستقل است اگر و تنها اگر مجموعه  ( ) : }B u uϒ = ∈Ω1 هاي یک پادزنجیر از زیرمجموعه
}عضوي  nمجموعه  , ,..., }n1   داریم: 14لذا طبق گزاره باشد.  2

| | | | .
n
n

 
 ϒ = Ω ≤   
    2
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nهاي زیرمجموعهکه خانواده از آنجایی 
  2

}عضوي -nاز مجموعه  عضوي - , ,..., }n1 2 
  پادزنجیر است، پس مجموعه متناظر آن یعنی مجموعه 

* ( ) :| ( ) | ( )n

n
u V B u wt u n

  
  Ω = ∈ Γ = =   
      

1

2
 

 ∎بنابراین حکم برقرار است. ؛است nΓیک مجموعه مستقل ماکسیمم در  
  تشکر و قدردانی

ها در دانیم که از داوران محترم به خاطر پیشنهادات مفید آنما نویسندگان این مقاله لازم می
  راستاي بهبود نگارش مقاله مراتب سپاس و تشکر خود را اعلام نماییم.
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Dominance Graph of Binary Words 

Farzad Shaveisi, Soheila Nasouri 

Department of Mathematics, Razi University, Kermanshah, Iran  
Abstract:The dominance graph of the binary words, which is denoted by Γ����⃗ , 
is a directed graph whose vertex set is the set of all binary words of length n. 
Setting ��(�) = {1 ≤ � ≤ �|�� = 1}, for every vertex ���� …��, we join 
two vertices v and w by an arc if ��(�) is contained in  ��(�). In this paper, 
we study and calculate some parameters of this graph. For example, after 
computing the distance of every two vertices and the eccentricity of any 
vertex, it is proved that the diameter and the radius of the underlying graph of Γ����⃗   equals 3 and 2, respectively. Also, it is proved that this graph has  3� −3(2� − 1) edges. Then we prove that both of the clique number and the 
chromatic number of the dominance graph of binary words of length n are n-
1. Among other results, it is shown that  the edge chromatic number and the 
maximum degree of vertices are equal to 2��� − 2.  Finally, by a 
combinatorial method, the independence number of this graph is determined. 
Keywords: Dominance graph, Binary words, Diameter, Girth, Radius, 
Chromatic number, Independence number. 
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