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از نـوع    ير خط يب غ يپخش با ضرا  -يي از نوع جابجا   يزم حل معادله ا   لط متخلخل مست  يان دو فاز در مح    ي جر يه ساز يشب دهيچک
ت دو  ي ـ اهم ي روش عـدد   ييکـارا  ,بسیار بـرگ اسـت    دامنه حل    معمولاً ابعاد    يل کاربرد يتوجه به آنکه در مسا     با .استغالب  -جابجايي
لاگرانژي در چارچوب روش هاي حجـم       -ش هاي اويلري  و شاخه اي از ر     که FVELLAM روش   در اين تحقيق کارايي   . ابدي يچندان م 
عـلاوه بـر مزايـاي عمـومي روش هـاي           , اين نوع روش هـا    .  شده است  در مسايل جريان دو فاز در محيط متخلخل بررسي        ,  است محدود
پـس از تعيـين ميـدان    , ي هـر گـام زمـان   ين روش بـرا يدر ا. ندننيز به صورت کلي و موضعي ارضا مي ک         بقاي جرم را  , لاگرانژي-اويلري
 مقـدار  م شـده و ير سلول تقس ـي زيعداد شبکه به تي سلول ها ابتدا,ه اوللمرح در . شوديمعادله درجه اشباع در دو مرحله حل م     ,سرعت

 که از,  خطوط مشخصه معادله همسازير سلول ها در راستا يک از ز  يکز هر   رسپس م  . شود ي م يابيانيآنها م  ي لحظه قبل بر رو    درجه اشباع 
, بجـا شـده   در مرحلـه بعـد نقـاط جا       . شود ي حرکت داده م   يکرد لاگرانژ يک رو يا  ب,  بدست آمده  درجه اشباع معادله  ف شده   يصورت ضع 

ان استخراج شده و نحوه اعمـال روش        يمعادلات جر , در مقاله حاضر   .دگرد حل مي    حاصلمعادله  ر شده و    ي تصو يلري شبکه ثابت او   يرو
 ي و مکـان   ي زمـان  ي گـام هـا    يج بـرا  يار گرفته شده و نتا    بک يک و دو بعد   ين روش در دو مسأله نمونه       يا. ح داده شده است   ي توض ,يعدد

 يان م ـنش ـ درشت تر يشبکه ها  بزرگ تر وي با استفاده از گام زمان رايج بدست آمده بهبود بازده محاسبات  ينتا .استسه شده   يمختلف مقا 
  .جبهه بين دو فاز با دقت بالايي پيش بيني شده است, همچنين با کاهش اثر پخش عددي .دهد

  شبيه سازي مخازن– لاگرانژي- روش هاي اويلري– جريان دو فاز –محيط متخلخل : واژه هاي کليدي

  مقدمه -۱
 شـود کـه توجـه    يواضح تر م  آنگاه ن موضوع يا.  دارد ياديت ز ي ما اهم  يط متخلخل برا  يال در مح  يان س يشناخت جر 

 ـ و مشاهده رفتار جريريازه گدان, ن روياز ا.  دهدياز دسترس انسان رخ م    خارج يطيدر شرا غالباً  ده  ين پد يشود ا   ,اني
در . ط متخلخـل اسـت    يان دو فاز در مح ـ    يجر, ده ها ين پد ين نوع ا  يده تر يچيز پ ا يکي .است ينه ا يده و پر هز   يچيکار پ 

گر يکـد يط متخلخل بـا     يبا واسطه مح  , )دن شو ير فرض م  يپذنا  تراکم  که معمولاً    (يوط نشدن لال مخ يدو س , ن حالت يا
 ـ که از ا   ,ک از دو ماده   يط متخلخل در برابر حرکت هر       ي مقاومت مح  . کنند يدا م يتماس پ   ي م ـ "فـاز "ن بـه بعـد آن را        ي

 يدگي ـچيجـه پ ي شدن و در نتير خط ين مسأله باعث غ   يهم.  از درصد اشباع آن فاز در نقطه مورد نظر است          ي تابع ,مينام
 ي م ـ يپخـش منته ـ  -ييک معادله از نوع جابجا    ي به   ياتيفرضانجام  با  هر فاز   ان  يجرحاکم بر   معادلات   . شود يان م يجر

انتخـاب گـام     درت  يجـاد محـدود   يباعـث ا   يي غالب بودن جمله جابجا    و نيز  معادله   نيب ا ي بودن ضرا  ير خط يغ. شود
از اين رو حل مسايل واقعي مهندسي که اغلـب داراي ابعـاد بـزرگ مـي                 . شود يم) ∆Pe و   CFL (ي وگام مکان  يزمان

 ـا.  اسـت  Upwind از نوع    ي روش ها  يريبکارگ, ن راه حل  يساده تر  .کاري پر هزينه و زمان بر خواهد بود       , باشند ن ي
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ر يث تـأ  ,در عوض .  شود ي شدن جواب م   ياما مانع نوسان  ,  کند ي را حل نم   يت زمان يبا وجود آن که مشکل محدود     , کار
 تفاضـل  ي سـنت ي روش ها اکثر, در واقع. کنديوارد مسأله مرا  (Numerical Diffusion) يپخش عدد نا مطلوب

  ]۱[. شوندي مي منتهيپخشا ي ينوسان يکيزيفر ي از دو جواب غيکيا اجزاء محدود به يمحدود 
روش , که در دهه گذشته مورد توجه قرار گرفت       , غالب-ييل جابجا ي مسا ي مناسب برا  ي عدد يک دسته از روش ها    ي

ه روش ي بر پا(Operator Splitting)  جدا سازي عملگر هاي از روش هاي است که شاخه ايلاگرانژ-يلري اويها
 ـادر ] ۴و۳و۲.[ اسـت (Method of Characteristics)مشخصه ها   و جملـه  ييجملـه جابجـا   ,ن نـوع روش هـا  ي

 ـسـپس ا .  دهنديل ميتشکرا  مشخصه  ي در راستا  يب شده و مشتق ماد    ي ترک ,يرات زمان ييتغ   در دو مرحلـه ن معادلـه ي
خصـه  ش خطـوط م   ي در راسـتا   ير هر نقطه از شـبکه محاسـبات       يمقاد, ي لاگرانژ يکرديبا رو , در قدم اول  . شود يحل م 
بـا  , ر شـده و معادلـه پخـش خـالص    ي تصـو  شـبکه ثابـت  ينقاط جابجا شده بر رو,  در قدم بعد.شود يت داده م حرک
 CFLت شـرط    ي محدود  نشان داده است که    يل خط ين روش در مورد مسا    ي کاربرد ا  . شود ي حل م  يلريو ا يکرديرو

 ي از روش ها   يار کمتر ي بس يپخش عدد ,  بزرگ را داشته و به علاوه      Pe∆ اعداد محدوده   ت استفاده در  يقابل, را ندارد 
 يط مـرز  ي اعمال شـرا   يدگيچي جرم و پ   يبقا يارضادر عدم   ,  روش مذکور  ي البته نقص اساس   ]۵و۴.[ دارد يلريوج ا يرا

   .است
 يبا همساز موضع  ه  معرفي کردند ک   يلاگرانژ-يلريروش او يک   ۱۹۹۰ان در همکار و   Celia, ن دو مشکل  ي رفع ا  يبرا

(Localized Adjoint) ـا] ۶[.شـود   کوپل مييمناسب  در  , شـود يده م ـي ـ نامELLAMن روش کـه بـه اختصـار    ي
 ـش گفته را از طريروش پ ,يمانده وزنيقا بيچارچوب روش ها  ـق ي  Space-Time) يزمـان -يک تـابع وزن مکـان  ي

Weight Function)ـ ا. کنـد ي اعمال م   پخـش -يي جابجـا يل خط ـي در مسـا ۱۹۹۰ن دسـته از روش هـا در دهـه    ي
ج ي نتـا  .ددن به کار گرفته ش ـ    يبه طور گسترده ا   ] ۱۲[ واکنش-پخش-ييو جابجا ] ۱۱و۱۰[ واکنش-ييجابجا ,]۹و۸و۷[

 ـ آيش م ـيط متخلخل پينده ها در مح يمانند آنچه که در انتقال آلا     , يل خط ينشان داد که در مسا      ـمزاعـلاوه بـر   , دي  ياي
ن روش  ي همچن ـ . شـود  ي ارضـا م ـ   (Global) ي جرم هم بـه صـورت کل ـ       يبقا, يژلاگران-يلري او ي روش ها  يعموم

] ۱۴[د در   ي ـ توان يرا م ـ  مربوطه   ياز کارها  يسه جامع ي مقا ]۱۳.[ه شده است  يارا يط مرز ي اعمال شرا  ي برا يکيستماتيس
  .دينيبب

 و Dahle.  صـورت گرفتـه اسـت   ELLAM يبـا اسـتفاده از روش هـا     ,ير خط يل غ ي حل مسا  يز برا ي ن ييتلاش ها 
زاء ن عمل در چارچوب روش اج     يا .ادله بکار گرفتند  عن م ي را در مورد ا    ي ساز ي از خط  ينوع] ۱۵ [۱۹۹۵همکاران در   

 يي دقت بـالا   , شود ي که اثر بالا دست در تابع وزن اعمال م         يدر حالت  ,جي نتا .انجام شد , يک بعد ي معادله   يبرا, محدود
 ناي ـخـارج از    . ود دارد ج و ي بزرگتر CFLن امکان استفاده از اعداد      يهمچن .هد د ينشان م  Pe∆>4.2 در محدوده 

  .افتي ن توايم ]۳[در ن روش را ي از ايخلاصه ا . گزارش شده استي جواب نوسان,Pe∆ محدوده
 ـ نسـخه جد   , حجـم محـدود     روش  در چارچوب  ,در مقاله حاضر    حـل معادلـه     يبـرا  ELLAM ي از روش هـا    يدي

از حجـم محـدود در       اسـتفاده  .ه شـده اسـت    يارا ,دي آ يش م يان دو فاز پ   يل جر ي که در مسا   ير خط يپخش غ -ييجابجا
ELLAM    ابتدا توسط Healy   وRussell   ـ يبـا اعمـال آن در مسـأله خط ـ    اًشنهاد شد که بعديپ] ۱۶ [۱۹۹۲در  ک ي

سـال   در   ]۱۸[.افـت ي به دو بعد توسـعه       ,سط همان دو   تو ۱۹۹۸ن روش در    يا ]۱۷[.ت نام گرف  FV-ELLAM ,يبعد
۲۰۰۰, Heberton   ـحاصل ا .بکار گرفتند ي سه بعديل خطي را در حل مسا    روش  اين همکاران و  ن کـار بسـته نـرم    ي
ه ي جهـت شـب    ,(USGS)کـا   ي آمر ين شناس ي سازمان زم  ي که برا  بود MODFLOW از مجموعه    MOC3D يافزار
  ]۲۰و۱۹.[ه شده استيته, ينير زميا در مخازن زنده هيع آلايان آب و توزي جريساز
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  معادلات جريان -۲
قانون بقاي جـرم    . تراکم ناپذير و غير قابل امتزاج را در يک محيط متخلخل در نظر بگيريد             ) نفت و آب  (جريان دو فاز    
  : به صورت زير استαبراي هر فاز 

)۱(  ( ) ( ) αααααα ρρφρ qVS
t

=⋅∇+
∂
∂   

,  بـا معادلـه معمـولي بقـاي جـرم          )۱( تنها تفاوت    . است αق فاز   ي تزر ي حجم ي دب αq و   ي چگال αρمعادله  ن  يدر ا 
و دومي از متوسط گيري حضور هر فـاز   بوده است که اولي مربوط به درصد تخلخل محيط        αS و   φ يب  اضروجود  

بدست مـي آيـد و نشـانگر حضـور          ) چند متر (به مقياس محاسباتي    ) چند ميکرون (در محيط در مقياس ميکروسکوپي      
  :همزمان دو فاز در يک نقطه است و تعريف مي شود

)۲(  ,...2,1          
space pore connected-inter of Volume

 phase of Volume == αα
αS  

  همچنين در هر نقطه. ين صفر و يک است بαSمقدار 
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α
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  :از قانون دارسي بدست مي آيد) ۱(سرعت هر فاز در معادله 
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 و αrkطبق رابطه زير به نفـوذ پـذيري نسـبي      است وα به فاز  نفوذ پذيري کل ماده متخلخل نسبت  αKکه در آن    
  . مربوط مي شودKنفوذ پذيري مطلق 

)۵(  
K
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α =k  

اگر .  نشان مي دهند   cP  با فشار مويينگي   ,ستنندگي آنها  ناشي از اختلاف در خاصيت تر ک        را که  اختلاف فشار دو فاز   
  :آنگاه,  نشان دهيمn را با )نفت ( و فاز ديگرwرا با زير نويس ) آب(فاز تر کننده 

)۶(  wnc PPP −=  

فشار و درصد اشباع    , شامل سه مجهول سرعت   ) ۶(و  ) ۴(, )۳(, )۱(معادلات   . است wSتابع درصد اشباع    cPکه خود 
  با تعريف سرعت کل به صورت. است) جمعاً شش مجهول(, براي هر فاز

)۷(  wnt VVV +=  

 بـا فـرض   و) ۷ ( و)۶(و ) ۴(و با استفاده از روابـط  با صرف نظر از تأثير شتاب ثقل  . مي توان مجهولات را کاهش داد     
 معادله بقـاي جـرم بـه        ,حذف شده و با جمع کردن روابط بقاي جرم براي دو فاز           ) ۱(چگالي از رابطه    , تراکم ناپذيري 

  :صورت زير خلاصه مي شود
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 بـه تحـرک    فازفاز تر کننده است و برابر نسبت تحرک آن) Fractional mobility ("تحرک نسبي"،  wfکه در آن 
  :کل تعريف مي شود
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جملـه  .  است wS گذراي غير خطي بر حسب       (Convection-Diffusion) پخش   -يک معادله جابجايي  ) ۸(رابطه  
اول غيـر  . حايز اهميت است) ۸(دو نکته در معادله     .اثر پخش را نشان مي دهد     , اثر جابجايي و جمله سوم      , دوم رابطه 

معادلـه زيـر کـه    . ز مي شودبين دو فاب تند يبا ش (Front)خطي بودن جمله جابجايي است که منشأ ايجاد يک جبهه         
  : مشهور استBuckley-Leverettبه معادله , در غياب اثر پراکندگي است) ۸(شکل غير بقايي رابطه 
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از ) wfS(ه   اشباع ايـن نقط ـ    جهدر. داراي ناپيوستگي در محل جبهه بين دو فاز است        , ]۲۱[ جواب تحليلي معادله فوق   
  :رابطه ضمني زير بدست مي آيد
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wcS             علت وجود ناپيوستگي در    ] ۲۱.[ درصد اشباع آب همزاد است که در محاسبات مهندسي مخازن نفت کاربرد دارد
) رفتار تابع, جواب )ww Sfعـدد  (بـراي انتخـاب گـام زمـاني     , اين مسأله در حـل عـددي  )  را ببينيد۱شکل . ( است

کوچک بودن مقدار ضريب جمله پخش است که معادلـه را در            , نکته دوم  .محدوديت ايجاد مي کند   ) CFLکورانت يا   
-Convection)غالـب   -اييبـه شـکل جابج ـ    ) که مقدار سرعت فاز تر کننده قابل توجـه اسـت          (ناحيه پيش از جبهه     

Dominant)   يعني  (, در نتيجه عدم انتخاب سلول هاي محاسباتي به اندازه کافي کوچک          .  در مي آورد∆Pe  بـزرگ (
  .باعث ايجاد جواب نوساني در حوالي جبهه خواهد شد

   عدديروش -۳
  :مي کني ميسير بازنويا به صورت زر) ۸(معادله  مناسب، ابتدا يبمنظور ايجاد يک الگوريتم محاسبات
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  در معادله فوق

)۱۳(  ( ) ( )
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)دان سرعت   ي م )۱۲(در معادله    . است يب پخش ظاهر  يضر )trV t  دادن  ن کـار بـا قـرار      يا.  معلوم فرض شده است     ,
 ـ ا. شـود يسر ميم) ۷(و ) ۴( و حل روابط ي از زمان قبل wSمقدار    IMPES معـروف بـه   يش هـا و ريمبنـا  ن کـار ي

(IMplicit Pressure & Explicit Saturation)دان سـرعت  ي ـاز بـه م ي ـ نيلاگرانـژ -يلري اويروش ها . است
نجـا از  يدر ا] ۲و۱.[سـت ده ا شاستفاده Mixed Finite Elementاز روش  ي قبلي از کارهاياري در بس. دارنديقيدق

 يسرعت ها با دقت از مرتبه دوم بر رو        ,  در نتيجه  .ستفاده شده است  ان کار   ي ا يبرا ي حجم محدود تفاضل مرکز    روش
) يمکان-يبع وزن زمان  ارا در ت  ) ۱۲(معادله   .دنمي شو تعيين  مرز هر سلول     )tru   و Ω  دامنه حـل   يرو, ضرب کرده  ,

]يزمانبازه  ]T,0ميري گي انتگرال م:  
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  :اهيم داشتو ، خ جزء به جزءيريگ انتگرالبا انجام 
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 )۱۵(معادلـه   در  , عيين ميزان جريان ورودي و خروجي نيز قابل اعمال اسـت          شرايطي از قبيل ت   , اگر چه در حالت کلي    
  در نتيجه. از شرط مرزي نفوذ ناپذير استفاده شده است, براي سادگي

)۱۶(  ( ) ( ) Ω∂=⋅∇=⋅ on              0     ,       0 nSSDnVSf wwtww  

بـه  , ميعبارت داخل انتگرال دوم را برابر صفر قرار ده ـ        ) ۱۵(اگر در رابطه    .دامنه حل است    نشانگر مرز  ∂Ωکه در آن    
  :نديگوي  م(Adjoint)آن را معادله همساز  م کهي رسي تابع وزن مي برايک معادله کمکي
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  که در آن عبارت
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بـا  . محاسبه شود  خطوط مشخصه    يبر رو بايد  ع وزن   بتا) ۱۷( معادله   ي ارضا ي برا .است) ۱۷(شخصه معادله   سرعت م 
  :مي دهي قرار مp سلول دلخواه يبرا,  به روش حجم محدود مد نظر استينکه گسسته سازين مطلب و ايتوجه به ا

)۱۹(  ( )
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) يدر بازه زمان   ]1, +nn tt    بـا در نظـر     ) ۱۵(معادلـه   , جـه ي در نت  . شـود  ي خطوط مشخصه جابجا م ـ    ي تابع فوق در راستا
) يدر بازه زمان, p سلول دلخواه يبرا, )۱۶ (يگرفتن شرط مرز ]1, +nn ttدهدي م :  
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 .ر صـفر اسـت  ي ـ غPuمقـدار   ,هي ـ حل است که در لحظه مورد نظر در آن ناحي از فضايه اي ناحSupp upکه در آن 
*ن  يهمچن

pΩ حل در  ي از فضا  يه ا يناح nt  1 است که نقاط آن در لحظه+nt   سـلول   بـه داخـلp) ه ي ـناحpΩ (يم ـ 
 ـ انتگـرال  يبه جا , حجم محدود ج در   يروش را بر خلاف   , )۲۰(از رابطه    ن انتگرال ياولاسبه  ح م يبرا .رسند ک نقطـه  ي

 هـر سـلول بـا       ي اشـباع در گوشـه هـا       جهر در يابتدا مقاد , ن روش يدر ا ] ۲۰.[ شود ي استفاده م  ياز روش ذوزنقه ا   , يا
 ي م ـ محاسبه سلول   يانتگرال رو , رين مقاد يسپس با داشتن ا   ,  شده يابيانيم, هيسا هم ير مراکز سلول ها   يقاداستفاده از م  

هر سـلول بـه     , ن کار ي ا ي برا .ستا درون سلول ها     يري نقاط انتگرال گ   ياز به تعداد  ي ن انتگرال دوم  محاسبه   يبرا .شود
 ـ محاسـبه ا   ي بـرا  يعيراه طب .  شود يم م ي تقس "رسلوليز" يتعداد ر از  ظ ـلول مـورد ن   حرکـت دادن نقـاط س ـ     , ن جملـه  ي
 شـود   يکـه باعـث م ـ    ] ۲۰و۱۸و۱[ دارد   ي عمل ـ ي مشـکلات محاسـبات    کارن  يااما  .  است nt به عقب به زمان    nt+1زمان

 ـ يريب که نقاط انتگرال گ    ين ترت يبه ا . ح داده شود  ي ترج ,ق معکوس ي به طر  يريات ردگ يلعم ش گفتـه در کـل دامنـه        ي پ
 ـ     ي ا . شوند ي حرکت داده م   nt+1 به جلو تا زمان    ntاز زمان ,  خطوط مشخصه  ي راستا در, حل  هن کار مستلزم حـل معادل

  :ر استيز

)۲۱(  uF
dt

rd
=  



 
۶

ک تـابع  يتاً با استفاده از ينها. ابل انجام است ق,ا رانگ کوتاي (Backward Euler)لر رو به عقب يکه به دو روش او
کـه قـبلاً    ,  اشباع جهر در ي با داشتن مقاد   ي عدد يرين شده و انتگرال گ    يينقاط واقع شده در سلول هدف تع      , يوزن مکان 

  . شوديانجام م,  شده انديابينايم
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, در دو بعـد ( از حجـم  ي کنـد چـه کسـر   ين م ـيي تع,mرسلوليد زي با داشتن مکان جد )۲۲( در رابطه    pwتابع وزن   
  : کندي در سه راستا اتخاذ م راکين صفر و ي بي مقدارتين کميا . شوديواقع م  pدر سلول  mرسلول يز) مساحت
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SZSYSX( سـلول در همـان راسـتا         يم بند يبه تعداد تقس  ) ۲۳(راست رابطه   ک از توابع سمت     يهر   NNN  ي بسـتگ  ),,
fن  ييتع(ر سلول ها    يک از ز  ي هر   يري ردگ يبرا .دارد

mr(,    ي لازم است گام زمان t∆ يه تعداد  ب )tN( يربـازه زمـان   ي ز 
ا ي ي ورود يط مرز يا شرا يا چاه وجود دارد و      ي که درون آنها چشمه      يي سلول ها  يبرامات  ياين تقس تعداد  . م شود يتقس

  .ايش مي يابدافز,  داريميخروج
  : شوديل مير تبديبه شکل ز,  در زمانيک نقطه ايب يبا تقر) ۲۰( از رابطه انتگرال سوم
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 از آنجا که جمله غير خطي پخش بايستي در . استانجام قابل ي مثلاً تفاضل مرکز   ,ق استاندارد حجم محدود   يکه به طر  
از ) ۱۷(همسـاز   در اينجا و نيز براي اثر جمله جابجايي در معادلـه            . نياز به سعي و خطا دارد     , زمان جديد محاسبه شود   

  .روش تکرار نيوتن استفاده شده است
  : شودياضافه م) ۲۰(ر به معادله يگرال زت ان, باشدي از نوع ورودي که شرط مرزيدر صورت
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 هـر سـلول   ين انتگرال لازم است مرز مورد نظر رو     براي محاسبه اي  . است يان ورود ي درجه اشباع جر   winSکه در آن    
  :ميتاً داري نها. شوديري مشابه قبل در زمان ردگيسپس به روش. م گرددي بازه کوچکتر تقسي به تعداديمرز
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  .يقي مشابه بدست مي آيد به طر,انتگرال مربوط به شرط مرزي خروجي نيز با کمي پيچيدگي بيشتر

  جينتا -۴
ج هر کدام در    ينتا که   هشدبکار برده   دو مسأله نمونه     حل   يبرا ,ح داده شده در بخش قبل     ي توض FV-ELLAMروش  

ل آن در ي است کـه تفص ـ Five spot  مسأله مشهور بهي و دوميک بعدي يان دو فازي اول جرنمونه. ادامه آمده است
  .کسان گرفته شده استيط متخلخل در هر دو مورد يل ها و سنگ محايخواص س .بخش مربوط آمده است

)۲۷(  
sPa

mkg

wn

wn

.    10

/    1000
3

3

−==

==

µµ

ρρ            
27    10

2.0
mK −=

=φ
 



 
٧

)۲۸(  
( )22

2

1 wnrn

wrw

SSk

Sk

−==

=
 

ز ي ن يده تر يچي پ يمدل ها البته  .  سنگ انتخاب شده است    ي نسب يري نفوذ پذ  يبرا) درجه دو  (يمدل توان ) ۲۸ (هدر رابط 
 فشـار   يبـرا  . کنـد  ي نم يتفاوت چندان ) ۱شکل   (يان و تابع تحرک نسب    ي جر ياما در هر حال در شکل کل      , وجود دارد 

  ]۲۲[: استفاده شده استBrooks-Coreyاز مدل  ينگييمو
)۲۹(  ( )θ

1
 

−
+−= wrwec SSPP  

در  .ب تناسـب اسـت    يز ضـر  ي ـ ن eP مانده و    ي باق درصد اشباع  wrSو   ط متخلخل است    ي از مح  يتيخاص θکه در آن  
  .θ=2 و wrS=2.0 مي دهيقرار ماينجا 
  يک بعديان ي جر-۱ نمونه

ل  در لحظه اول در ک ـ. آن چاه برداشت واقع است ي حل قرار گرفته و در انتها       دامنه يچاه در ابتدا  ,  نمونه ن مسأله يدر ا 
 خصـات مش.  زنـد يرا پـس م ـ ) نفت(تر شونده   وارد شده و فازwqبا نرخ ) آب(فاز تر کننده     . است wS= 0دامنه  

  :ر استيمسأله از قرار ز

)۳۰(  ( )
/smq

m

w
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چنان انتخاب شده شبکه اندازه  . سلول است۱۰۰شامل , شبکه مورد استفاده از نوع حجم محدود با گره در مرکز سلول    
mxکه   چـاه  . tN=20 برابر است با         ي زمان يهمچنين تعداد گامها  . SXN=10اين معادل است با     .  باشد ∆=3 
 يوارد م ـ wq ي و نرخ حجم ـ کي اشباع   جهال با در  ي س x=0در نقطه   . مدل شده است   ي ورود يق با شرط مرز   يتزر

 ييسـلول انتهـا    .ر سلول ها گرفته شده است     يشتر از سا  ي ب ير بازه زمان  يتعداد ز , ش دقت ي افزا يدر سلول اول برا   . شود
  . شوديفرض م, ع شدهيکنواخت توزيامل چاه برداشت است که درون آن ش

1, 2 )(  فشار دو مقداريمسأله برا  PaPe  مرتبـه  upwind حل حجم محـدود   مختلف حل شده و باي و گام زمان=
از اعـداد   , سهي سهولت مقا  يبرا. )۴ و ۳ يشکل ها  (سه شده است  ي مقا ,وچکار ک ي بس ي سلول و گام زمان    ۵۰۰۰ با   اول

 از  يمناسـب ف  ياز به تعر  ير است ن  ياز آنجا که سرعت هر فاز در زمان متغ        . استفاده شده است   CFLو   Pe∆ بدون بعد 
  :مي دهيقرار مدر اينجا ] ۱۵[.اعداد فوق وجود دارد

)۳۱(  ( ) ( ) ( ) xtSFCFLSDxSFPe wfuwfwfu ∆∆=∆=∆ /      ,     /  

wfS  و پخـش   ييب جابجـا  ينه ضـرا  يش ـي با محـل ب    باًي تقر ن است که  يف فوق در ا   ي تعر مزيت. ف شده است  ي قبلاً تعر  
ب ي کـاهش ضـر    .ق دارنـد  ي ـ با پاسخ دق   ي خوب يپاسخ ها همخوان  ,  شود يده م ينطور که در شکل ها د     اهم . است منطبق

 CFLي در جـواب بـرا     ين نوسـانات  يهمچن.  شود ين دو فاز م   يز تر شدن جبهه ب    يباعث ت ) Pe∆شيافزا(جمله پخش   
 جبهـه در شـکل      ين ـيش ب ي بر دقت پ   ير گام زمان  يياثر تغ ). ۴شکل   (شود يجاد م يش از جبهه ا   ي پ ي بزرگ در نواح   يها
 ـ          .ک نشان داده شده است    ياز نزد  ۶ و   ۵ يها اسـت و بـا      CFL=57.0ه   مشاهده مي شود کمتـرين خطـا مربـوط ب

ن جـا دو    يدر ا . ابدي يش م يق افزا ي با پاسخ دق   FV-ELLAMر بدست آمده از روش      يفاصله مقاد , افزايش گام زماني  
,  در هر حـال اما.  استيش پخش عددي از افزاياد ناشي زي اول آنکه کاهش دقت در گام زمان     .ت است يز اهم ينکته حا 

 ي وقت. شودي نميتهق تر منيشه به جواب دقي کوچک تر همينکه گام زمانيدوم ا . شودين مييمحل جبهه بدون خطا تع
∆Pe   در  يتا نوسـان  , گشـته  ي منف ـ ي به بعد منجر به پخش عدد      ي از حد  يکاهش گام زمان  ,  بزرگ باشد  ي به اندازه کاف 

  .د تر خواهد بودينوسان حاصل شد, باشدب جمله پخش کمتر يهر چه ضر.  کنديجاد ميمحل جبهه در جواب ا



 
٨

   جريان دو بعدي-۲ نمونه
 . شـود ي م ـي بررس ـFive spotدر حل مسـأله مشـهور بـه    , ه شدهي اراFV-ELLAM روش يين قسمت کارايدر ا

ه در دو رأس کط متخلخل به شکل مربع است يک محيدان حل شامل  يم,  نشان داده شده است    ۷همانطور که در شکل     
 مدل شده و چـاه   يان ورود يق توسط جر  يچاه تزر , شيمشابه مسأله پ   .ق و برداشت واقع شده است     ي تزر مقابل هم چاه  

به علت , يه وروديبجز در ناح,  دامنهي مرز ها. شودي مدر نظر گرفته ييع شده در سلول انتهايبرداشت به صورت توز
  :تر اسير مشخصات مسأله از قرار زيسا. دن نفوذ ناپذير فرض مي شو,تقارن

)۳۲(  ( ) ( ) )( 5.0     ,    )( 1012     ,    )(   300,0300,0 352 PaP/smqm ew =×=×=Ω −  

 درجـه اشـباع     يحل شده است که کانتور ها     )  سلول ۵۰*۵۰ سلول و    ۲۰*۲۰( دو شبکه مختلف     ي برا نمونهمسأله  اين  
 مرتبه اول که بـه      upwind وبا جواب روش حجم محدود        شده نشان داده  ۸ روز در شکل     ۱۱۰۰ و   ۸۰۰, ۲۰۰پس از   

, ۲۰*۲۰در شبکه    .سه شده است  يمقا,  بدست آمده  ۱۶۰*۱۶۰ک شبکه   ي يار کوچک رو  ي بس ي با گام زمان   حيروش صر 
,  شود کـه در هـر دو مـورد         يمشاهده م  .ک روز انتخاب شده است    ي,  سلول ۵۰*۵۰پنج روز و در شبکه با       , يگام زمان 

جـواب در  ز در ي ـ نينوسانات. است شده ينيب شيپبا دقت خوبي  مختلف ي در زمان ها ,ن دو فاز  يمحل و شکل جبهه ب    
] ۱۹و۱۸[,ز گزارش شده استي نيل خطي و در مسايل قبيه که در کار هاين قضي ا. شوديده مي د ي محل ورود  يکينزد

  .قات قرار گرفته استيتحق در ادامه سندگاني نقطه تمرکز نوک است کهيمشکل روش مورد استفاده در ابعاد بالاتر از 

  يجمع بندي و نتيجه گير -۵
 ـل جر ح ـ در   FV-ELLAMن مقاله استفاده از روش      يدر ا   ـبـه عنـوان     , ط متخلخـل  يان دو فـاز در مح ـ     ي أله س ـک م ي
 بـر حسـب     يمعادله ا به  ل ذکر شده و     يان در بخش دوم به تفص     يت جر معادلا . شد يبررس, ير خط يپخش غ -ييجابجا

و نحوه اعمال    مورد استفاده    يگرانژلا-يلري سپس اصول روش او    .دي گرد يدرجه اشباع فاز تر کننده و سرعت کل منته        
  . نشان داده شديک و دو بعديج ين روش در دو مسأله راي اج کاربرديان نتايدر پا .ح شديتشر) ۱۰(آن بر معادله 

 از  لي در مسـا   ي محاسـبات  ييش کـارا  ياز در اف  يزياد تي مز FV-ELLAM روش    که  دهد يج بدست آمده نشان م    ينتا
  بزرگتر اختيار نمود و بـه عـلاوه از         ي را ميتوان بطور قابل توجه     ي انتخاب يگام زمان , لهاز جم  . دارد غالب-ينوع جابجاي 

,  جبهـه  يجاد نوسان در جواب در حوال     يبدون ا , ين کاهش اثر پخش عدد    ي همچن . استفاده کرد  يتر  درشت يشبکه ها 
 در  يروش پيشنهاد رد   تواند عامل گسترش کارب    ين محل و شکل جبهه شده و م       يين روش در تع   يش دقت ا  ي افزا ثباع

, ر صـورت گرفتـه  ي ـ اخي کـه در سـالها     ييشـرفت هـا   يالبته با وجود پ    . باشد  مورد نظر در اين مقاله     لي مسا يشبيه ساز 
شـتر در   يازمنـد توجـه ب    يدر دو و سه بعد وجود داردکـه ن        ,  و چشمه  ي ورود ي در خصوص اعمال شرط مرز     يمشکلات
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SYSX نحوه تقسيم يک سلول دو بعـدي بـه           -۲شکل   NN × 

 .زير سلول

 نمودار تحرک نسبي بر حسـب درجـه اشـباع           -۱شکل  
 .براي يک مخزن نوعي بدون لحاظ اثر آب همزاد

  

    
 

 Pe=2 نمودار درجه اشـباع بـر حسـب مکـان بـراي ضـريب                -۳شکل  
)26=∆Pe (   سـاعت بـراي گـام هـاي زمـاني           ۸۰۰ و   ۴۰۰پس از 

 روي شبکه upwindمختلف و مقايسه آن با پاسخ روش حجم محدود     
  .بسيار ريز

  

 
 Pe=1 نمودار درجه اشباع بـر حسـب مکـان بـراي ضـريب               -۴شکل  

)51=∆Pe (   سـاعت بـراي گـام هـاي زمـاني           ۸۰۰ و   ۴۰۰پس از 
 روي upwind حجـم محـدود   مختلف و مقايسـه آن بـا پاسـخ روش     

  .شبکه بسيار ريز
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 مقايسه نمودار درجه اشباع بر حسب مکان براي گام هاي           -۵شکل  
ــه  ــي جبهـ ــاني مختلـــف در نزديکـ ــريب , زمـ ــراي ضـ  Pe=2بـ

)26=∆Pe.( 

  

 
 مقايسه نمودار درجه اشباع بر حسـب مکـان بـراي گـام      -۶شکل  

 Pe=1بــراي ضــريب , جبهــههــاي زمــاني مختلــف در نزديکــي 
)51=∆Pe.( 

  
  

  
 

  .محل تزريق آب و چاه برداشت در شکل نشان داده شده است. ۲ ابعاد و شکل ميدان حل مسأله نمونه - ۷شکل 
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 حجم  و به روش)وسط( ۵۰*۵۰و ) چپ (۲۰*۲۰ براي شبکه هاي FVELLAM به روش  کانتور هاي درجه اشباع- ۸شکل 

  ).از بالا به پايين( روز ۱۱۰۰ و ۸۰۰, ۲۰۰پس از ) راست( ۱۶۰*۱۶۰ شبکه ي مرتبه اول براupwind محدود
  


