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mXXX ULU1=���L�) .��0� o�M)(XP⊂Λ
%
�&'���* *� ������ /�5�3X�L�) .1�"��O �3 5��)τ5��X

�� l��W�+�0�)(}|)({)( XPAA ⊂Λ∈=Γ ττ .o�M
��0�Ψ1�"��O *� ������ /�5�3τ�3 5��) %� �L�)
Π∈iXH�L ��ii XX =)(τ�0� z�! .*� ������ /�

%
�&'���*5�3)(XP⊂Λ��Π -�3 5��) �B� �0��B ��()
1�"��Oτ��Ψ+�L�) %7L��Λ=Λ)(τ .������ /�

)(XP⊂Λ��m -5��) �B� �0��B ��()/�m -*��M�Π
+�L�) %7L��Λ/�Π -1$� ��() .

�B�A�� %
�&'���* /�Λ�B�L�) 5�"�� %
�&'���*
�3 5��) %�i+�L�) %7L��|||| ii XBXA II =��"< �B

�� %
�&'���* /� 8�Λ1$� .�M�W� 5��) 1�!�� ?�� *�
�������� ��� 7$� ��()�0� 5�3+�0� .

��0� o�M),( 1 mXX K=Π%
�&'� *� *��M� /�X
�L�) .�3 5��)XA ⊂�},,1{ mi K∈1L�"
ZXPi →Π )(:�� l��W� ��* D��! %) ��+�0�:

||)( ii XAA I=Π.

*��M� �3 5��) ?���)�0)Π1L�"mZXP +→Π )(:��
�� �S�� ��* D��! %)+���B:

( ))(),()( 1 AAA mΠΠ=Π K.

������ /� 5��))(XP⊂Λ����") �S��:

{ } mZAXAA +⊂Λ∈⊂Π=ΛΠ ,|)()(.

�91 -.[5]:0� o�M��Π%
�&'� *� *��M� /�X�
)(XP⊂Λ/�Π-�L�) *��M� .��"<Λ∈A��0� � �B�

�B�)()( ΓΠ∈Π A�L�).

�� ��'�� += ?��%� �0�Λ5�3����) %
�&'� %C�$� %)
)(ΛΠ�� G(�� :��� ��. %)��L .

�$�7$� ��7��$ /�Γ/� ��m -/� �B� �0��B ��()
m -*��M�Π5��P%� 5��. %) �L�) %7L�� ��O�Γ/�Π-

�L�) ��() .#��$ �� 1=�> ?�� ������� 4, 4() /� �� ���

�� � �� -�. �� ���07�3 8���&� :)�2 ��� ?�� �)�0) � �00� .
%
�&'�)(minΓΠ�0��B ;�&�0�� H�, %
�&'� ��.

�C6 5�� g��7 *� ��� 7$� ��S0� %)-�. �� �3������5�3+��,�
�� �� ��* l��W� ��()�0� *��+���<.

0*�/�1 -- :/�p0 -ss -�C6������),( hQS =/� ��m -
/� �B� �0��B ��()Π -*��M� 5��) ��()

}){,,( 01 pXX mK=Π%� 5��. %) �L�)PXX m ⊂K,1

�))(()( AhAh τ=�3 5��)Π -1�"��Oτ�3 5��) �
QA⊂.

��0� o�MΠ5�� *��M� /�}{ 01 pXXQ m UULU=

�}1,0{|}|,0{|}|,,0{ 1 ×××=Ω mXX KLK�L�) .
�C6 �3������Π-��()),( hQS =y�* �) �7�� D��! %)

)',( hΩ�� ���� 4��&�< �� %� ��Lℜ→Ω:'h%)
�� l��W� ��* D��!��L:

�3 5��)),( 11
1

+
−Π∈ mxxA K+����

)(),(' 11 Ahxxh m =+K.

�$�7$� 5�3��7��$ 5��) %�0�� �0�&3Π-��& *� ��()
)(ΓΠ��& 5�')Γ��& *� 8� ��0�� +���& ��� 7$�
)',( hΩ5�')),( hQS =�� ��� 7$�+���& .�W) %) ?�� *�

�C6 5��) �� ��& ?����� %) ��() �0� *�� +��,� 5�3������
��) +�3��� .

%� ��0� %O���C6-�. *� ���< 1$�) 5�3������+��,� 5�3
�07�� ��()�0� ���8= ��()�0� *�� .5�3��7��$ ;�s� ��. %)

#��$ #��$ �*��� �< �� %� ���� ��O�D�� 7� 4() /� �����
1$� .��()�� 5�3��7��$ DI�> %&3 %W=�J� %) �0&2E
 ��

��� � �3��7��$ ?��7�) 5�� �) �� ��� %O�� � +�7���5I�) 5�3
��2�c+�0��� ]�JW� �$�7$� 5�3��7��$ D�
E.� F� 5�� .

�� ��� 5�W) %�p2�� ]�3 %) ���$� 5��) %�"� %� �3�
�C6 �< %� 1��M����()�0� *�� +��,� 5�3������S�S �� ��
%� 5��. %) +���"))(

0
SpΓ=Γ.

+,�
1-1:��0� o�MΓ�$�7$� ��7��$ /�m -��()
#��$ _
�&'� 5�������mXXpQP ULU10}{\ ==

�L�) .��"<)}(inf{)( Sκκ =Γ5�� +&� 0�� �< �� %� �
�C6 %&3*�� +��,� �3������m -��()S%) 1$� ��L %7M�B
%� 5��.)(

0
SpΓ=Γ .
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DI�,� %
�&'������� 8�� ?&'� �CC&=� ?�) t�� 0u ?�&�LTv�Tw���``��� !� ��"��� �TT

�:;�:���,�)(Γω+&� 0�� ��)(Sκ%&3 5��
�C6*�� +��,� 5�3������m -��()S%� ����"))(

0
SpΓ=Γ

  .%� 1$� ����)()( Γ≥Γ κω.

1�"��O %&3 %
�&'��0�� 5�3Π%
�&'� ��Ψ�S ��
����") .�C6 �3 5��)������)��()�0� ���8= % (),( hQS =�)

)(
0
SpΓ=Γ�C6 �������)~,(~ hQS =K)�� �) ��h~�� ��*

����") �S:

∑
Ψ∈Ψ

=
τ

τ ))((
||

1)(~ AhAh

%� ��0� %O��h~� 1$� l��W� j��S~/�p0-ss-
�C6������m-�) ��())~(

0
SpΓ=Γ1$� .+���� ��EW)

)~()( SS κκ ≥ .?�� �)�0))()( Γ≥Γ κω    .■

5�3��7��$ %W=�J� 5��) ���O j�� /� %=�,� ?�� ��
%9��� ��()�� �$�7$�1$� ��L .�) �� *�� +��,� -�. :9��� ��

@A	� �� �C9��� %) :	2 1&�2 �� ��L ���) ��7��$ *� ��� 7$�
�C6�� :��	� �3������+�0�.

��[12]�) ��()�� �$�7$� 5�3��7��$ *� 5����)
�� ��O�� %0��) �B��X�6�L�) .%7$� /� %=�,� ?�� ��*� 5�0)
���� ��()�� 5�3��7��$L ��~ ;<1$� �� .%� ���'< *�

������ +�3���H�, �) H�	��� �� %0��) �B��X�6 5��) 5�3
�) H�	��� �� �� 5�0) %7$� ?�� �P= +�3� %9��� +&�0��Γmin

�� ����*�)+�0�.

+,�
1-2[12]:�$�7$� ��7��$ /���()��Γ����;<
�B� ��0� � �B� 1$�210 ββ U=Γ�< �� %� �:

•�3 5��)0, >yx+�L�) %7L��
)}0,(),,0{()( 1 xy⊂Π β�

•φβ =2�3 5��) ��myx >,+�L�) %7L��
)},1(,),1,{()( 2 myxymx −−−−=Π Kβ

%�p2 *� ��� 7$� �){-v:!�> ��* %'�7����L.

+,�
1 -3:�B�Γ���� ��� ��()�� �$�7$� ��7��$ /�;<
��"< �L�)2/3)( ≥Γσ.

�C6 �$��) ��S0� %)%���) j�� *� %0��) 5�3������58��
1$� ��L ��� 7$� �J�  .�:��	� /� *� ��� 7$� �) ��7)� ��

�C6����) D��! %) �� �3�������� 4��&��� 7$� �) t�$ � +�3�
���,� �J� 5*�$ %0��) j�� /� *�)(Γκ���� ���6 *� �W) ��

�C6 ?��7�)�� %	$�A� �?�&� ������+�0� .�3 5��) ��S0� ?�� %)
Pp∈���,� ?��7&�)(ph�C6 ���&� ?�) �� ��5�3������
���()�),( hQS =�� %�)(

0
SpΓ=Γ���6 ��00� z�!

��+�0�.

q,M %� 1��M�� ��S0� ?�� 5��) +���� 1)�V %� ��J�&3
�C6+���") �S �� �� ��()�� 5�3������ .43�� @
�) j�� ?��

�L �3��� ������� ���W� .%=��� �� ����) �*��� %� ���
%���)y�* *� ��� 7$� �) �� �J� 58��)',( hΩ*�2|||| 212 ++ PP

%)2|||| 21 ⋅⋅ PP�� 5��"&�� ��V�� %� �1M�� �3��� 43��
���� D�	$�A� ��8�� 43��.

< -
'��� �5�=�>? �@*�

���,� ���� ���6 5��) 4() ?�� ��)(Γκ%���) /�58��
�� ���) �� �J�+�0� .%� ��0� o�MΓ�$�7$� ��7��$ /�

#��$ %
�&'� 5�� ��()�������YXP U=�< �� %� �L�)
X�Y%
�&'��07�3 ��O +3 *� 5�3�)��) �< ;�&�0�� H�, �

�) 1$�{ }),(),,()(min 11 rr yxyx K=ΓΠ .����,�
||1 XN =�||2 YN =%
�&'� �
}1,0{},,1,0{},,1,0{ 21 ××=Ω NN KK�S �� ��

����") .�C6 �3 5��)��()�� ������Sy�* �),( hΩ%) ��
��0� o�M 1$� ��L l��W� I�) �� %� ����! .h��"4�� 5%��

S��+��� .���,�)1)(1(2 21 ++= NNN����) �
( ) N

zyxzyxhs ℜ∈= Ω∈),,(),,(r_&3 �< �!�0
 %� ��
�� ��� �� %	�� K)�� Q����,�����") �S �� ��03� ._ =�� �3sr%)

����) /� %C�$�Ω∈),,( zyx5��PB t��� � ��L G(��
����L.

%�p2 *� ��� 7$� �)| -|�� �7>�� %)%� ��� ��� ����
)(Sκ�) 1$� �)��){ })0,1,0(),0,0,1(max hh .�3 5��)
Ω∈),,( zyx����)N

zyxe ℜ∈),,(
r% =�� �) 5����) ��T

�d�07� ���� 5��)),,( zyxl��W� �D��! ?�� ��� �� � ! �
��+�0� .5�3����) *� y�* �3 5��)xr�yr��+���Byx rr

≤
% =�� 5�*� %) �B� �1$�5�3i-n���� %) #�ix�iy%7L�� ��<

+�L�)ii yx ≤.

����) �3 5��)Ns ℜ∈
r

�C6 ��03� 4��& %�������
),( hS Ω=l���W� 1�!�� ���� �1$�{ -{�{-|%) ��

�� ����*�) ��* D��! %) �J� 5����� ���W� /� :�L+�0�:

1 Rank function
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5�� �) ���� %9���D�
E.� F�-�.��()�� *�� +��,� 5�3 T{

T.1�!��0)( =φh�) 1$� ;��W�
). (0)0,0,0( =⋅ Tse rr.

{.�*�58!* A�B?:�3 5��)QBA ⊂⊂�)
),,()( zyxA =Π�)',','()( zyxB =Π

+����)',','(),,( zyxzyx ≤ .5����� ?�� �)�0)
)()( BhAh ≤�) 1$� ;��W�

0][ )',','(),,( ≤⋅− T
zyxzyx see rrr.

t����� ;�>1A����") �S �� ��* 5�3�J$ �) ��:

y�* �3 5��)Ω∈)',','(),,,( zyxzyx%�
)',','(),,( zyxzyx ≤�J$)',','(),,( zyxzyx ee rr

−��

%)�����t1A��0� %M��� .��0�� 1�!�� ?���)�0)�K)�� �
%	��h��* 5����� �) 1$� ;��W�:

)- (01 ≤⋅ TsA r

|.�9� '�*� A�B?:�3 5��)QBA ⊂,�)
),,()( zyxA =Π�)',','()( zyxB =Π

+����
)()()()( BAhBAhBhAh IU +≥+ .��

%� ?�&� ����,� %�C� �7���) 1=�> ?��
)( BAUΠ�)( BAIΠ����� %) �0���

+���") �S �� �� ���") .y�* �3 5��) ;�>
Ω∈)',','(),,,( zyxzyx�S �� �� ��* ����,�

����"):

}',0max{ 1Nxxlx −+=�}',min{ xxux =�
}',0max{ 2Nyyly −+=�}',min{ yyu y =�

}',min{ zzmz =�}',max{ zzMz = .?���)�0)
�) 1$� ;��W� �=�����* 1�!��:

),,(),','()',','(),,( zyxzyx mrrMryyrxxzyxzyx eeee rrrr
+≥+ −+−+

�3 5��)},,1,{ xxxx ullr K+∈�
},,1,{ yyyy ullr K+∈ .?�� �� %� ��0� %O��

1=�> %&3 D��C&
5��) ?�&� 5�3)( BAUΠ�
)( BAIΠ1$� ��L %7M�B �S �� .t����� ��0��

2A5�3�J$ ���� %M��� �) ��
)',','(),,(),,(),','( zyxzyxmrrMryyrxx eeee

zyxzyx

rrrr
−−+−+−+

�� �0)+�0� .%	�� K)�� �=�����* 1�!�� �?���)�0)h
�) 1$� ;��W�

)1     (02 ≤⋅ TsA r

�.�C�DC� �D?C:%
�&'���* �3 5��)QA⊂
5����)(}){( 0 AhpAh =U�B� 1$� ���2�)A

5���� � �L�) *�'� %
�&'���* /�
1)(}){( 0 += AhpAh U�B� 1$� ���2�)A

�L�) *�'� ��� %
�&'� ��* /�  .��7��$ /� ��
1�!�� ?�� ��()�� �$�7$��) 1$� ;��W� �3:

0)0,,()1,,( =− yxyx ee rr�B�),(),( bayx ≥5�*� %)
/�)(min),( ΓΠ∈ba�

1)0,,()1,,( =− yxyx ee rrD��! ?�� ��� ��.

t����� ��0��B5�3�J$ �) ��)0,,()1,,( yxyx ee rr
−5��)

�3Ω∈)1,,(),0,,( yxyx����") �S �� .?�� %� ���'< *�

�� � ! ���,� �:�� �T�� ��� %) ������) /� �� ����Bb
r

�) ��
�B� � ! ���,�),(),( bayx ≥5�*� %)

)(min),( ΓΠ∈ba�T�� �0) D��! ?�� ��� ��+�0� .�P=
�) 1$� �)��) �;��W� 5����:

)2   ()1)(1( 21 ++ℜ∈=⋅ NNT bsB
rr

m��� *� �'��7 ���0
 %) ��EW))T (��)� (��* H�L

)3   (Nes ℜ∈≥ )1,0,0(
rr

% =�� 5��5�3sr�� 1$�)��<.

�C6 /� �� %� ���'< *���()�� ������S+����
{ })0,1,0(),0,0,1(max)( hhS =κ4��& 5��) ?���)�0) �
K)�� /� ���0
 %) �� %=���%���) %=��� /� �� �J���J� 58��

�� +��,� ��* 4() �� %) �� %=���+�0�:

l=� ()0,1,0()0,0,1( hh ≥�

� ()0,1,0()0,0,1( hh ≤.

�� �$��) %�B��O D��! %) �� 1=�> �� �3+�0� .+� ���)
�L�) ���2�) ;�� 5����� %� ��0� o�M %=��� 1�C� *� ��L .�P=

+����)}0,1,0(),0,0,1(max{)0,0,1( hhh = .?���)�0)
�� �� 1�!�� ?���J� K)�� ���0
 %) ����A3��* D��! %)

��� :��	�:

)E   (03 ≤⋅ TsA r

�< �� %�)0,0,1()0,1,0(3 eeA rr
−=  .%7� ?�� %) %O��

1�!�� �B� %� 1$� 5����)� (t����� /� �L�) ���2�)A3

�� 1$�) D�� 7���< .
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DI�,� %
�&'������� 8�� ?&'� �CC&=� ?�) t�� 0u ?�&�LTv�Tw���``��� !� ��"��� �T|

m���)T (��)w(��A� %�>� /� �NU ℜ⊂��'��
���� �< �� %� �0�"	6�����7��+��� .?7M�� �� ]�3 ?���)�0)

���,� +&� 0��)(Γκ��A� %�>� 5��U��5��) %� �L�)
���,� �7���) �<Tseh rr

⋅= )0,0,1()0,0,1(%&3 5�� ���
Us∈r%0�&�f1��$ .t�����A5�J$ z�A=� *�

t�����5�312,AA�3A�� 1$�)��< .sr*� 5����) ��
����") �S�� �3��i7� .%���) %=����S �� �� %� �J� 58��

%7M�B1$� ��* D��! %) +��.

��L %�>� %� 5�'< *�U�P= ��L�) ��� 1$� ?�&�
%���) %=��� 1=�> �� *� ���q$�� ��L ���� �J� 58��

1=�>5�3)l=� (�)� (�L�) %7L�� ���O 1$� ?�&� .?�� ���
�& 1�W���3� F� 1=�> �� �3 5��) ���8&3 D��! %) ����.

%���) %=��� �� �3 %� �7=�> ����O 5���� �J� 58���
�B� %� ?�� �0W� �0L�)*

Is
r1=�> �� %0��) ���O /�)l=� (�

*
IIs
r1=�> �� %0��) ���O /�)� (+���� ��"< �L�)

)F     (},min{)( *
)0,1,0(

*
)0,0,1(

T
II

T
I sese rrrr

⋅⋅=Γκ

G-���7� H*D�
5��)����65*��$*� :�	2 1&��2 �� ���L %�9��� -��.#����8�M�
%0��)5*��$MOZEK®q��A� ��MATLAB®��� 7�$�

1$� ��L .1$� ��* �7����6 %$ 5���� %���) ?�� 5����:

�) �� �$�7$� ��7��$ ;�&�0�� H�,{ }),(,),,( 11 mm yxyx L

%
�&'� 5�p
� ���W� �5��3X�Y��) n����� %�) ��1N�

2N�� ���+�3� .

IJ'3-. :��$�7$� ��7���$sΓ#���$ %�
�&'� 5�� �������
YXP U=;�&�0�� H�, �){ })1,1(),,0()(min ss =ΓΠ

�1|| 1 ≥=NX�2|| NY =�23 Ns ≤≤�������S ��

1  Feasible region
2 Minimize

������") .����L ���� �����,� /��� 5����)s������,� ���) �� %�����) �
4,3,2,11 =N�3,2,1,2 +++= ssssN����������O�

��< 1$�) ��* �O��� � +���&:

�O���)( sΓκs
1.50003
1.66674
1.75005
1.80006
1.83337
1.85718
1.87509
1.888910
1.900011
1.909112
1.916713

���,� ��03� 4��& ;�� ��7$ �< �� %�s���� #�� ��7�$ �
�� %����) 5���O� *� ����< 1$�) ����,� ��03�MATLAB®

���L�) .����,� 5��) �L ��3��� %� ��J�&31N�2N���,�
κ%) q,Ms+���� � 1$� %7�)��

s
s

s
12)( −

=Γκ.

�� %�� �07��3 �����&3 ����,� ?��[11]m��� 1�=�> ��
11 =N�sN =21$� ���< 1$�) .���� %) :�=� %) �� g��7

�"�� ����,� ���)1N�2N�C���� ����< 1�$�) g���7 *� ��
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