
www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

 ملی زلسلٍ ي سازٌکىفراوس پىجمیه 

، جُاد داوشگاَی استان کرمان 3393اردیبُشت ماٌ  4 ي 3  

  با مصالح متغیر طًل تیر یدي پارامتر یآوالیس ارتعاش آزاد تیر تیمًشىکً بر بستر ارتجاع

 

 

  3سضبػغبسًظاد ،2ی سحوبً ذسضبیحو، 1ی هحوذ راکش

 ایشاى ،تْشاى ،تْشاى ، داًـگبُػبصُ ػوشاى ،ؼبًغیفَق ل یداًـدَ -3
mohammad_Zakeri@ ut.ac.ir 

 شاىی، داًـگبُ تْشاى، تْشاى، اّیذٍسلیکی بیػوشاى ػبصّ ؼبًغ،یفَق ل یداًـدَ -2
hamidrahmani@ut.ac.ir 

 شاىیػوشاى ػبصُ، داًـگبُ تْشاى، تْشاى، ا ، داًـگبُ تْشاى بسیداًـ -3

attarnjd@ut.ac.ir 

 

  
  چکیذُ

،  شیهمغغ هتغ یبفبکتَسّ شیٍ تأث یدٍ پبساهتش یلشاس گشفتِ ثش ثؼتش استدبػ  وَؿٌکَیت شیاستؼبؽ آصاد ت لیهمبلِ ثِ تحل يیا

کبس  یسٍؽ ػذد کیهؼبلِ اص  يی. دس حل اپشداصد یه شیت یسا ثش فشکبًغ استؼبؽ آصاد ػشض یٍ ثؼتش استدبػ شیهلبلح هتغ

فشم  شیت يیا ی.دس ثشسػ ؿَد یاػتفبدُ هDTEM(Differential Transform Element Method)  ثِ ًبم غیآهذ ٍ ػش

ثِ هٌظَس  تی. دس ًْبکٌذ یه شییتغ شیدس عَل ت یا چٌذ خولِ کیثِ كَست  یچگبل ، ؼتِیهذٍل الاػت غیثشآى اػت کِ تَص

 يیهحمم شیي سٍؽ سا ثب ػبیثذػت آهذُ حبكل اص ا حیًتب ی ؼِیحبكل اص آى، ثِ همب حیًتبا ییٍ دلت ٍ ّوگشا یكحت ػٌد

ت کَسُ ّب ٍ ساُ آّي کبسثشد فشاٍاى ػبختوبى، ػبخ غیهؼوَلاً دس كٌب شیًَع ت يیپشداختِ ؿذُ اػت. لاصم ثِ رکش اػت کِ ا

  داسًذ. 

 

  .DTEMدس عَل، سٍؽ  شیثب هلبلح هتغ شیت ،تیش تیوَؿٌکَ  ،یاستؼبؽ آصاد ػشضکلیذی:  ّبیٍاطُ

 

 همذهِ. 1
 

اػت؛ ثخلَف دس  DTEM سٍؽ ،یهٌْذػ یدس ػبصُ ّب یکیٌبهیحل هؼبئل استؼبؽ د یسٍؽ لذستوٌذ ثشا کی

 كیسٍؽ دل کیسٍؽ ثِ ػٌَاى  يیثبؿذ. ا یه بصیهَسد ً یثبلاتش یؼیعج یًغ ّبٍ فشکب ـتشیکِ دلت ث یهَاسد

تَاى  یسٍؽ ه يیا ثب ،یجیتمش یسٍؽ ّب گشیٍ د یهحذٍد ػٌت یاخضا یهشػَم اػت؛ چشا کِ ثشخلاف سٍؽ ّب

كشفٌظش سٍؽ،  يیػبصُ ّب سا ثب دلت ثبلا هحبػجِ کشد. ا یاستؼبؿ یٍ هذّب یؼیعج یّب اص فشکبًغ یتؼذاد ًبهحذٍد

همبلِ ، ثذػت  يی. ّذف اکٌذ یسا اسائِ ه یمیدل حیًتب ؿَد، یه گشفتِ دس ًظش لیکِ دس تحل ییّب اص تؼذاد الوبى

 ]2[.ثبؿذ یه وَؿٌکَیت یآٍسدى فشکبًغ استؼبؽ آصاد ػشض
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 :شیاستؼبؽ آصاد ت ضآًبلی( 2
 

 ]3[.ذیآ یثذػت ه شیصاص ساثغِ  یهکبى ػشض شییٍ تغ یهکبى هحَس شییتغ وَؿٌکَیت شیت یتئَس دس

(3-2)                                      ( , , , ) ,U x y z t z x t   ،  ( , , , ) ( , )W x y z t w x t 

 شییٍ تغ یدٍساى خوـ تیثِ تشت  ٍ wدّذ،  یصهبى سا ًـبى ه   tدّذ، یهختلبت ًمبط سا ًـبى ه  x,y,z کِ

 .ٌذیآ یثذػت ه شیدّذ. کشًؾ اص سٍاثظ ص یهسا ًـبى  یهکبى ػشض

(3-4)                                                  xz

w

x
 


 
   ,   

2
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 ثب: ثب اػتفبدُ اص خولات کشًؾ ثشاثش اػت تٌؾ  

(5-6)                                                          xz xzG x     ,      xx xxE x        

xxهؼبدلات  يیدس ا کِ
 

ٍxz دٌّذ،  یسا ًـبى ه یٍ تٌؾ ثشؿ یتٌؾ هحَس تیثِ تشتE  ٍG  هذل  تیثِ تشت

کٌذ.  یه شییهبدُ تغ یّب یظگیٍ شاتییثب تغ x ٍ تبثغ دس خْت هحَسد يیدّذ. کِ ا یسا ًـبى ه یٍ هذٍل ثشؿ بًگی

 .ذیآ یثذػت ه شیص ِاص ساثغ یشیالوبى ت یخٌجـ ی( ٍ اًشطلی)پتبًؼ یکشًـ یثِ ػلاٍُ، اًشط

(7)                                                                                    
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(8)                                                                                               
 

  2 2
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1

2

l

A

T x u w dAdx   

 ضیً شیػغح همغغ ت Aدّذ،  یعَل الوبى سا ًـبى ه ضیً lدّذ ٍ  یکِ هـتك ًؼجت ثِ صهبى سا ًـبى ه)‘(  کِ

 .ذیآ یدس ه شی،هؼبدلِ حبکن ثِ كَست ص لتَىیدّذ. ثب ثِ کبس ثشدى اكل ّو یًـبى ه شیسا دس عَل ت یتبثغ چگبل

(9)                  
 

           
2

2
0

w
E x I x G x A x x I x

x x x t

 
  

      
      

      
 

(31  )                        
 

       
2 2

2 2
0

w w w
G x A x P x A x

x x x t
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 .ذیآ یثذػت ه شیاص ساثغِ ص ضیً یٍ لٌگش خوـ یثشؿ یشٍیً

(33    )                                                                                      
 

      












 

x
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xAxGtxV ,

 
(32)                                                                                                         

 

     
x

xIxEtxM






,

  
 

 :ثِ کبس گشفتِ ؿذُ یسٍؽ ػذد (3

 

سٍؽ  يی. دس ٍالغ اؿَد یثِ کبس ثشدُ ه یحل هؼبدلات ػول یاػت کِ ثشا یسٍؽ ػذد کی، DTM  سٍؽ

   کِ ثِ سٍؽسٍؽ،  يی. اثبؿذ یلبدس ثِ حل هؼبدلات هشتجِ ثبلاتش ه یکِ ثِ ساحت ثبؿذ، یه لَسیت یثش گشفتِ اص ػش

Differential Transform Method ،هشحلِ اٍل کِ ثِ آىؿبهل دٍ هشحلِ اػت کِ  یدس هٌْذػٍ هـَْس اػت 

 :دؿَ یه فیتؼشصیش  ٍ ثِ كَست  ٌذیگَ(DT) تبثغ اًتمبل

(33    )                                                                                                            
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 .گشددیه فیتؼش شیثِ كَست ص ضیً IDT تبثغ اًتمبل هؼکَع هشحلِ دٍم ؿبهل ٍ

 (34                       )                                                                                
 

)()()(
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0 kFxxxf
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ؿَد.  یه ذُیًبه ضیً T-function کِ بفتِیتبثغ اًتمبل  xF)(، یتبثغ اكل xf)(کِ نیشیگیه دِیتهؼبدلِ ثبلا ً اص

 .نی( داس34( ٍ )33اص هؼبدلِ ) يیگشدد ثٌبثشا یه بىیتبثغ هحذٍد ث ذیثب xf)(دس ػول ، تبثغ 

(35)
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)()( دس تبثغm  کِ
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 خولات لبثل كشف ًظش کشدى ثبؿٌذ.  شیگشدد کِ ػب یاًتخبة ه یعَس

 .( آهذُ اػت3دس خذٍل ) DTM هشثَط ثِ کبسثشد یکل یّب یتئَس
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 DTّبی سٍؽ . ٍیظگی)1(خذٍل

 
 

 

 ثشای اًَاع ؿشایظ هشصی DTّبی . ٍیظگی)2(خذٍل

               Original Functions                                                                   Transformed Functions 

)()()( xhxgxf       )()()( kHkGxF   
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 :DTMیثِ سٍؿ شیت یهؼبدلات حبکن استؼبؽ آصاد ػشض (4

 

لشاس گشفتِ اػت سا دس ًظش  یثبس خبسخ کیکِ تحت  یثش ثؼتش استدبػ شیثب خَاف هتغ شیت کی ذیکٌ فشم

 تِیؼیٍ هذل الاػت A(x) شی،همغغ ت L شیّوبى عَس کِ دس ؿکل ًـبى دادُ ؿذُ اػت. عَل ت Q(x,t) ذیشیثگ

E(x) یٌشػی، هوبى ا I(x) ثشاثش ضیً یٍ چگبل ρ(x) . 3[دس ًظش گشفتِ ؿذُ اػت[ 

 .ذیآ یثذػت ه شیلشاسداسد ثِ كَست ص یًبّوگي کِ ثش ثؼتش استدبػ شیت يیحبکن ا لیفشاًؼید هؼبدلِ
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),( کِ txW یهکبى ػشض شییتغ، )(xkw
دّذ ٍ  یساًـبى ه ٌکشیٍ یپبساهتش ثؼتش استدبػ 

 .دّذ ی( ًـبى ه3پبػتشًک سا هغبثك ؿکل ) یثؼتش استدبػ xk)(پبساهتش
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 .ذیآی( ثذػت ه32( ٍ )33ثشؽ ٍ خوؾ اص ساثغِ ) وَؿٌکَیت شیت یفشم تئَس ثب

),(0شی( ثب فشم استؼبؽ آصاد ت37( ٍ )36( دس هؼبدلات )32( ٍ )33هؼبدلات ) یگزاسیخب ثب txQٍ  ثب

),( ٌکِیا فشم txWٍ),( tx کِ نیکٌذ داس یػول ه یٌَػیػًؼجت ثِ صهبى ثِ كَست:  

(38)                                                                             

 txWtxW sin)(),(                                                                                           

                               

 

(39              )                                                                                                

 txtx  sin)(),(   
  .ذیآ یدس ه شیثِ كَست ص شیت هؼبدلِ

(21)           
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 .ذیآ ی( دٍ هؼبدلِ ثذػت ه3هَخَد دس خذٍل ) DTM یّب یثِ کبس ثشدى تئَس ثب

 . تیش تیوَؿٌکَ ثش ثؼتش استدبػی دٍ پبساهتشی)1(ؿکل
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ثب  شیکِ هشثَط ثِ اًَاع ت یٍ چْبس ؿشط هشص شیت پزدٍ هؼبدلِ سا ثِ كَست ثشگـ يیثب دس ًظش گشفتي ا ػپغ

 یهشص ظی. ثب اػوبل ؿشانیکٌی( اسائِ ؿذُ اػت سا اػوبل ه2ٍ دس خذٍل ) ؿَد یدس عَل هشثَط ه شیهلبلح هتغ

 بجیاحت)1(و)1(W،)0(،W)0(چْبس هؼبدلِ  ثِ چْبس خولِ  يیحل ا یثشا ذیآیچْبس هؼبدلِ ثذػت ه

ثب اػتفبدُ اص  یخولات هؼبدلِ ثبصگـت شیؿَد ػب یه ذُیًبه یهؼبدلِ ثبصگـت یخولات، خولات اػبػ يیکِ ا نیداس

 یثِ فضب ذیآًْب سا ثب یهشص ظیاػوبل ؿشا یتَخِ داؿت کِ ثشا ذیلبثل هحبػجِ خَاٌّذثَد . ثب یخولات اػبػ يیا

DT ؿًَذ ی( اًدبم ه3هَخَد دس خذٍل ) یّب یتئَساًتمبل تَػظ  يیًتمبل دادُ ؿذُ کِ اا. 

 :نیؼیًَ یه غیهبتش کیهؼبدلات سا دس لبلت  يیکِ ا ن،یآٍس¬یچْبس هؼبدلِ ثذػت ه یهشص ظیاػوبل ؿشا ثب

(24)                                                                                                           
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اص  ٌبىیثبؿذ . ثب گشفتي دتشه یه غیًـبى دٌّذُ تؼذاد خولات ثِ کبس ثشدُ ؿذُ دس هبتش  m ثبلاًٍذ کِ

( )m

ijC ذیآ یثذػت ه شیٍ حل هؼبدلِ هـخلِ فشکبًغ استؼبؽ آصاد ت .m

i کِ ثِ  یشکبًغ استؼبؽ آصادف

1mهحبػجِ ؿذُ اػت. يیتخو يیاه i خولِ دس m یاصا

i
 کِ دس یآصاد یفشکبًغ استؼبؿ i یثشا يیي تخویاه  

 یکِ تفبضل دٍ فشکبًغ هتَال نیکٌ یهـخق ه شیهؼبدلِ ص كیخولِ هحبػجِ ؿذُ اػت. ٍ دلت هحبػجبت سا اص عش

 .ش ثبؿذکوت  هحبػجِ ؿذُ اص

(25                              )                                                                                             
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0.001همذاس هثجت کَچک اػت کِ هؼوَلاً  کی  کِ گشددیفشم ه. 

 نیکٌ یه نی( تمؼ3الوبى هبًٌذ ؿکل ) ne سا ثِ شیاػت کِ اثتذا ت يیدساDTM , DTEM   سٍؽ تفبٍت

ثب ّن  ذیثذػت آهذُ سا ثب لیفشاًؼیهؼبدلات د يیثؼذ اص آى ا نیؼیًَ یالوبى سا ه یحبکن ثشا لیفشاًؼیػپغ هؼبدلِ د

هغبثك آى  DT سا ثب اػتفبدُ اص سٍؽ یصگـتاثتذا هؼبدلِ ثب ٌکبسیا یثشا ذیثذػت آ شُیتب کل ثبصُ ت نیاػوجل کٌ

دادُ ؿذ ثِ دٍ ًَع ؿشط  غیهغبثك آًچِ تَص شیاػوجل کشدى ت یٍ. ثشا ؿًَذ یکِ لجلاً اًدبم گشفت هحبػجِ ه یسًٍذ

 :اػت بصیً یهشص

  شیت یدس دٍ اًتْب یخبسخ یؿشط هشص (1)

 :دٍ الوبى يیث یداخل یهشص ظیؿشا (2)

1iیهکبى ػشض شییتغ یَػتگیالف( پ) iw w    

1iشیت یس دٍساى خوـد یَػتگیة(پ) i     

1iیج(تؼبدل دس لٌگش خوـ) iM M    

1i  یثشؿ یشٍید( تؼبدل دس ً) iV V  

 . نیدّ یلشاس ه غیهبتش کیدس  شیسا ثِ كَست ص یؿشٍط هشص نیداس یؿشط هشص 4ne یحبلت کل دس

(26             )                                                                                                                     
 
   0C w   

کِ w  ِ4 ثشداس کیکne1 ثبؿذیه 

                  1 1 1 10 1 0 1 ... 0 1 0 1ne ne ne new W W W W   ٍ C ًضی 

4 غیهبتش کی 4ne ne ثب  ذیآیثذػت ه شیثبؿٌذ. ٍ ثب ثشاثش كفش لشاسدادى آى هؼبدلِ هـخلِ ت یه تیضشا ٍ

 .ثبؿٌذ یه شیت یکِ ّوبى فشکبًغ استؼبؽ آصاد ػشض ٌذیآ یثذػت ه ییّب ـِیهؼبدلِ، س يیحل ا

 

 

 

 

 

 

 

 :یهثبل ػذد(5
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هثبل  يیآصاد پشداختِ ؿذُ اػت کِ دس ا یفشکبًغ استؼبؿ یثش سٍ یثؼتش استدبػ شییثش تغا یاًتْب ثِ ثشسػ دس

) . پشداصد یه یدٍپبساهتش یلشاس گشفتِ ثش ثؼتش استدبػ شیت یثِ ثشسػ
4

w
w

k L
K

EI
،

EI

Lk
K







2

)       

 .کٌٌذ یه شییتغ شیثِ كَست ص یٌشػیػغح همغغ ٍ هوبى ا شیت يیا دس

 

                   0(1 / )nA A cx L      ،2

0(1 / )nI I cx L   

 

 .کٌٌذ یه شییشتغیدس عَل ت شیهغبثك هؼبدلِ ص یتَاً یثب ػش شیدس عَل ت شیت یّبیظگیٍ

                                   Z

n

Za TTTT   
                                                      

 ی( کِ چگبلبیشکًَیص) Zirconia ًوبد Al ٍ z (َمیٌیًوبد )آلَه a تَاًذ ثبؿذ یّش کذام ه T  ، ٍ Eکِ

 .نیدس ًظش گشفتِ ا n=2 هشحلِ يیکٌذ هب دس ا یه شییتغ شیدس عَل ت یتَاً يیآى ثش حؼت لَاً

 ((ZrO2 :E=200GPa,  =5700kg/m3 & Al :E=70GPa,  =2702kg/m3 

 

 عَلی ثش ثؼتش استدبػی دٍ پبساهتشی  FGکبًغ استؼبؽ آصاد تیش همغغ هتغیش. فش)3(خذٍل 

 

 

 

 

 

 

6) 

 دِیًت

یشیگ

:  
 

 .ثبؿذ یه یثش ثؼتش استدبػ شیحل هؼبئل ت یثشا كیسٍؽ لذستوٌذ ٍ دل کی  DTEM سٍؽ دِیدسًت

 

 :هشاخغ

 

First Mode First Mode 

  

α 

  

  

K  0 

 
  

α 

  K  1 

wK  0 1 10 100 

 

  wK  0 1 10 100 

0.3     3.520 5.390 11.525 21.090 

 

0.3     12.200 12.350 13.660 22.510 

0.5     3.680 5.869 11.933 21.835 

 

0.5     12.140 12.340 13.988 24.243 

0.7     3.943 6.650 12.237 22.766 

 

0.7     12.342 12.618 14.833 26.790 

0.8     4.150 7.180 12.340 23.260 

 

0.8     12.660 13.013 15.700 28.500 
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