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  با استفاده از   X-Yدرمختصات دو بعدي حل معادله ترابرد جهت  PFENT2توسعه كد 

و بسط هارمونيك هاي كروي اجزاي محدود روش  

 

   عبدالحميدمينوچهر - احمدرضاذوالفقاري – *محمدرضاعباسي

دانشكده مهندسي هسته اي –دانشگاه شهيد بهشتي    

  چكيده
يدي به جهت و مكان دارد نمي توان از روشهايي مانند معادله پخش استفاده نمود. در در محيطهايي كه تغييرات شار وابستگي شد

)(نوترون از اصل تغييرپذيريگروهي اين مقاله جهت حل معادله ترابرد  ++ ϕK  استفاده شده است. در اين اصل از بسط هارمونيك

براي بخش مكاني معادله ترابرد استفاده شده  2و از روش اجزاي محدود براي وابستگي زاويه اي شار زوج ته يبا پار 1هاي كروي

K)(در بدست آوردن .است ++ ϕ  از روش تعميم يافته مجذور مربعات خطا استفاده شده است كه در متن مقاله به

يا جذب  آنها غير همسانگرد روش حل معادله ترابرد در محيط هايي كه پراكندگي دراين از مزاياي  آن اشاره شده است

شار نوترون و كه نوشته شده است،  PFENT2كامپيوتري  توسط كد در اين مقاله.مي باشد غيرشكافتي در آنها زياد است،

محاسبه شده و نتايج مورد بررسي قرار گرفته  متوسط شار براي هر ناحيه و همچنين ضريب تكثير موثر براي محيطهاي دوبعدي

    است. 
  

  قلبمحاسبات  -اصل تغيير پذيري -روش اجزاي محدود -هارمونيك هاي كروي-معادله ترابرد نوترون: اژهكليد و

  

   مقدمه

الخصوص نوترون در محيط  اهي از نحوة توزيع ذرات عليگاي، مستلزم آ تورهاي هستهكمطالعه و طراحي را

يت نوتروني در يك محيط را براساس مكان، انرژي، جهت و زمان مي باشد. معادلة اساسي كه توزيع جمع

ارائه مي كند از طريق انجام موازنة نوترون برروي واكنش هاي مختلف نوترون از قبيل توليد، فرار، جذب در 

3از قبيل جهت هاي مجزاذشته روش هاي مختلفي گ. در طي سالهاي [2]رددگيك المان حاصل مي 
[2,7]، 

رفته گبراي حل معادلة ترابرد بكار و [1]هاي كروي هارمونيك  بسطو [1]روش نودال [2,7] 4مونت كارلو

بعدي با استفاده از روش اجزاء  در محيط هاي دونيز هدف حل معادلة ترابرد نوترون  مقالهدر اين  .ندشده ا

از  رفتن جهت مي باشد.گبراي در نظر زوج محدود براي بخش مكاني و استفاده از هارمونيك هاي كروي 

و  نيمي از عبارت هاي ناشي از بسط زاويه اي استفاده مي شود تقريباً اين است كه مزاياي روش پاريته زوج

                                              
1   Spherical Harmonic Method 
2  Finite Element Method 
3  Discrete Ordinate Method 
4  Monte Carlo Method 
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نيز به عنوان پارامتر بسيار مهم در  شار متوسط در هر ناحيه شرايط مرزي را مي توان به سادگي اعمال نمود.

   محاسبات سلولي محاسبه شده است. 

 

  معادله ترابرد در قالب پاريته زوج 

  [1,3]نوترون در حالت ايستا را مي توان به صورت زير نوشت جهت وانرژيوابسته به مكان و معادله ترابرد 

( ) ( ) )E,,r(S)E,,r()E,r(EdEd
4

E

)E,,r()E,E,,r(dEd)E,,r()E,r()E,,r(

4

0f

0

0s0t0

Ω+′Ω′ϕ′∑′νΩ′′
π

χ
+

′Ω′ϕΩ→′Ω′∑Ω′′=Ωϕ∑+Ωϕ∇⋅Ω

∫∫

∫∫

π

∞

rr

    )1    (  

−1و  Cاپراتورهاي با توجه به اينكه 
G  براي يك تابع اختياري),r(u Ω  به صورت زيرتعريف مي

  :[1,3]شوند

)2    (          Ω′Ω′Ω′ΩΣ−ΩΣ=Ω ∫
+

drurrurrCu st ),().,(),()(),(
4π

  

)3       (Ω′Ω′Ω′ΩΣ−ΩΣ=Ω ∫
−−

drurrurruG st ),().,(),()(),(
4

1

π

  

   :[1,3]را به صورت زير نوشت و فرد  الب پاريته زوجقترابرد در معادله مي توان 

),(),(),(. 00 Ω=Ω+Ω∇Ω ++−
→→

rSrCr ϕϕ   )4                (  

),(),(),(. 0

1

0 Ω=Ω+Ω∇Ω −−−+
→→

rSrGr ϕϕ            )5 (  

مي توان  [1]كه منجربه توليد خطاهايي روي سطح و حجم مي شود [3] با استفاده از روش حداقل مربعات

  :[1,3]اصل تغييرپذيري را بصورت زير معرفي نمود

dSdndSdTn

dVdCGGSSK

vnv

v
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ϕϕϕϕϕϕϕ

π

π
       )6(  

)(در صورتي كه مقدار  ++ ϕK  بيشينه شود مقدار خطاهاي روي سطح وحجم كمينه خواهد شد و با ارضاي

),(اب هاي قابل قبولي برايشرايط مرزي جو Ω+
rϕ .بدست مي آيد  

  

K)( بيشينه كردن ++ ϕ  در مختصات دوبعديX-Y  

)r,(با توجه به اينكه  Ω+ϕ يك تابع زوج مي باشد يعني ),,r(),,r( π+ωµ−ϕ=ωµϕ      اسـت، بنـابراين   ++

  مي توان آنرا بصورت زير نوشت:
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  كه در آن 
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  مي باشد. تعداد ممان هاي اين بسط برابر است با 
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)r,,(بنابراين مي توان  ωµϕ   زير تعريف نمود را به صورت+
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  شماره گره مي باشد) pشماره المان و  jكه اين عبارت را مي توان به شكل ماتريسي زير نوشت(

j
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  كه در آن 
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  .اي محدود مي باشد.توابع شكلي مربوط به روش اجز Bدرآيه هاي ماتريس 

  ) به صورت زير مي باشد:6عبارت آخر در جمله اول رابطه (
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  كه در آن 
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)(و عبارت  0µnP ي زير نوشتكه مي توان آنرا بصورت ماتريس به صورت زير تعريف مي شود  
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)r,,(با قرار دادن بسط ωµϕ اين جمله به صورت زيـر سـاده   [7]انتگرالي  در عبارت بالا و استفاده از نماد +

  كه براي سادگي بيشتر آنرا به شكل ماتريسي زير مي نويسيم مي شود
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  همچنين براي جمله وابسته به مكان داريم
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dydx)y,x(B)y,x(BS
jT

y
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∫∫=
+                  )18(  

Ω∇از آنجاييكه 
rr

YXدر مختصات  .   به صورت زير تعريف مي شود، −

y
Sin1

x
Cos1.

22

∂

∂
−+

∂

∂
−=∇Ω ωµωµ

rr
                     )19(  

به روشي مشابه براي ديگر جمله هاي موجود در معادله  به نتايج مشابه ديگري  Gگر با توجه به تعريف عمل

  موجود مي باشد. [1]مرجع در مي رسيم كه 

∫∫به صورت )6رابطه (جمله اول  ΩΩ++

π

ϕ
4

),( dVdrS
V

  مي باشد كه مربوط به چشمه حجمي است  

r(S,(و در صـــورتي كـــه محاســـبات بحرانـــي شـــدن مـــورد نظـــر باشـــد        Ω+     را بـــه صـــورت

),y,x(
K4

)y,x(S f Ω
∑

= ++ ϕ
π

ν         بـراي   كه با جايگذاري در انتگرال بالا به عبـارت زيـر  تعريف مي كنيم

    [2]مي رسيم قسمت هاي زاويه اي و مكاني

jبا توجه به روابط نوشته شده در مجموع مي توان ماتريس 
A

  را به صورت زير نوشت :  +jBو +
++++++

⊗+⊗+⊗+⊗+⊗= 2

j

234

j

3433

j

3332

j

3231

j

31

j
AS]ASASASAS[A     

++
⊗= 1

j

1

j
ASB  

)( را براي هر المان نوشته و آنها را در كنار يكديگر قرار دهيم، ماتريس هاي فوق اگر ++ ϕK مي توان    را

=ΨΨ−Ψبه صورت 
++++ ABK

TT
2)(ϕ نوشت.  

 

YXشرايط مرزي در صفحه  −  

با توجه به اينكه حل معادله ترابرد فقط با اعمال دقيق شرايط مرزي امكـان پـذير مـي باشـد، لـذا بـه بررسـي        

  شرايط مرزي در هندسه دوبعدي مي پردازيم.

.dSdnجمله  )6رابطه (تنها جمله باقي مانده از :الف)شرط مرز برهنه 21
4v

ΩΩ ++
→→

∂ ∫∫ ϕϕ
π

مربوط به المـان   

ــرزي ــاي مـ ــت هـ ــه   .اسـ ــه اينكـ ــه بـ ــا توجـ .nبـ
rr

Ω  ــفحه ــات صـ YXدر مختصـ ــورت  − ــه صـ بـ

)(Cos1n. n

2 ωωµ −−=Ω
rr

زاويه بين بردار نرمال سـطح مـورد نظـر و    nωمشخص مي شود كه در آن 

  ها مي باشد.   xمحور 

  ي به صورت زير در مي آيدبنابراين انتگرال مربوط به قسمت زاويه ا

>−−<=−−
++++

∫
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n
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2 Q,Q)(Cos1dd),(Q),(Q)(Cos1 ωωµωµωµωµωωµ
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  كه به دو حالت زير ساده مي شود

x

2

n Cos1n.or0 Ω=−=Ω⇒= ωµπω
rr و      

y
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n Sin1n.
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  كه با جايگذاري در انتگرال قبلي و دو قسمت نمودن انتگرال داريم:

>−=<
+++ T

QQSinA ,1 2

41 ωµ )21(              در بالا و پايين صفحه              

>−=<
+++ T

QQCosA ,1 2

42 ωµ )22(      در چپ و راست صفحه                   

  و براي قسمت مكاني هم روابط زير بدست مي آيد

dx)y,x(B)y,x(BS
jTjj

41 ∫=
+ )23(              در مرز بالا و پايين صفحه               

dy)y,x(B)y,x(BS
jTjj

42 ∫=
+ )24(                     در مرز چپ و راست صفحه     

شرط مرزي بازتابنده كامل در مواردي كـه تقـارن وجـود دارد بسـيار سـودمند      :ب)شرط مرز بازتابنده كامل

  است كه به صورت زير اعمال مي شود

0n.for),r(),r( ≠ΩΩ=Ω ∗++ rr
ϕϕ                 )25(  

YXبايد توجه داشت كه در مختصات *),2(مي توان − ωγµ −→Ω     را به اين صـورت تعريـف نمود.بـا

Q),(Q),2(توجه به تساوي بايد
TT

ωγµωµ −=
  باشد، بنابراين بايد دو شرط زير برقرار باشد: ++





=γ

=γ

0)m2(Sin

1)m2(Cos
        )26(  

0mاگر  0mباشد اين شرط برآورده مي شود ولي اگر= اشد شرط بر آورده نمي شود پس بايد تمام ب≠

0mممان هايي كه در آن    است برابر با صفر قرار داد. ≠

jماتريسبراي المان هاي مرزي  بايد دقت داشت كه
A

  به صورت زير در مي آيد در رابطه()  +
++++

⊗⊗+= 42424141 ASorASAA
jjjj

      )27(  

  يج عدديمثال ها و نتا

قابليـت  به زبان فرترن نوشته شده است كه  PFENT2براي حل معادله ترابرد در دو بعد كد رايانه اي به نام 

تعدادي از مثال هاي موجود توسط آن حل گرديده و جـواب هـا   استفاده از المان هاي مثلثي و مربعي را دارد.

  مورد بررسي قرار گرفته است.

  5ار متوسط در راكتور استخري)محاسبه ضريب تكثير و ش1مثال 

 SURCUبا كد  [6]ناحيه مي باشد كه اولين بار توسط استپانك 5ك يك راكتور استخري با اين مسئله شامل ي

حل گرديـد   NPبروش  FELICITبا كد [1]و يك سال بعد توسط ويليامز شد حلبروش احتمال برخورد 

  هندسه مسئله را مشخص مي كند. 1ارائه شده و شكل  3در جدول  . داده هاي مربوط به سطح مقاطع

  

                                              
5
  Swimming pool reactor 
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  ) ابعاد راكتور استخري1شكل

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  ) اطلاعات سطح مقطع نواحي مختلف3جدول

fΣν  
SΣ  tΣ  

  ناحيه

079/0  53/0  6/0  1  

0/0  2/0  48/0  2  

043/0  66/0  7/0  3  

0/0  5/0  65/0  4  

0/0  89/0  9/0  5  

با تقريـب   در هر ناحيهنرماليزه شده بر تعداد نوترون هاي حاصل از شكافت ضريب تكثير و شار متوسط 

3P  ايسه شده است.قم 5و  4استپانك و ويليامز در جدول نتايج با و  بدست آمده  
  ريمقايسه ضريب تكثيرراكتور استخ)4جدول
SURCU  

 

FELICIT  PNFENT2 نام كد  

0083/1  0069/1  007142/1  
effK  

  

  مقايسه شار متوسط هر ناحيه براي راكتور استخري)5جدول
  ناحيه  1  2  3  4  5

000801/0  0002989/0  0000433/0  0001266817/0  01685241/0  PNFENT2  

000797/0  0003/0  000042/0  000127/0  01685/0  FELICIT  

000791/0  000295/0  000041/0  000125/0  01686/0  SURCU  
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  نتيجه گيري

مقليسه شار و ضريب تكثير نشان مي دهد روش ذكر شده با تقريب بسيار خوبي با جواب هاي دقيق موجـود  

كاهش تعداد ممان هاي بسط هارمونيك از مزاياي اين روش سهولت در اعمال شرايط مرزي و همخواني دارد.

   مي باشد.و توانايي حل هندسه هاي پيچيده كروي 

  منابع و مراجع
[1].  Ron T. Ackroyd, Finite Element Methods for Particle Transport Applications to Reactor 

and Radiation Physics, John Wiley & Sons, New York,1997 

[2].  G.I. Bell & S. Glasstone, Nuclear Reactor Theory, Van Nostrand Reinhold, New York, 
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