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  چکیده

) Peclet(براي حل مسائلِ انتقال گرما با عدد پکله ) RBF(تابع پایه شعاعیِ نامتقارن محلیِ  روش هم ر این مقاله، د

) 43:551؛ 2002ریاضیات با کاربردها کامپیوترها و ( Barraco و Powerکنیم، همانطور که در  بالا را بررسی می

تواند  یابیم که روش نامتقارن هنوز هم می ها، درمی هاي گوناگون و تعداد مختلف از گره RBFبا تست کردن . است

در مقایسه با حل . هاي تجزیه دامنه؛ حل کند هاي بیشتر و روش خوبی با استفاده از گره ي بالا را به مسائلِ با عدد پکله

تواند دقت را بهبود دهد  ي بزرگتر، نشان داده شده است که روش تجزیه دامنه بسیار کارآمد است و می یک مسئله

  .  لا نیستکه عدد پکله با مخصوصاً زمانی

  .  تابع پایه شعاعی، روش بدون شبکه، تجزیه دامنه: واژگان کلیدي
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مقدمه. 1  

 

براي حل معادلات دیفرانسیلِ مشتقات جزئیِ مختلف ) ها RBF(ی وابع پایه شعاعدر سالهاي اخیر،  توجه فراوانی به استفاده از ت

)PDEمستقیم با استفاده از  محلی روش هم. اي؛ شده است در درجه اول با توجه به ویژگی بدون شبکه) هاRBF  ها توسط کانزا

. شود نامتقارن نامیده می RBF) حلیم هم(این روش به اصطلاح، روش کانزا، و یا روش کالوکیشن. معرفی شد 1990در سال 

، [3]در مرجع . ه استاستفاده شد هاي مختلف  ینهاش، براي حل بسیاري از مسائل در زم باتوجه به عمومیت آن و اجراي ساده

Fassauer اصطلاح، روشِ  این به.  بیرخوف را پیشنهاد داد-ي درونیابیِ هرمیت یک روشِ جایگزین مبتنی بر نظریه

ي  سازي نسخه پیاده . متقارن هستند دست آمده، که ماتریس ضرایبِ به شود چون متقارن نامیده می RBF) محلی مه(کالوکیشن

ویژه براي معادله ضریب متغیر و  به(هاي نامتقارن، باتوجه به استفاده از عملگرهاي الحاقیِ دیفرانسیل؛  متقارن نسبت به نسخه

ي بهترین اطلاعمان، تا به حال استفاده از روش متقارن ، تنها محدود شده به برا. بسیار پیچیده است) هاي غیرخطی سیستم

ي بالا را با  تواند مسائلِ با عدد پلکه یابیم که روش نامتقارن می هاي مختلف، در میRBFبا آزمایشِ  .باشد مسائل ضریبِ ثابت می

ثباتی  یابیم که برخی بی درمی. کند تر حل می یفتر و دقیقظرهاي  پایه شعاعی مرتبه بالاتر و شبکهدقت خوب با استفاده از توابع 

هاي  ما دریافتیم که تفاوت. که عدد پکله بزرگ است وجود دارد، زمانی و  هاي RBFدر 

) DDM(روش تجزیه دامنه پوشانی  هم. وجود دارد و  ) TPS(هاي صفحه نازك  بزرگی در دقت بین اسپلاین

  . اده شده استمنظور بهبود دقت و کارایی محاسباتی در بسیاري از موارد، نشان د به

  

  نامتقارن RBF) محلیِ هم(روش کالوکیشن. 2

  :را در نظر بگیرید) d  )d=1,2,3پایدار در ابعاد  - یک مسئله کلیِ حالت

  
  

عنوان شرایط مرزي، مانند دیریکله،  کننده به یک عملگر تحمیل Bیک عملگر دیفرانسیل خطی دلخواه است،  Lکه در آن 

نقاط داخلی  باشد، که  محلی در  نقاط هم N،   فرض کنیم . باشد نویمان، رابین و یا ترکیبی از آنها می

  صورت زیر بیان شود تواند به می) 1(جواب تقریبی براي مسئله . نقاط مرزي هستند هستند و 

  

در . تواند هر تابع پایه شعاعی باشد می ضرایب مجهولی هستند که باید تعیین شوند، و  که در آن 

  ، داریم)1(با ) 2(با جایگزین کردن . باشد می و  فاصله اقلیدسی بین نقاط اینجا 
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توابع پایه . ، هنوز هم باز است )3(–)4(پذیري  حل شود، اگرچه اثبات نظري از حل تواند براي ضرایب مجهول  که می

، )یک عدد صحیح فرد است ( هاي  شعاعیِ بطور گسترده مورد استفاده؛ مولتی کوادریک

، نوعِ )یک عدد صحیح مثبت زوج است n( هاي چند همساز  ، اسپلاین هاي  گاوسی

  . هاي محمل فشرده هستندRBF،و ) یک عدد صحیح مثبت فرد است n( مخروطی 

  پوشانیِ روش تجزیه دامنه هم. 3

، نامتقارن و بسیار )کامل(جاد شده معمولاً پریک مشکل اصلی دارد؛ یعنی ماتریس ضرایب ای RBF) محلی هم(کالوکیشن روشِ  

تواند یک  هاي تجزیه دامنه می بااین حال، روش. بد وضع است، که مانع از کاربرد این روش براي مسائل در مقیاس بزرگ است

؛ فراهم ه بزرگجاي یک مسئله کلیِ دامن اي کوچک به راه براي جلوگیري از مسائل بدوضع را با حلِ بسیاري از مسائلِ زیردامنه

  . ایم ارتز را شرح دادهدر زیر براي سادگی، روشِ افزایشی شو .کند می

 بخشی از کران  مرزهاي ساختگی .  افراز شود، که در آن  و  ي  به دو زیر دامنه �فرض کنیم 

را با الگوریتمِ  Ωي روي  توانیم مسئله می. شوند نشان داده می هاي باقیمانده با  است، کران �هستند که درون 

  شود؛ حل کنیم صورت زیر نوشته می کلاسیک افزایشی شوارتز که به

  

  

  

 

  

 

  و

 
L  
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. دهد گام تکرار را نشان می در اینجا . انجام شده است 2که در آن روي هر زیر دامنه طرح عددي همانند بخش

حل  LUتواند توسط یک حلالِ  ي  زیر دامنه می مورد استفاده هست، و هر مسئله ي  معمولاً حدس اولیه

  .گیرد بندي صورت می بندي یا گروه هاي بسیاري، بطور مستقیم توسط دسته تعمیمِ روش شوارتز به زیر دامنه. شود

  عددينتایج . 4

  :گیریم را در نظر می Barraco و  Powerگرماي مشابه مورد بحث توسط ) انتشار(ي پخش براي مقایسه، مسئله

   

 

   

 
�  

 
�  

 

  ي بالا داراي جواب تحلیلی  مسئله

 

بزرگ است، این  uکه  وقتی. عدد پکله است uهستند، از اینرو  در اینجا فرض کردیم که طول مرجع و ضریب انتشار یکی. است

اي ، بعنوان مثال، روش عنصر  هاي عددي ویژه الگوریتم. شود ي انتقال گرماي غالب براي حل شدن، خیلی سخت می مسئله

ما ابتدا حالت . دان متناهی خلاف جهت خط جریان، روش تفاضل متناهیِ خلاف جهت؛ براي حل این قبیل مسائل توسعه یافته

سازي  کنیم، که با گسسته منظم استفاده می) محلی هم(براي سادگی، از نقاط کالوکیشن. کنیم میرا حل  u=100خاصِ 

 و  ترتیب تعداد افرازها در امتداد  به و  اند، که  ، تشکیل شده به عناصر کوچک  �ي  یکنواخت دامنه

مورد  ، ، ، هاي RBFرا براي  و  هاي  سازي ما حالت گسسته. هستند

. اند ارائه شده I-IIIر جداول ترتیب در یک، دو و چهار زیر دامنه د به  دست آمده خطاهاي مطلقِ بهماکسیمم . آزمایش قرار دادیم

در ).  و  خطاهاي نسبی براي % 2حدود ( دهد توانیم ببینیم که روش نامتقارن دقت معقول و مناسبی را ارائه می می

کنیم، توزیع همان گره براي  استفاده می xپوشانی هر زیر دامنه با دو نقاط گرهی در امتداد  اینجا از تجزیه گام به گام و هم

براي  خطايِ  ، از همان تلورانس DDMهاي  در تمام آزمون. نشان داده شده است 1در شکل  حالت 

 نشان داده شده است، که از  4-2هاي  هاي عددي در شکل همگرایی جواب. کنیم هاي ساختگی استفاده می همگرایی در کران

ثباتی از قبیلِ دقت  توانیم برخی بی اما می. زند خوبی بدونِ نوسان تقریب می هاي عددي؛ جواب تحلیلی را به بینیم جواب آن می

این مساله باتوجه به بدوضعی ماتریس . مشاهده کنیم حالت زیر دامنه براي  4تر را ، براي  بدتر با یک شبکه ظریف

تر تنها در زیردامنه چپ  هاي متراکم ها یا گرهRBFمنظور افزایش  خطاها به اهده کردیم که ماکسیمممش. است) 4(-)3(ضرایب 

   .بهبود یافت) IIIجدول( 4، و در دو زیر دامنه چپ براي حالت زیر دامنه ) IIجدول ( 2براي حالت زیر دامنه
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  .دست آمده توسط کل دامنه به u=100حداکثر خطا براي حالتI . جدول 

  
  

  .زیر دامنه 2دست آمده توسط تجزیه به  به u=100حداکثر خطا براي حالتII . جدول

  
  

  .زیر دامنه 4دست آمده توسط تجزیه به  به u=100حداکثر خطا براي حالتIII . جدول
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به بهبود کند و آرام در  دارد، که تیز در نزدیکی ) تحول(توضیح براي این روند این است که جواب تحلیلی یک انتقال

  . شود ؛ منجر می ترین زیر دامنه چپ

کنیم،  زیردامنه حل می 5، دوباره آنرا با تجزیه به  با حالت. کنیم هاي بیشتري حل می سپس مساله را با زیردامنه

  ترتیب حداکثر خطا در هر زیر دامنه به. شود گام همگرا می 28که در 

  

حداکثر خطا .  شود همگرا می گام 21کنیم، که در  حل میزیر دامنه  8، مجدداً آنرا با تجزیه به حالت  براي. باشد می

  ترتیب در هر زیر دامنه به

 

   .شود تر و قابل حل می هاي بیشتر، مسئله زیر دامنه خوش وضع بنابراین با زیردامنه. باشد می

  

  ) گره در امتداد 2پوشانی شده با  هم(زیردامنه 4تجزیه شده به ) راست(یک دامنه؛ ) چپ: (اي براي حالت  توزیع گره. 1شکل

  

  روي شبکه ) راست(؛ روي شبکه ) چپ: (با یک دامنه کلی دست آمده بااستفاده از  جوابِ به . 2شکل
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  دهیم را مورد آزمایش قرار می سپس حالت با 

تفاضل بین .شود  آید، و روش پایدارتر می دست می توان مشاهده کرد که دقت بهتري به ، می براساس جداول 

و ،متاسفانه. هاي متعددي از اندازه، مختلف است که دقت در مرتبه شود، چون خیلی واضح می و  

   بخشی  نتایج غیر رضایت براي روش نامتقارن را مورد آزمایش قرار داد و نشان داد که  تنها

  .  دهد را ارائه می براي 

  

  .روي شبکه ) راست(؛  ي  ي شبکهرو) چپ: (با یک دامنه کل دست آمده بااستفاده از  جواب به. 3شکل

  

  .  ي با پایه) راست(؛    ي با پایه) چپ : (تجزیه شده به چهار زیر دامنه  روي شبکه آمده دست  جواب به. 4شکل

  

  

  

www.sid.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

 

  

  .دست آمده با یک دامنه کل به حداکثر خطا براي حالت . جدول 

  

  دست آمده با استفاده از تجزیه به دو  زیر دامنه به حداکثر خطا براي حالت . جدول 

  

  . زیر حالت 4دست آمده با استفاده از تجزیه به  بهحداکثر خطا براي حالت . جدول  
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ها و همان میزان  را باتوجه به همان تعداد از زیر دامنهباشید که تقریباً همان تعداد از تکرارها براي حالت  توجه داشته

با یک  هاي محاسباتی صرف شده براي حل همان مساله  همچنین زمان. آوریم دست می پوشانی را به از تداخل و هم

این آزمایش بر روي کامپیوتر اختصاصی  با سیستمِ عاملِ . ایم ي متعدد و چندگانه را ثبت کردهها زیر دامنه کلی و زیردامنه

 ي  ي دامنه ي سیستم براي حل مساله ، زمانِ صرف شده ي  براي حالت گره. مگاهرتزي لینوکس انجام شد

بااین حال، زمانِ . باشد ثانیه می و  اي بین  دهتقریباً یکسان است، که محدو 4و  2هاي  کامل، تجزیه به زیر دامنه

. ثانیه است 30و  50، 120ترتیب در حدود  ها به زیر دامنه 4و  2شده ي کاربر  براي حل مساله دامنه کامل، تجزیه به  صرف

ها، مشکل  زیر دامنه 4و  2ي سیستم در تجزیه به  ، تشخیصِ زمانهاي صرف شده ي  براي حالت گره

ثانیه براي حل شدن  900و  2300ترتیب در حدود  ، در حالیکه زمانهاي صرف شده کاربر به)ثانیه 6و  2اي بین  محدوده(است

بدونِ تجزیه دامنه حل کنیم، که  را با استفاده از  ما سعی کردیم که حالت . زیر دامنه هستند 4و  2بااستفاده از 

،  ي  حالت گره و پایه براي حالت انفجاري با .  ثانیه است 7200کند بیش از  ی که کاربر مصرف میزمان

حداکثر خطا در هر زیر دامنه . شود همگرا میگام 181کنیم، که در  حل می  زیر دامنه 8مجدداً آنرا با استفاده از تجزیه به 

  ترتیب  به

  

هاي بیشتر، خیلی از مسائل کلیِ  بنابراین، با زیردامنه. ثانیه است ثانیه است، و زمان کاربر  زمانِ سیستم . باشد می

ها واقعا زمان محاسباتی و دقت را حداقل براي میبینیم که  شوند وضع تبدیل می ي خوش ي زیر دامنه بدوضع به مساله

  . دهند حالت جوابِ هموار متغیر ؛ بهبود می

  گیري  نتیجه. 5

با عدد  و نامتقارن را براي حل مسائلِ انتشار گرماي  ) محلی هم(در این مقاله روش کالوکیشن

 و  ،  بسیار پایدار نیست، در حالیکه  و  رسد که  از آزمایشاتمان، بنظر می. پکله بالا بررسی کردیم

  . کنند بسیار خوب عمل می

  منابع

 

[1]power.H,Barraco v.A comparison analysis between unsymmeteric and  symmetric radial basis 

function collocation methods for the numerical  solution of partial differential equations.computers    

with Applications2002;43:551-583 

[2]Kansa EJ,Honyc.circumventing the ill-conditioning problem with multiquadric radial basis  

functions.application to elliptic partial differential equations. Computers and mathematics  with 

Applications 2000;39:123-137 

www.sid.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

 

[3]Fassauer GE.Solving  partial differential  equations by collocation with radial basis function .In 

proceding of Chamonix,lemehaute A,Rabut c, schumaker l(eds) vander bilt university press,1997;131-

138 





















  

  

 

www.sid.ir

