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و خطͬ نرمهای تحت Rk فضای روی نقطه�ای وزن تغییرات با معکوس و ͷکلاسی ١-میانه مسائل مقاله این در چͺیده:
k اساسحل بر ،Rk فضای روی ͷکلاسی ١-میانه مسأله حل برای شده ارائه روش مͬ�گیرند. قرار مطالعه مورد چبیشف
باشد نمͬ برقرار متناظر معکوس مدل برای خاصیت این صورتیͺه در مͬ�باشد، ١-بعدی فضای روی وزن�دار میانه مسأله
چبیشف، نرم تحت معکوس و ͷکلاسی ١-میانه مسائل حل برای بعلاوه طلبد. مͬ را متفاوت جواب استراتژی ͷی و
کسری b-تطابق و ٢-متعادل جریان ای شبͺه مسائل حل بر مبتنͬ که شود مͬ ارائه ای جمله چند ترکیبیاتͬ های الͽوریتم

هستند.
کسری. b-تطابق ٢-متعادل، جریان مسئله معکوس، بهینه�سازی وزن�دار، میانه مسئله مͺان�یابی، مسائل کلیدی: کلمات

مͬ�باشد: زیر برنامه�ریزی مدل برای بهین جواب کردن

min

n∑
i=۱

min
j=۱,··· ,n

wid(Ai, uj) (١)

s.t. uj = (uj۱, · · · , ujk) ∈ Rk, ∀j = ۱, · · · , p,

برحسب uj و Ai نقطه دو بین فاصله d(Ai, uj) درآن که
مͬ�باشد. اقلیدسͬ یا خطͬ چبیشف، نرم

این معکوس مدل ،ͷکلاسی p-میانه مسائل با تقابل در
مͬ�گردد: بیان زیر بصورت نیز مسائل

i = ۱, · · · , n ،Ai = (xi۱, · · · , xik) نقاط کنید فرض
مجموعه و مشتریان مͺان بعنوان wi نامنفͬ وزن�های با
داده Rk فضای روی سرویس�دهنده�ها مͺان بعنوان H

به شده داده نقاط وزن تغییر هدف، باشند. شده

مسائل بیان و مقدمه ١

بهينه�سازی در پايه�ای مدل�های جزو مͺان�يابی مسائل
فراوان، كاربردهای به توجه با كه مͬ�باشند تركيبياتͬ
ͷی .[٣] بوده�اند پژوهشͽران توجه مورد همواره
ͷکلاسی p-میانه مدل مͺان�یابی، مسائل از خاص مدل
مͬ�گردد: بیان� Rk فضای روی زیر بصورت که مͬ�باشد

،Ai = (xi۱, · · · , xik) نقطه n تعداد کنید فرض
وزن�های با مشتریان بعنوان Rk فضای روی i = ۱, · · · , n

نقطه p تعداد یافتن هدف، باشند. شده داده wi نامنفͬ
مͬ�باشد، سرویس�دهنده�ها استقرار جهت Rk فضای روی
نزدیͺترین از مشتریان وزن�دار فواصل مجموع بطوریͺه
پیدا هدف، دیͽر بعبارتͬ برسد. حداقل به دهنده سرویس

١
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بیشتر مربوطه�اش وزن که نقطه�ای n = ۲ اگر
است. وزن�دار میانه بعنوان باشد

آنگاه ،n > ۲ اگر .٢ گام

آورید X۱بدست آرایه میانه بعنوان را xj۱ .١.٢
دهید قرار و

R = {xi۱ ∈ X۱ : xj۱ < xi۱},

L = {xi۱ ∈ X۱ : xj۱ > xi۱}.

دهید قرار .٢.٢
WR =

∑
xi۱∈R

wi, WL =
∑

xi۱∈L

wi.

دهید قرار آنگاه ،WR > WL اگر .٣.٢
B = {xi۱ ∈ X۱ : xj۱ ≤ xi۱}

را ١ الͽوریتم .wj = wj + WL و
B آرایه وزن�دار میانه آوردن بدست برای

کنید. فراخوانͬ
دهید قرار آنگاه ،WR < WL اگر .۴.٢
B = {xi۱ ∈ X۱ : xj۱ ≥ xi۱}

را ١ الͽوریتم .wj = wj + WR و
B آرایه وزن�دار میانه آوردن بدست برای

کنید. فراخوانͬ

گرفت: نتیجه توان مͬ همواره

Rk فضای روی ͷکلاسی ١-میانه مسأله .٢.١ قضیه
مͬ�باشد. حل�پذیر O(n) زمان در خطͬ نرم تحت

روی معکوس ١-میانه مسأله ٣
خطͬ نرم تحت R۲ فضای

نقاط کنید فرض معکوس، ١-میانه مͺان�یابی مدل در
نرم تحت آنها بین فاصله و بوده صفحه روی شده داده
معین قبل از نقطه کنید فرض همچنین باشد. خطͬ
و c+۰ افزایش هزینه و w۰ وزن دارای نیز A۰ = (x۰۱, x۰۲)

پیشنهاد مسأله این حل برای که روشͬ باشد. c−۰ کاهش
این در مͬ�باشد. حریصانه روش از استفاده است شده

از مͺان p تعداد بطوریͺه مͬ�باشد w̃i = wi + q+i − q−i

فضای روی p-میانه مͺان {A∗
۱, · · · , A∗

p} ⊆ H معین قبل
وزن کاهش و افزایش مقدار بترتیب q−i و q+i باشد. Rk

افزایش هزینه بترتیب c−i و c+i کنید فرض مͬ�باشد. wi

برای مجاز بالای کران wi و w̄i و باشد wi وزن کاهش و
کنید تعریف باشد. wi وزن کاهش و افزایش اندازه

S = {S : S ⊆ H, |S| = p}.

با معکوس p-میانه مͺان�یابی مسأله ͷی صورت این در
مͬ�گردد: فرمول�بندی زیر بصورت نقطه�ای وزن تغییرات

min
n∑

i=۱

(c+i q
+
i + c−i q

−
i ) (٢)

s.t.
n∑

i=۱

w̃i( min
j=۱,··· ,p

d(Ai, A
∗
j )− min

A′
j∈S

d(Ai, A
′
j)) ≤ ۰

∀S ∈ S ,

۰ ≤ q−i ≤ wi − wi, ∀i = ۱, · · · , n,

۰ ≤ q+i ≤ w̄i − wi, ∀i = ۱, · · · , n.

مدل حل برای خطͬ الͽوریتم ͷی [٢] در نیͺل و هاماخر
داده�اند. ارائه چبیشف و خطͬ نرم تحت رویصفحه (١)
نظر در Rk کلͬ�تر فضای روی (١) مسأله نیز مقاله این در

مͬ�گردد. ارائه حل روش ͷی آن برای و شده گرفته

روی ͷکلاسی ١-میانه مسأله ٢
خطͬ نرم تحت Rk فضای

نقاط بین فاصله ͷکلاسی ١-میانه مسأله در کنید فرض
ͷکلاسی ١-میانه مسأله حل باشد. خطͬ نرم تحت
k حل بر مبتنͬ خطͬ نرم تحت Rk فضای روی
مͬ�باشد. R حقیقͬ فضای روی وزن�دار میانه مسأله
نقاط وزن�دار میانه کردن پیدا برای را ١ الͽوریتم
بͽیرید. درنظر ١-بعدی X۱درفضای = {x۱۱, · · · , xn۱}

X۱ = {x۱۱, · · · , xn۱} وزن�دار میانه ١:محاسبه الͽوریتم

و است وزن�دار میانه x۱۱ آنگاه ،n = ۱ اگر .١ گام
٢
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تاکنون که هزینه کمترین با را Ai نقطه ͷی .۴ گام
صورت در کنید. اختیار است، نشده انتخاب
الͽوریتم اجرای به نقطه�ای چنین وجود عدم

ندارد. وجود شدنͬ جواب دهید، خاتمه

دهید قرار آنگاه ،Ai ∈ ZB̄ ∩ Z̄= اگر .١.۴
و D = D − δ ،δ = min(w̄i − wi, D)

.wi = wi + δ

دهید قرار آنگاه ،Ai ∈ ZB̄ ∩ Z̄< اگر .٢.۴
،δ = min(w̄i − wi, D, b۱)

b۱ = b۱−δ Dو = D−δ ،wi = wi+δ

دهید قرار آنگاه ،Ai ∈ ZB̄ ∩ Z̄> اگر .٣.۴
،δ = min(w̄i − wi, D, b۲)

.b۲ = b۲−δ Dو = D−δ ،wi = wi+δ

دهید قرار آنگاه ،Ai ∈ HF ∩ Z̄= اگر .۴.۴
،D ،wi ،δ = min(wi − wi, D, b۱, b۲)

دهید. کاهش δ اندازه به را b۲ و b۱

دهید قرار آنگاه ،Ai ∈ ZF ∩ Z̄< اگر .۵.۴
،δ = min(wi − wi, D, b۲)

b۲ = b۲−δ. ،D = D−δ ،wi = wi−δ

دهید قرار آنگاه ،Ai ∈ ZF ∩ Z̄> اگر .۶.۴
،δ = min(wi − wi, D, b۱)

.b۱ = b۱−δ Dو = D−δ ،wi = wi−δ

خاتمه الͽوریتم اجرای به آنگاه ،D = ۰ اگر .۵ گام
بروید. ۴ گام به صورت این غیر در دهید

روی ͷکلاسی ١-میانه مسأله ۴
چبیشف نرم تحت Rk فضای

ͷکلاسی ١-میانه مͺان�یابی مدل در کنید فرض
بصورت مدل تصمیم�گیری متغیرهای بردار (١)
کنید فرض همچنین شود. تعریف u = (u۱, · · · , uk)

با که باشد چبیشف نرم تحت u و Ai نقاط بین فاصله
مدل صورت این در مͬ�شود. داده نشان d∞(u,Ai) نماد

حسب بر یͷلیست در صعودی بطور را نقاط ابتدا روش،
ͷی انتخاب با سپس کرده، مرتب شده داده هزینه�های
که ناحیه�ای به توجه با را آن وزن هزینه، کمترین با نقطه
تا را عمل این مͬ�دهیم. تغییر دارد قرار A۰ نقطه به نسبت
زیر بصورت که بهینگͬ شͺاف که مͬ�دهیم انجام زمانͬ

برسد صفر به مͬ�شود، تعریف

D = max{۰,|WX< −WX>| −WX=,

|WX< −WY>| −WY=}

WX∼ =
∑
i∈X∼

wi ،X∼ = {i : xi۱ ∼ x۰۱} آن در که

∼ نماد .WY∼ =
∑
i∈Y∼

wi ،Y∼ = {i : xi۱ ∼ x۰۲} و

خلاصه بطور مͬ�باشد. ≥ و > ،≤ ،< ،= روابط از ͬͺی
معکوسرویصفحه ١-میانه مسأله حل برای ٢ الͽوریتم

مͬ�گردد. ارائه O(n log n) زمان در خطͬ نرم تحت
معکوسرویصفحه ١-میانه مسأله حل :٢ الͽوریتم

خطͬ نرم تحت

تعریفکنید: زیر بصورت Dرا بهینگͬ معیار .١ گام

D = max{ max
Z=X,Y

|WZ<−WZ>|−WZ=, ۰}.

خاتمه الͽوریتم اجرای به آنگاه ،D = ۰ اگر .٢ گام
صورت این غیر در دهید.

کنید فرض .١.٢
همچنین ،F ∈ {<,>} و Z ∈ {X,Y }

.D = WZF −WZB̄ دهید قرار
دهید قرار آنگاه ،Z = Y فرضکنید اگر .٢.٢

برعکس. و Z̄ = X

دهید قرار آنگاه ،F =< کنید فرض اگر .٣.٢
برعکس. و B̄ =≥ و B =>

دهید قرار .۴.٢
b۱ = ۱

۲ (D +WZ̄≥ −WZ̄<),

b۲ = ۱
۲ (D +WZ̄≤ −WZ̄>).

را c−i و Ai ∈ ZB̄ برای را c+i هزینه ضرایب .٣ گام
لیست ͷی در صعودی بطور Ai ∈ ZF̄ برای

دهید. قرار
٣
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معکوس ١-میانه مدل بهین جواب که داد نشان مͬ�توان
٢-متعادلͬ جریان مسأله ͷی جواب از مͬ�تواند نظر مورد

مͬ�آید: مͬ�شود،بدست زیرساخته بصورت که
گرفته نظر در G = (V۱ ∪ V۲, E) بخشͬ دو گراف ͷی
نقاط متناظر رأس n شامل V۱ مجموعه بطوریͺه مͬ�شود
نیز V۲ مجموعه مͬ�باشد. ١-میانه مدل از An،· · · ،A۱

مخروط�های با متناظر رأس ۲k شامل

Q≥
j = {x ∈ Rk|xj ≥ ۰, |xj | > |xr|,∀r ̸= j},

Q≤
j = {x ∈ Rk|xj ≤ ۰, |xj | > |xr|, ∀r ̸= j}

مسأله در مخزن جفت ͷی Q≤
j و Q≥

j بطوریͺه مͬ�باشد
منبع ͷی بعلاوه مͬ�دهند. تشͺیل را ٢-متعادل جریان
به c(s,Ai) = wi ظرفیت�های با (s,Ai) یال�های و s

یال ͷی Ai نقطه هر از همچنین مͬ��شوند. اضافه گراف
تعریف Q≤

j و Q≥
j مخروط�های به نامتناهͬ ظرفیت با

داشته قرار متناظر مخروط بستار در اگر فقط و اگر مͬ�شود
شبͺه روی ٢-متعادل جریان مدل جواب همواره باشند.
کاهش کسری b-تطابق مدل ͷی جواب به شده تعریف
O(n۳ logn) زمان در مسأله این که آنجایی از مͬ�یابد.

گرفت: نتیجه مͬ�توان لذا ،[١] است حل قابل

تحت Rk فضای معکوسروی ١-میانه مدل .۵.١ قضیه
مͬ�باشد. حل�پذیر O(n۳ log n) زمان در چبیشف نرم
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هر بازای بود. خواهد غیرخطͬ برنامه�ریزی مدل ͷی (١)
دهید قرار i = ۱, · · · , n

zi = max(|xi۱ − u۱|, · · · , |xik − uk|).

روش با را شده ایجاد غیرخطͬ برنامه�ریزی مدل مͬ�توان
خطͬ برنامه�ریزی مدل بصورت فوریه-موتزکین حذفͬ

کرد: بازنویسͬ زیر معادل

min

n∑
i=۱

wizi (٣)

s.t. zi + zr ≥ dir, ∀r = ۱, · · · , n, i = r + ۱, · · · , n,

zi ≥ ۰, ∀i = ۱, · · · , n.

.dir = max
j=۱,··· ,k

(xij − xrj) درآن که

مسأله ͷی با ارز هم (٣) مسأله دوآل که است شده ثابت
داده نشان [١] در مͬ�باشد. کسری b-تطابق ترکیبیاتͬ
حداقل نوع جریان مدل ͷی حل طریق از که است شده
در را کسری b-تطابق مسأله جواب مͬ�توان معادل هزینه
مͬ�شود: نتیجه بنابراین آورد. بدست O(n۳ logn) زمان

روی ͷکلاسی ١-میانه مͺان�یابی مدل .۴.١ قضیه
O(n۳ log n) زمان در چبیشف نرم تحت Rk فضای

مͬ�باشد. حل�پذیر

روی معکوس ١-میانه مسأله ۵
چبیشف نرم تحت Rk فضای

Rk فضای روی را (٢) معکوس ١-میانه مͺان�یابی مدل
.c+i = c−i = ۱ دهید قرار بͽیرید. نظر در k ≥ ۲ بازای
در .wi ≥ ۰ دهید قرار i = ۱, · · · , n بازای همچنین
برنامه�ریزی بصورتمدل تحتمطالعه صورتمسأله این

مͬ�گردد: مدل�بندی زیر غیرخطͬ

min
n∑

i=۱

|wi − w̃i| (۴)

s.t.
n∑

i=۱

w̃id∞(Ai, A) ≥
n∑

i=۱

w̃id∞(Ai, A
∗), ∀A ∈ Rk,

w̃i ≥ ۰, ∀i = ۱, · · · , n.

۴
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