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مشخصه و کرده بررسͬ را هیلبرتͬ عملͽرهای فضای های مجموعه زیر برخͬ یͺۀ گوی دورپذیری مقاله این در چͺیده:
کنیم. مͬ ارائه عددی برد از استفاده با را فضا از مشخص نقطه ͷی از کراندار ای مجموعه دور نقاط برای ای

عددی. برد ، ضعیف و قوی توپولوژی یͺه، پذیر دور پذیر، دور های مجموعه کلیدی: کلمات

نرمدار فضای هر در یͺه گوی که آنجا از همچنین یافت.
که شد مطرح سوال این است، دورپذیر مجموعه ͷی ،X
گوی ،X از Y مانند ای سره های مجموعه زیر چه ازاء به
سال در Xاست. فضای از پذیر دور ای مجموعه BY یͺه
توابع فضای ی زیرمجموعه یͺه گوی دورپذیری ٢٠٠٩
این در گردید. مطرح [٢] باندیوپادهیای۴ توسط پیوسته
از سره های زیرمجموعه برخͬ یͺه گوی پذیری دور مقاله
مشخصه بیان به و داده نشان را هیلبرتͬ عملͽرهای جبر
خواهیم نقاط این یͺتایͬ شرایط نیز و دور نقاط برای ای

پرداخت.

مقدمات

ͬͺی عنوان به دور، نقطه یافتن نظریه اخیر های دهه در
مختلفͬ کاربرد امروزه که تقریب نظریه های شاخه از
و..در کامپیوتر علوم و اقتصاد جمله از مختلف علوم در
مورد دارد، نیز فراوان کاربرد باناخ فضاهای هندسه
و فرانͺتین است. گرفته قرار ریاضیدانان بسیاری توجه
بیان به خطͬ توابع از استفاده با ١٩۶۵ سال در سینͽر
١٩۶۶ سال در اند. پرداخته نقاط این برای مشخصه
محدب یͺنواخت فضاهای در نظریه این به [٣] آسپلاند١
[١] پاندا٣ و کاپور٢ چون افرادی بعد به ١٩٧٨ درسال و
اند. پرداخته ͷکلاسی های فضا در مسئله این بررسͬ به
چͽال دورپذیری مفهوم زیلز، و لئو توسط ١٩٧۴ درسال
توسیع و مطرح نرمدار فضای در کراندار های مجموعه
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تولید توپولوژی (ضعیف): قوی توپولوژِی .۵.١ تعریف
صورت به px آن در که (px)x∈H های نرم شبه توسط شده

شوند: مͬ تعریف زیر
px : B(H) → R+, u 7→ ∥u(x)∥,

(px : B(H) → R+ u → | < u(x), y > |, x, y ∈ H)

گویند. مͬ قوی(ضعیف) توپولوژِی را

شده تولید توپولوژی : ضعیف* توبولوژی .۶.١ تعریف
زیر صورت به px آن در که (px)x∈H های نرم شبه توسط

شوند: مͬ تعریف
px : B(H) → R+ u → |tr(uv)|, v ∈ L1(H),

میͽویند. ضعیف* توپولوژِی را

ͷی Y و هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .٧.١ قضیه
صورت این در باشد. B(H) از ضعیف* بسته مجموعه

است. یͺه پذیرگوی دور Y

.SBy (T ) = r و T ∈ B(H) کنید فرض اثبات:
که است موجود BY از Tn دنباله ͷی صورت این در
مجموعه ͷی BY اینͺه از .limn→∞ ∥Tn − T∥ = r

A ∈ BY و Tnk
دنباله زیر پس است، ضعیف* فشرده

توپولوژی اینͺه از .Tnk

w∗

−−→ A که قسمͬ به دارد وجود
شود مͬ نتیجه ضعیفاست توپولوژی از قویتر ضعیف*،

داریم: x, y ∈ H هر برای لذا و Tnk
− T

w−→ A− T

lim
nk→∞

|⟨(Tnk
− T )x, y⟩| = |⟨(T −A)x, y⟩|

≤ ∥(T −A)x∥∥y∥

sup
∥y∥=1

|⟨(Tnk
− T )x, y⟩| ≤ ∥(A− T )x∥

sup
∥x∥=1

∥(Tnk
− T )x∥ = ∥Tnk

− T∥

≤ ∥A− T∥

بنابراین

r = lim
nk→∞

∥Tnk
− T∥ ≤ ∥A− T∥

است. یͺه پذیرگوی دور Y و A ∈ FBY (T ) بنابراین

یͺه گوی پذیری دور ١

و نرمدار خطͬ فضای ͷی X کنیم فرض .١.١ تعریف
این در باشد. x ∈ X و X از کراندار ای مجموعه زیر A
زیر صورت به را x تا A مجموعه فاصله دورترین صورت

کنند: مͬ تعریف
SA(x) = sup

g∈A
∥x− g∥.

از نقطه دورترین را y0 اینصورت در ،y0 ∈ A کنیم فرض
که: صورتͬ در نامیم A در x

∥ x− y0 ∥= SA(x).

کنیم: مͬ تعریف x ∈ X هر برای همچنین
FA(x) := {a ∈ A | ∥ x− a ∥= SA(x)}.

پذیر۵ دور را A تهͬ غیر کراندار مجموعه .٢.١ تعریف
FA(x) ̸= ∅ ،x ∈ X هر ازای به که صورتͬ در گوییم،

باشد.

این در باشد، X از ای مجموعه زیر Kکنید فرض
کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به را BK مجموعۀ صورت

BK := {y ∈ K : ∥y∥ ≤ 1}.

یͺه۶ گوی پذیر دور Kرا تهͬ غیر مجموعه تعریف٣.١.
.FBK

(x) ̸= ∅ ،x ∈ X هر ازای به اگر گوییم،

شرایط از ͬͺی در Y اگر Y ⊆ X فرضکنید .۴.١ قضیه
کند: صدق زیر

باشد. X از ای فشرده زیرمجوعه Y (١
باشد. X از البعدای متناهͬ زیرفضای Y (٢

است. یͺه پذیرگوی دور Y آنͽاه

[٢] به شود رجوع اثبات:
B(H) و باشد. هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض
این بروی باشد. Hاز کراندار خطͬ توابع تمام از متشͺل
توپولوژی شونده جدا های نرم شبه خانواده توسط فضا
ذیل در که شود مͬ تعریف مختلفͬ محدب موضعاً های

است: شده اشاره آنها از مورد دو به
remotal۵

ball remotal۶

٢
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متناهͬ B(KY ) که شود مͬ نتیجه است KYمتناهͬ اینͺه
آن یͺه گوی نتیجه در است البعد متناهͬ Y پس است.

است. پذیر دور لذا و فشرده مجموعه ͷی
صورت این در f ∈ B(H) کنید فرض

Zf := {{xn} ∈ H : ∥xn∥ = 1, lim
n→∞

∥f(xn)∥ = ∥f∥}.

صورت این ,fدر g ∈ B(H) کنید فرض .١٢.١ تعریف
و داده نمایش W (g∗f) با را f به نسبت g∗f عددی برد

کنند: مͬ تعریف زیر صورت به
{λ ∈ C : λ = lim

n→∞
⟨g∗f(xn), xn⟩, {xn} ∈ Zf}.

از کرانداری مجموعه زیر B کنید فرض .١٣.١ لم
این در باشد. g′ ∈ FB(f) و f ∈ B(H) \ B ،B(H)

وجود {xh
n}n∈N ∈ Zf−h1 ، h ∈ B هر برای صورت

که بقسمͬ دارد
lim
n→∞

Re⟨(f − h)(xh
n), (g

′ − h)(xh
n)⟩ = 0.

از کرانداری مجموعه زیر B کنید فرض .١۴.١ قضیه
صورت این در باشد. g0 ∈ B و f ∈ B(H) \ B ،B(H)

،h ∈ B هر برای اگر فقط و اگر g0 ∈ FB(f)

minReW ((g0 − h)∗(f − h)) ≤ 0. (١)

نامساوی h ∈ B هر برای کنید فرض اثبات:
شرط در {xh

n}n∈N ∈ Zf−h و باشد درست (١)
صدق limn→∞Re⟨(f − h)(xh

n), (g0 − h1)(x
h
n)⟩ ≤ 0

: داریم صورت این در کند

∥f − g0∥2 ≥ lim
n→∞

∥f − g0(x
h
n)∥2

= lim
n→∞

∥(f − h)(xh
n)− (g0 − h(xh

n)∥2

= lim
n→∞

∥(f − h)(xh
n)∥2

+ ∥(h− g0)(x
h
n)∥2

− 2Re⟨(f − g0)(x
h
n), (g0 − h)(xh

n)⟩

≥ lim
n→∞

∥(f − h)(xh
n)∥2 = ∥f − h∥2.

برعͺس .g0 ∈ FB(f) لذا ∥f − h∥ ≤ ∥f − g0∥ بنابراین
١٣.١ لم به بنا صورت این در g0 ∈ FB(f) کنیم فرض

که قسمͬ به {xh
n}n∈N ∈ Zf−h دارد وجود

Re⟨(f − h)(xh
n), (g0 − h)(xh

n)⟩ = 0,

A و هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .٨.١ نتیجه
این در باشد. B(H) از قوی بسته محدب مجموعه ͷی

است. یͺه پذیرگوی دور A صورت

است قوی بسته محدب یͷمجموعه A چون اثبات:
ضعیفاست بسته Aمجموعه ،[۴] قضیه٢.٧.۴ به بنا لذا
کراندار های مجموعه روی ضعیف توپولوژی چون و
٧.١ قضیه به بنا لذا ضعیف* توپولوژِی با است معادل

است. یͺه پذیرگوی دور A

ای مجموعه زیر B و K ⊆ H کنید فرض .٩.١ تعریف
باشد B(H) از

Alg(K) = {T ∈ B(H) : T (K) ⊆ K}.

Lat(B) := {M ⊆ H : TM ⊆ M (∀T ∈ B)}.

H فضای زیر ͷی K کنید فرض .١٠.١ نتیجه
باشد.

B(H) از یͺه پذیرگوی اینصورتAlg(K)دور در (١
است.

دور چͽال طور به Y آنͽاه Y ∈ Lat(Alg(K)) اگر (٢
است. یͺه پذیرگوی

ضعیف بسته مجموعه ͷی Alg(K) چون اثبات:
٧.١ قضیه به بنا و است بسته ضعیف* طور به لذا است

است. B(H) از یͺه پذیرگوی دور مجموعۀ زیر
[٢]. به شود رجوع اثبات (٢)

KY = {t ∈ H : ∥g(t)∥ = ∥g∥, g ∈ BY }.

باشد، B(H) فضای زیر ͷی Y فرضکنید .١١.١ قضیه
دور Y صورت این در باشد. متناهͬ KY که بقسمͬ

است. یͺه پذیرگوی

را Y مجموعه توان مͬ تحدید نͽاشت توسط اثبات:
دیͽر عبارت به نشاند. B(KY ) در

ϕ : Y −→ B(KY ), g 7→ g |
KY

,

لذا و است ایزومتری ϕ نͽاشت KY تعریف به بنا و
و dim(Y ) = dimkerϕ+dimImϕ رابطه از kerϕ = {0}

٣
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minReW ((g′ − h)∗(f − h)) ≤ 0. بنابراین

از کرانداری مجموعه زیر B کنید فرض .١۵.١ قضیه
صورتیͺه در باشد. g0 ∈ FB(f) و f ∈ B(H)\B ،B(H)

که قسمͬ به −Kf > 0 باشد داشته وجود

minReW ((g0 − h)∗(f − h)) < −Kf∥h− g0∥2 (٢)

.FB(f) = {g0} آنͽاه

(٢) نامساوی h ∈ B هر برای کنید فرض اثبات:
که قسمͬ به {xh

n}n∈N ∈ Zf−h و باشد درست
lim

n→∞
Re⟨(f−h)(xh

n), (g0−h)(xh
n)⟩ < −Kf∥h−g0∥2,

داریم صورت این در

∥f − g0∥2 ≥ lim
n→∞

∥(f − g0)(x
h
n)∥2

= lim
n→∞

∥(f − h)(xh
n)− (g0 − h)(xh

n)∥2

= lim
n→∞

∥(f − h)(xh
n)∥2

+ ∥(g0 − h)(xh
n)∥2

− 2Re⟨(f − h)(xh
n), (h− g0)(x

h
n)⟩

≥ ∥f − h∥2 +Kf∥h− g0∥2,

داریم h ∈ B هر برای بنابراین
∥f − g0∥2 ≥ ∥f − h∥2 +Kf∥h− g0∥2,

: داریم صورت این در g1 ∈ FB(f) کنیم فرض حال

∥f − g0∥2 ≥ ∥f − g1∥2 +Kf∥g1 − g0∥2,

= ∥f − g0∥2 +Kf∥g1 − g0∥2.

∥g1 − g0∥2 = 0 که افتد مͬ اتفاق زمانͬ تنها رابطه این و
g1 = g0 لذا

۴
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