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در است. CIR مدل تحت قرضه اوراق ارزش�گذاری برای طیفͬ روش ͷی ارائه�ی مقاله این در ما هدف چͺیده:
مͬ استفاده گالرکین بندی فرمول از حاصل، جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله حل برای طیفͬ روش سازی پیاده
اساس بر طیفͬ روش�های بیشتر حالیͺه در است، متناهͬ نیمه بازه�ی ͷی مد�نظر معادله�ی تعریف دامنه�ی کنیم.
روی متعامد سیستم ͷی معرفͬ با لذا شوند. مͬ بندی دسته [−1, 1] متناهͬ بازه�ی روی و ژاکوبͬ چندجمله�ای�های
نیز روش همͽرایͬ زنیم. مͬ تقریب را معادله جواب است، ژاکوبͬ های ای چندجمله از برگرفته ،که [0,+∞) بازه�ی

شود. مͬ ثابت
ژاکوبͬ. کسری توابع گالرکین، روش طیفͬ، های روش ، CIR مدل قرضه، اوراق گذاری ارزش کلیدی: کلمات

سازی مدل جهت راس و اینͽرسل ، کͺس توسط بار
است نامنفͬ یͷفرآیند که آنجا از و شد معرفͬ بهره نرخ
بازگشت خاصیت چون هم مناسبͬ های ویژگͬ دارای و
از اینجا در ما است. توجه مورد باشد، مͬ میانͽین به
استفاده مدت٢ کوتاه بهره�ی نرخ برای شده ذکر مدل

کنیم. مͬ

مسأله معرفͬ

صفر قرضه�ی اوراق کوپن ارزش P کنیم مͬ فرض
صورت به و باشد مͬ r(t) و t از تابعͬ که باشد

مقدمه

و گران پژوهش برای مالͬ، و پولͬ های سازمان در
از بهادار اوراق تحلیل و تجزیه اقتصادی گران تحلیل
مدل ͷی داشتن بدون است. برخوردار بالایͬ اهمیت
اوراق جمله از بهادار اوراق تحلیل و تجزیه در ریاضͬ
خواهد پیش اشتباهاتͬ مشتقه، اوراق و سهام قرضه،

گرفت. نادیده را ها آن توان نمͬ که آمد
گسترده طور به امروزه که مشهور فرآیندهای از ͬͺی
فرآیند گیرد، مͬ قرار استفاده مورد سازی مدل در
CIR نماد با اختصار به ،که راس١ اینͽرسل- کͺس-
اولین برای فرآیند این باشد. مͬ شود، مͬ داده نمایش
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ها. روش سایر و مربعات کمترین روش
برای طیفͬ روش ارائه�ی مقاله این در ما هدف
برای طیفͬ روش در است. ١ معادله�ی عددی حل
فرمول از جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله حل
توابع عنوان به ژاکوبͬ کسری توابع از و گالرکین بندی

کنیم. مͬ استفاده کوششͬ،

ژاکوبͬ کسری توابع

رابطه�ی با ژاکوبͬ کسری توابع
R

(α,β)
l (x) = J

(α,β)
l (

x− 1

x+ 1
), l = 0, 1, 2, ...

ژاکوبͬ ای Jچندجمله (α,β)
l (y) آن در که شوند مͬ داده

مشخصه�ی توابع توابع، این باشد. مͬ l درجه�ی از
هستند: زیر اشتورم-لیوویل مسأله�ی

∂x(x
β+1(x+1)−α−β∂xν(x))+λxβ(x+1)−α−β−2ν(x) = 0

, x ∈ Λ = (0,∞)

از عبارتند مربوطه ویژه�ی مقادیر و
λ
(α,β)
l = l(l + α+ β + 1), l = 0, 1, 2, ...

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به را χ(α,β)
R (x) وزن تابع

χ
(α,β)
R (x) = xβ(x+ 1)−α−β−2, α, β > −1

فضای برای ژاکوبͬ کسری متعامد توابع صورت این در
بدست کامل متعامد سیستم ͷی L2

χ
(α,β)
R

(Λ) هیلبرت
دهند: ∫مͬ

Λ

R
(α,β)
l (x)R

(α,β)
l′ (x)χ

(α,β)
R (x)dx = γ

(α,β)
l δl,l′

و باشد مͬ کرونͺر دلتای تابع δl,l′ آن در که

γ
(α,β)
l =

Γ(l + α+ 1)Γ(l + β + 1)

(2l + α+ β + 1)Γ(l + 1)Γ(l + α+ β + 1)

T آن در که شود مͬ داده نمایش P = P (r, t, T )

مͬ فرض همچنین باشد. مͬ انقضا) (تاریخ سر�رسید
معادله در {rt, 0 ≤ t ≤ T} قرضه ورق قیمت که کنیم

تصادفͬ دیفرانسیل
drt = k(r − rt)dt+ σr

1/2
t dBt, 0 ≤ t ≤ T,

r انتظار، مورد بازده نرخ k آن در که کند صدق
و پذیری) (نوسان تلاطم پارامتر σ بازگشت، سطح
این در است. استاندارد براونͬ یͷحرکت {Bt, t ≥ 0}

اوراق قیمت تعیین برای دیفرانسیل معادله ͷی صورت
شود: مͬ ارائه زیر صورت به CIR مدل تحت قرضه

∂P

∂t
+

1

2
σ2r

∂2P

∂r2
+ (k(r − r)− qr)

∂P

∂r
− rP = 0

(١)

پذیرش بابت که است ای افزوده ارزش qr آن در که
q(r, t) = صورت به q(r, t) انتخاب به وابسته ͷریس

گردد. مͬ ایجاد ، −qr1/2

σ
در تباهیده٣ گون یͷمعادله�یسهمͬ فوق، معادله�ی
P (r, T, T ) = 1 مرزی شرط با معادله این است. r = 0

و دارد جواب یعنͬ است؛ حالت خوش مسأله�ی ͷی
اینͽونه در که است ذکر به لازم یͺتاست. آن جواب
مجانبͬ مرزی شرایط در r → ∞ وقتͬ ، P مسائل،
ضرایب به r = 0 در مرزی شرط و کند مͬ خاصͬصدق

دارد. ͬͽبست ١ معادله�ی
غالباً مالͬ های مدل مͬ�شود، مشاهده که همان�طور
در و شوند مͬ ظاهر دیفرانسیل معادله ͷی صورت به
موارد بیشتر در دارد. وجود تصادفͬ جمله�ی ها آن اکثر
همراه زیادی مشͺلات با معادلات این تحلیلͬ حل
محدودیت این مرزی شرایط اعمال خصوص به است.
بررسͬ به محققین دلیل همین به دهد. افزایشمͬ را ها
مالͬ ریاضیات زمینه�ی در عددی های روش ارائه�ی و
کنون تا که عددی های روش از برخͬ اند. پرداخته
روشتفاضلات از عبارتند اند، گرفته قرار استفاده مورد
کارلو، مونت روش محدود، تفاضلات روش متناهͬ،
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است. L2

χ
(γ,δ)
R

(Λ) همان H1
α,β,γ,δ(Λ) که داریم توجه

مͬ P،لازم (0, t) = 0 داریم r = 0 در اینͺه فرض با
کنیم: تعریف نیز را زیر فضای شود

0H
1
α,β,γ,δ(Λ) =

{
ν|ν ∈ H1

α,β,γ,δ(Λ)و ν(0) = 0
}
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داریم ν ∈ L2

χ
(α,β)
R

(Λ) هر برای بنابراین و

ν(x) =
∞∑
l=0

v̂l
(α,β)R

(α,β)
l (x)

v̂l = (γ
(α,β)
l )−1

∫
Λ

ν(x)R
(α,β)
l (x)χ

(α,β)
R (x)dx

خطا آنالیز

در است ممͺن ١ معادله�ی در پیشرو جمله�ی ضریب
بͽذارد انحطاط به رو ،(r = 0, r → ∞) خاص نقاطͬ
مقایسه�ی خاص، ویژگͬ این به توجه با کند. رشد یا و
سوبولف فضای در واقعͬ جواب با عددی های جواب
تواند مͬ کار این حالیͺه در است. غیرممͺن معمولͬ
که خاصͬ غیریͺنواخت دار وزن سوبولف فضاهای در
این شود. انجام فضاست، آن به متعلق واقعͬ جواب
است. درست نیز ژاکوبͬ کسری تقریبات مورد در نͺته
به را نیاز مورد فضاهای همͽرایͬ، بررسͬ برای

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت
H1

α,β,γ,δ(Λ) =
{
ν|ν: است پذیر اندازه , ∥ ν ∥1,α,β,γ,δ< ∞

}
نرم با

∥ ν ∥1,α,β,γ,δ= (
(
| ν |2

1,χ
(α,β)
R

+ ∥ ν ∥2
χ
(γ,δ)
R

)1/2
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