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کنیم. مͬ معرفͬ مرزی مقدار مسائل حل برای را ترکیبی بائر گͽن گیری انتگرال ماتریس روش مقاله این در چͺیده:
بائر، گͽن گیری انتگرال ماتریس از استفاده با سپس کند، مͬ تبدیل انتگرالͬ فرم به را اصلͬ مسأله نظر مورد فرآیند
از استفاده با تواند مͬ و بوده حالت خوش خطͬ های دستگاه زیرا کنیم، مͬ تبدیل خطͬ معادلات دستگاه به را آن
و دارد ریاضͬ مسائل در ای گسترده کاربرد روش این شود. حل راحتͬ به خطͬ معادلات استاندارد حل های روش

دهد. مͬ نشان را روش بالای دقت عددی مثالهای از حاصل نتایج
ماتریسانتگرال�گیریگͽن�بائر. انتگرال�گیریگͽن�بائر، نقاطگاوسگͽن�بائر، ایهای�گͽن�بائر، چند�جمله کلماتکلیدی:

ͷبخشی

n درجه بائر گͽن ایهای جمله چند براي .١. تعریف
برند.��������� مͬ بͺار را C
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2 نماد
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داد نمایش زیر بازگشتͬ
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وزن تابع به نسبت استاندارد بائر گͽن �ایهای جمله چند
باشند. مͬ متعامد [−1, 1] بازه در (1− x2

)α− 1
2

مقدمه

معادلات بصورت ͬͺفیزی های پدیده از زیادی تعداد
از ͬͺی طیفͬ روش شوند. مͬ بندی مدل دیفرانسیل
مͬ�باشند. معادلات این حل برای ها روش مشهورترین
سه در که کنند مͬ فراهم محاسباتͬ فرآیند ͷی آنها
و است کرده کسب زیادی محبوبیت گذشته دهه
بͺار معادلات اینگونه حل برای ای گسترده بصورت
به معادلاتدیفرانسیل حل در روشهایطیفͬ مͬ�رود.
هستند. حالت بد اغلب که رسد مͬ جبری دستگاههای
معرفͬ را بائر گͽن ایهای جمله چند ابتدا مقاله این در
را ترکیبی بائر گͽن گیری انتگرال ماتریس سپس کرده

کنیم. مͬ بیان دیفرانسیل معادلات حل برای
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شود. مراجعه [١] به اثبات برای برهان.

باشد مͬ (N + 1)×(N + 1) ماتریسͬ P̂−ماتریس،

نامیده بائر گͽن گیری انتگرال عملیاتͬ ماتریس و
شده تولید خطای دهنده نشان E(α)

N (xi, ξi) مͬ�شود.
باشد. مͬ xi هر ازای به P̂−ماتریس انتگرال توسط
دارد، αپارامتر به بستگͬ حاصل خطای مقدار چون
α برای بهینه مقدار انتگرال�گیری خطای کاهش برای
برشͬ خطای کردن مینیم با نتیجه در و کنیم انتخابمͬ
بهینه بائر گͽن گیری انتگرال ماتریس به انتگرال�گیری
مͬ�شود. محاسبات در دقت افزایس باعث که رسیم مͬ

کنیم فرض .٣. قضیه

SN,M = {zi,k | C(α∗
i )

M+1 (zi,k) = 0, i = 0, · · · , N,

k = 0, · · · ,M}

(١٠)

تعمیم بائر گاوس-گͽن های) (ریشه های گره مجموعه
آن در که باشد، الحاقͬ یا یافته

α∗
i = arg min

α>− 1
2

η2i,M (α) (١١)

ηi,M (α) =

∫ xi

−1

C
(α)
M+1/k

(α)
M+1dx (١٢)

k
(α)
M+1 = 2M

Γ(M + α+ 1)Γ(2α+ 1)

Γ(M + 2α+ 1)Γ(2α+ 1)
(١٣)

باشد تابعͬ f(x) ∈ C∞ [−1, 1] کنیم فرض همچنین
شده زده تقریب ئر با گͽن سری بسط از استفاده با که

مانند ماتریسͬ در�اینصورت باشد،

P (1) =
(
p
(1)
ij

)
i = 0, · · · , N, j = 0, · · · ,M. (١۴)

زیر رابطه در که دارد وجود ξi ∈ [−1, 1] مانند عددی و
کند مͬ ∫صدق xi

−1

f(x)dx =
M∑
k=0

p
(1)
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(١۵)

∫ 1
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)α− 1
2 C(α)

m C(α)
n dx = λ(α)

n δmn,

m, n ∈ Z+

باشد مͬ نرمالسازی عامل λ
(α)
n آن در که

λ(α)
n =

22α−1n!Γ2
(
α+ 1

2

)
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. (٢)

دو بخش

کنیم فرض .٢. قضیه

S
(α)
N = {xk | C(α)

N+1 (xk) = 0, k = 0, · · · , N} (٣)

بائر گاوس-گͽن ( های ریشه ) گرههای مجموعه
استفاده با که باشد تابعͬ f(x) ∈ C∞ [−1, 1] و باشند
باشد. شده زده تقریب بائر گͽن �ایهای جمله چند از

مانند ماتریسͬ دراینصورت

P̂ (1) =
(
p̂
(1)
ij

)
, i, j = 0, 1, · · · , N (۴)

زیر رابطه در که دارد وجود ξi ∈ [−1, 1] مانند عددی و
کند مͬ ∫صدق xi

−1

f(x)dx =
N∑

k=0

(
p̂
(1)
ik

)
f(xk) + E

(α)
N (xi, ξi)

(۵)

آن در که
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(٧)

λ
(α)
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22α−1j!Γ2
(
α+ 1

2

)
(j + α) Γ (j + 2α)

(٨)

E
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fN+1 (ξi)

(N + 1)!k
(α)
N+1

∫ xi

−1

C
(α)
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(٩)

٢

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


دستگاه که است این بندی فرمول این محاسن از ͬͺی
است. حالت خوش کلͬ حالت در حاصل خطͬ

را زیر مرزی شرایط با مرزی مقدار مسئله .۴. مثال
گیریم مͬ درنظر

y′′ (x)− 40xy (x) = 2,

y (−1) = y (1) = 0.

داریم (١٩) و (١٨) روابطه در فوق معادله جایͽذاری با

aij = δij +
(
p̂
(2)
ij − p̂

(2)
N+1,jxi

)
(−40xj),

bi =
M∑
j=0

p
(2)
ij rij − xi

 M∑
j=0

p
(2)
N+1,jrN+1,j


انتگرال�گیری روشماتریس که مͬ�دهد نشان جدول�����(١)
برای مختلف های Nو α انتخاب با ترکیبی بائر گͽن
روش از بهتر تقریبی تواند مͬ مرزی مقدار مسائل حل

آورد. بدست [٣]

نتایج

از استفاده با مرزی مقدار مسائل حل به مقاله دراین
پردازیم. مͬ ترکیبی بائر گͽن گیری انتگرال ماتریس
به مرزی مقدار مسائل تبدیل روش، این کلیدی ایده
بفرم آنها تبدیل سپس باشد. مͬ انتگرالͬ بندی فرمول
حل نهایت در و ترکیبی گͽن�بائر �گیری انتگرال ماتریس
حل از استفاده با معادلات از حاصل خطͬ دستگاه
.ͬͺفیزی فضای در خطͬ دستگاه کارآمد های کننده
ترکیبی بائر گͽن گیری انتگرال ماتریس روش ارائه
تنزل از و شده حالتͬ خوش خطͬ دستگاه به منجر
عددی بطور شده ارائه الͽوریتم کند. مͬ دقتجلوگیری
نسبتاً تعداد از استفاده با را طیفͬ دقت و است پایدار
ویژگͬ�های از ͬͺی که دهد مͬ ارائه جواب نقاط از کمͬ

باشد. مͬ طیفͬ روش ͷی برای مهم

شود. مراجعه [٢] به اثبات برای برهان.

سه بخش

ماتریس از استفاده با دیفرانسیل معادله حل برای
معادله جواب (HGIM) ترکیبی بائر گͽن گیری انتگرال

را زیر مرزی شرایط با دیفرانسیل

y′′ (x) = f (x) y′ (x) + g (x) y (x) + r (x) , (١۶)

y (0) = β, y (1) = γ. (١٧)

بائر گاوس-گͽن های گره در را

xi ∈ S
(α)
N i = 0, 1, · · · , N

دیفرانسیل معادله ابتدا منظور این برای کنیم. مͬ پیدا
استفاده با سپس و کنیم مͬ تبدیل انتگرال معادله به را
را حاصل انتگرال معادله P−ماتریس گیری انتگرال از
دستگاه کنیم. مͬ تبدیل معادلات از جبری دستگاه به
نشان Aw = b ماتریسͬ بفرم توانیم مͬ را حاصل خطͬ
را b = (bi) ستونͬ بردار و A = (aij) ماتریس دهیم.

کنیم مͬ تعریف زیر بصورت

aij = δij −
(
p̂
(1)
ij − p̂

(1)
N+1,jxi

)
fj

+
(
p̂
(2)
ij − p̂

(2)
N+1,jxi

)
(Fj − gj) (١٨)

bi =
M∑
j=0

p
(2)
ij rij

− xi

 M∑
j=0

p
(2)
N+1,jrN+1,j + β − γ

+ β

(١٩)

دستگاه های کننده حل از استفاده با .f ′ = Fآن در که
شود. مͬ حاصل فوق دستگاه برای تقریبی جواب خطͬ
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تقریب قابلیت ترکیبی، بائر گͽن انتگرال��گیری ماتریس
دارد. را ها گره تعداد افزایش به نیاز بدون بالاتر مرتبه
شده مطرح مثالͬ در پیشنهادی روش اجرای نحوی
پیشنهادی روش عملͺرد با آمده بدست نتایج و است
اخیر های متن در که است هایی ͷتکنی سایر از بهتر

است. شده مطرح جواب دقت مورد در
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