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چͺیده:
گرفته اند قرار بررسͬ مورد گسترده ای به طور اخیرا که هستند پارامتری خانواده های چوله تͬ و چوله نرمال توزیع های
شده مشخص آنها در ͬͽچول پارامتر که هستند ͷکلاسی tو نرمال توزیع های با مقایسه در ͬ تری کل خانواده که به طوری
به خاطر واگرایی هایی دچار است ممͺن ماکسیمم درستنمایی برآورد که است آن خانواده ها این اصلͬ مشͺل است.
روی ناخوشایندی اثرات مسأله این ͬ افتد، م اتفاق توجهͬ قابل احتمال با محدود نمونه های برای که شود، ͬͽچول
است. شده گذاشته بیزی و ͷکلاسی رهیافت دو هر روی پیش مشͺل این بر یافتن غلبه برای راه هایی دارد. تحلیل ها
ارائه روشͬ تاوانیده درستنمایی اساس بر مقاله دراین است. وابسته نمونه ها وضعیت به آنها شدن اجرایی قابلیت اما
دارد. متغیره چند حالت در ͬ تری کل کاربردهای حال این با و است معادل موجود روش های از بعضͬ با که ͬ شود م

تاوانیده. درستنمایی چوله تͬ، توزیع نرمال، چوله توزیع کلیدی: کلمات

ماتریس اطلاع و است خمیدگͬ دارای نقطه ͷی در α

در باشد. معلوم توزیع اگر حتͬ است ویژه انتظار مورد
(١٩٨۵) آزالینͬ شده مرکزی پارامترهای از مقاله این
چوله نرمال توزیع متغیره چند حالت ͬ شود. م استفاده
قرار بررسͬ مورد (٢٠١٣) دالاواله و آزالینͬ توسط

است. گرفته

ͬͽچول پارامتر درستنمایی تحلیل ابتدا مقاله این در
بخش در سپس ͬ شود. م بیان موجود مشͺلات و
چوله نرمال توزیع برای تاوانیده درستنمایی تحلیل ٢
٣ بخش در متغیره چند چوله تͬ توزیع ͬ گردد. م معرفͬ
۴ بخش در تاوانیده درستنمایی تحلیل آن برای و ارائه
انجام شبیه سازی مطالعه ͷی ۵ بخش در ͬ شود. م بیان

ͬ شود. م ارائه نتیجه گیری و بحث ۶ بخش در نهایتا و

مقدمه

است نرمال بزرگ خانواده به متعلق چوله نرمال توزیع
در ͬ دهد. م نشان را ͬͽچول که αپارامتراضافه ͷی با

به صورت چͽالͬ تابع دارای متغیره ͷی حالت

f(x) =
۲
ω
ϕ(z)Φ(αz), z = (x− ξ)/w (١)

مقیاس پارامتر (w ≥ ۰) مͺان، پارامتر ξ درآن که است
و چͽالͬ تابع ϕ(.) همچنین است. ͬͽچول پارامتر α و
برای ͬ دهند. م نشان را استاندارد نرمال توزیع تابع Φ(.)
استفاده SN(ξ, ω2, α) نماد از چوله نرمال توزیع نمایش
داشت خواهیم را N(ξ, ω2) آنگاه ،α = ۰ اگر ͬ کنیم. م
برای درستنمایی لͽاریتم تابع نمودار نمونه هر برای و

١
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lp(θ) = شͺل به تابعͬ منظور این برای است. α واگرای
لͽاریتم تابع l(θ) آن در که بͽیرید. نظر در l(θ) − Q

lp(θ) که θ̃ کمیت است. نامنفͬ کمیت Q و درستنمایی
تاوانیده١ درستنمایی برآورد ͷی ͬ کند م ماکسیمم را
Q |α=0= 0 Q ≥ ۰ داریم: ͬ شود. م نامیده (MPLE)
مولفه j،αjامین آن در که limαj→±∞Q = ∞ , ,

چوله نرمال توزیع برای است. j = ۱, . . . , d برای α

برآورد اگر حتͬ نیست واگرا ∞ به logL چوله تͬ و
ترکیب با واقع در باشد. واگرا α درستنمایی ماکسیمم
مطمئن ͬ توانیم م شد اشاره بالا در Q درباره که مواردی
فضای در که متناهͬ ماکسیمم ͷی lp(θ) که باشیم

ͬ دهد. م ارائه را بͽیرد قرار پارامتر

چندمتغیره چوله تͬ توزیع ٣

،td(x; Ω, ν) بعدی d تͬ‐استیودنت توزیع چͽالͬ تابع
d × d بعد با Ω مقیاس ماتریس و آزادی درجه ν با

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت

td(x; Ω, ν) =
Γ(ν + d)/۲

det(Ω)۱/۲(πν)d/۲Γ(ν/۲)
× (۱+

xTΩ−۱x
ν

)−(ν+d)/۲(٣)

است: زیر شرح به بعدی d چوله تͬ، چͽالͬ تابع بنابراین

۲td(x− ζ; Ω, ν)T{αTω−۱(x− ζ)

×(
ν + d

(x− ζ)TΩ−۱(x− ζ) + d
)۱/۲; ν + d}(۴)

قطری ماتریس ω و dبعدی بردارهای ζو α آن در که
قطری عناصر که ریشه ها مربع توسط شده تشͺیل
٢(DP) مستقیم پارامترهای حالت این در هستند، Ω

متغیر ͷی Y اگر ρ = (ζT , ν(Ω)T , αT , ν)T به صورت
Y نویسیم:∽ مͬ باشد (۴) چͽالͬ تابع با تصادفͬ
هستند: زیر به صورت واریانس ماتریس STd(ζ,Ω, α, ν)

ΣY = ν۲Ω− µ۰µ
T
۰ , µY = ζ + µ۰, (ν ≥ ۱)

پارامتر درستنمایی تحلیل ١
ͬͽچول

مثبت احتمال با که ͬ شود م داده نشان بخش این در
واگرا α برای (MLE) ماکسیمم درستنمایی برآورد
پارامتری ͷی حالت در آسانͬ به مسأله این است.
لͽاریتم و ͬ گیرد م قرار بررسͬ مورد SN(۰,۱, α) توزیع
به صورت z = (z۱, . . . , zn) نمونه روی درستنمایی
آن در که ͬ شود. م تعریف l(α) =

∑n
i=۱ ζ۰(αzi)

تابع ͷی ζ۰ که آنجایی از است. ζ۰(x) = log۲Φ(x)
وقتͬ α = در∞ l ماکسیمم است، صعودی یͺنواخت
اتفاق ،zi ≤ همه۰ وقتͬ α = −∞ و zi ≥ ۰ همه
تمام وقتͬ لذا .(٢٠١٣ دالاواله، و (آزالینͬ ͬ افتد. م
واگرا MLEبرآورد ͷی به هم علامت اند نمونه مقادیر
مشاهدات وقتͬ ͬ دهد م نشان موضوع این که ͬ رسیم م
P (z ≤ احتمال . است متناهͬ MLE نباشند هم علامت
Z ∼ SN(۰,۱, α) وقتͬ ۰) = ۱

۲ + π−۱arctan(α)

زیر به صورت واگرا MLE احتمال بͽیرید، نظر در را
ͬ شود: م محاسبه

Pn,α = (
۱
۲ − arctan(α)

π
)n + (

۱
۲ +

arctan(α)

π
)n (٢)

به باشد، | α |≤ ∞ و n → ∞ وقتͬ احتمال این
به خصوص و ͷکوچ نمونه های برای اما ͬ رسد م صفر
بنابراین نیست. چشم پوشͬ قابل αباشد، ̸= 0 که حالتͬ
مقادیر SN(ζ, ω۲, α) به صورت پارامتری ٣ خانواده در

شود. حاصل ͬ تواند م MLE برای نامتناهͬ

تاوانیده درستنمایی لͽاریتم تابع ٢

در که است راهͬ تاوانیده درستنمایی لͽاریتم تابع
MLE رفتارنامطلوب اصلاح برای مسائل از بعضͬ
برآوردگرهای به رسیدن هدف است، شده اشاره آن به

Maximum Penalized Likelihood Estimation١

Direct parameterization٢

٢
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به تاوانیده درستنمایی تعمیم ۴
چوله تͬ توزیع

پارامتری سه خانواده مورد در چوله تͬ توزیع برای
زیر معادلات معلوم ν با (ζ, ω, α)

M(α) = −αa۴(α)
۲a۲(α)

, ap(α) = E{Zpζ۱(αZ)۲}

و آلوارز است. شده ارائه Q محاسبه برای
وقتͬ M(α) = ۰ معادله داده اند نشان گامرو(٢٠١٢)
توزیع در ͬ دهد. م ارائه متناهͬ جواب ͷی ،ν ≥ ۲
مناسب تقریب ͷی محاسبه به SN توزیع مشابه چوله تͬ
برای (٢٠١٣) آرلانو و آزالینͬ ͬ پردازیم. م M(α) ازتابع
را α

−۲M(α) ≈ e۱ν + e۲να۲ تقریب ν ثابت مقدار هر
از استفاده با e۱ν , e۲ν ضرایب آن در که نمودند، ارائه
نهایت در که ͬ آیند م به دست α۲ = ۰, α۲ → ∞ رفتار

ͬ رسیم: م زیر رابطه به

e۲ν = g۲ν
E{X۲

۱ζ۱(X۱; ν + ۱)}
E{X۴

۳ζ۱(X۳
√

(ν+۱)
ν+۳ ; ν + ۱)}

, e۱ν =
gν
۳

gν = (ν+۲)(ν+۳)
(ν+۱)۲ , ζ۱(x; ν) = t(x;ν)

T (x;ν) آن در که
است. Xk ∼ tν+k,

محاسبه عددی بهینه سازی برای باید نباشد ثابت
کنیم

log( e۲ν
e۲−۱ ) که ͬ دهد م نشان عددی نتایج از بعضͬ

در که است، ͷنزدی log(ν + γ) خطͬ تابع به خیلͬ
e۲ و است اولر۴ ثابت مقدار γ = ۰/۵۷۷۲۱... آن

ͬ شود: م محاسبه زیر به صورت

e۲ = limα۲→∞{۱+ α۲

α۲
E{X۲ζ۱(δX)}
E{X۴ζ۱(δX)}

− e۱
α۲ }

=
E{X۲ζ۱(δX)}
E{X۴ζ۱(δX)}

≈ ۰٫۸۵۴

e۲ν تقریب و e۱ = a۲(۰)
a۴(۰) = E(X۲)

E(X۴) = ۱
۳ آن در که

در ͬ آید. م به دست ،e۲ν ≈ e۲(۱ + ۴
ν+γ ) به صورت

و µ۰ = bνωδ ،ν۲ = ν
ν−۲ آن در که

δ =
۱

(۱+ αT Ω̄α)۱/۲
Ω̄α, Ω̄ = ω−۱Ωω−۱ (۵)

شده مرکزی پارامترهای مجموعه تولید برای است.
طبیعͬ عناصر µ,Σ متغیره چند حالت در ٣(CP)
حالت مانند را ͬͽچول شاخص CP سوم هستند،مولفه
γ۱را بردار ͬ کند. م مشخص چوله نرمال متغیره چند

زیر: رابطه توسط

γ۱ = γ۱(δ, ν) =
µ۳(δ, ν)

µ۲(δ, ν)۳/۲
,

µ۲(δ, ν) = Var{ZT } =
ν

ν − ۲ − b۲νδ
۲,

µ۳(δ, ν) = E{[ZT − µ۱(δ, ν)]
۳}

= bνδ[
۳ν

(ν − ۳)(ν − ۲) − δ۲(
ν

ν − ۳ − ۲b۲ν )](۶)

مراحل طͬ باشد. ν ≥ ۳ باید آن در که ͬ کنیم. م تعریف
ͬ کنیم: م تبدیل ρ̄ به را ρ زیر

θ = (ζT , ν(Ω)T , ηT , ν)T → ϕ = (µT , ν(Σ)T , µT
۰ , ν)

T

ρ = (ζT , ν(Ω)T , αT , ν)T → ρ̄ = (µT , ν(Σ)T , γT
۱ , γ

M
۲ )

نیستند اصلͬ θ, ϕ میانه پارامترهای η = ω−۱α آن در که
این هستند. نتیجه به دستیابی برای تکنیͷ هایی فقط و
توزیع همانند (٢٠١٣) آزالینͬ و آرنالو توسط محاسبات
مجموعه در اضافͬ مؤلفه ͷی با متغیره چند چوله نرمال
شده انجام ͬ کنند، م رامشخص دنباله رفتار که پارامترها
در و νبالا اول مجموعه سه در اضافه پارامتر این که

است: زیر به صورت γM
۲ آخری مجموعه

γM
۲ = E{[(X − µ)TΣ−۱(X − µ)]۲} − d(d+ ۲),

از که است ژاکوبین ماتریس I(ρ̄) = Dρ̄ρ
T I(ρ)Dρ̄ρ

Dρ̄ρ = DθρDϕθDρ̄ϕ و آمده دست به CP به DPتبدیل
است.

Centred parameterization٣

Euler’s Costant۴

٣
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ͬ تواند م که پارامتر فضای مرزی برآوردهای مسأله
اجتناب بیفتد، اتفاق درستنمایی ماکسیمم برآورد برای
خیلͬ نمونه اندازه وقتͬ مرزی برآوردهای مسأله ͬ کند. م
اندازه برای تکرار در اما ͬ رود، م بین از باشد بزرگ
وجود ناچیزی احتمال با محدود و ͷکوچ نمونه های
پروژه ها تحلیل روی مخربی اثرات موضوع این دارد.
موجود نتایج به که شده ارائه روشͬ مقاله این در دارد.
از ͬͺی دارد، وجود هم تفاوت هایی اما است ͷنزدی
از بااستفاده نااریبی از کردن پیدا تغییر تفاوت ها این
شود انتخاب آزادانه ͬ تواند م که است Q تاوان تابع
از که دیͽری مفید نکته باشد. قانع کننده حدی تا و
سازگاری شد، حاصل تاوانیده درستنمایی فرمول بندی
که شد اشاره (CP)شده مرکزی پارامترهای اختیار با آن
اطلاع بودن ویژه بر یافتن غلبه برای ابزاری عنوان به

است. چوله نرمال توزیع
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تابع ͷی چوله نرمال توزیع مشابه متغیره چند حالت
در که ͬ گیریم م نظر در را تاوانیده درستنمایی لͽاریتم
مقادیر c۱, c۲ ضرایب و Q(α) = c۱log(۱+ c۲α۲) آن
(٢٠١٣) دالاواله و آزالینͬ که وابسته اند. ν به و مثبت
محاسبه c۲ = e۲ν

e۱ν
،c۱ = ۱

(۴e۲ν) به صورت را آنها
برآورد ͬ توان م ضرائب این به توجه با بنابراین کرده اند.
محاسبه چوله تͬ توزیع برای را تاوانیده درستنمایی

نمود.

شبیه سازی مطالعه ۵

مثال ͷی در شده پیشنهاد روش های بخش این در
توزیع ͷی از داده ها ͬ روند. م کار به شبیه سازی های
برای شده اند شبیه سازی SN(ζ, ω۲, α) چوله نرمال
ζ = به صورت: پارامتر مقادیر مقایسه ها، در سهولت
n = نمونه اندازه های با ۰, ω = ۱, α = ۵,۱۰
شده گرفته نظر در ۱۰۵ تکرارهای تعداد با ۵۰,۲۰۰
مͺان و مقیاس پارامترهای حالت ها همه در است.
ͷکلاسی MLE برآوردگرهای هستند. ζ = ۰, ω = ۱

تاوان: تابع با MPLE و

Q(α) = c۱log(۱+ c۲α
۲), Q′(α) = ۲c۱c۲

α

۱+ c۲α۲

c1 = 1
(4e2)

≈ 0.875913, c2 = e2
e1

ضرایب≈ و
را α̃ اهمیت آنها بررسͬ اند. شده محاسبه ،0.856250
اساسا α̂ و α̃ اینجا در که کنید دقت ͬ کند م مشخص α̂بر
که گرفته ایم نظر |در α̂ |≥ ۱۰۰ عمل در نیستند. منطبق
رویداد این احتمال و ͬ کند، م دلالت واگرا برآوردهͬ به
عنوان به ͬ کند؛ م ارزیابی پارامتری ͷی حالت از بهتر را
است ۰/۱۳۹ احتمال این n = ۵۰, α = ۵ برای مثال
فقط احتمال این پارامتری ͷی حالت در که حالͬ در
قدری آنها ω̃و ξ̃ تغییرپذیری و اریبی است، ۰/۰۳۹

آنهاست. MLE از بیشتر

نتایج

حالت های در چوله نرمال و چوله تͬ توزیع های برای
از که شد مطرح اصولͬ متغیره چند و متغیره ͷ۴ی
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