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چͺیده:
روش دو با زمان به وابسته جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی جواب�های بین را مقایسه�ای مقاله این در
و (LMAPS) تقریبͬ خاص جواب�های محلͬ روش از عبارتند که RBFs شعاعͬ پایه توابع بر مبتنͬ شبͺه�ی بدون
گام طرح�های برای ران-کوتا روش داشت. خواهیم مͬ�باشد، (LDQ) همان که RBFs بر مبتنͬ DQ محلͬ روش
مسائل حل به قادر (LDQ) روش و (LMAPS) روش که مͬ�دهند نشان عددی آزمایشات است. شده اختیار زمانͬ

مͬ�باشند. بالایͬ بازدهͬ و دقت با مͺانͬ زمان به وابسته جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای اولیه مرزی مقدار
خاص. جواب�های محلͬ روش ران-کوتا، روش محلͬ، دیفرانسیل تربیع ، شعاعͬ پایه توابع کلیدی: کلمات

توانایͬ�شان خاطر به بلͺه ،[۴] طیفͬ دقت خاطر به
از استفاده بدون پراکنده داده�ها�ی با داشتن سروکار در
سراسری روش�های اما مͬ�باشند. جالب شبͺه�ای، هیچ
در هم�مͺانͬ نقاط معینͬ تعداد از استفاده با RBFs

ایجاد باعث کلͬ طور به که مͬ�گیرد، شͺل دامنه کل
انتخاب در این بر علاوه و مͬ�شود پر و متراکم ماتریس
مانعͬ این مͬ�باشند. حساس بسیار RBFs پارامتر�شͺل
حل در RBFs بر مبتنͬ روش�های از استفاده برای
مختلفͬ تͺنی�ͷهای مͬ�باشد. بزرگ�مقیاس مسائل
این بین در شده�اند، ارائه موضوع این زدن دور برای

مقدمه

RBFs بر مبتنͬ شبͺه�ی بدون روش�های تازگͬ، به
به و PDEs حل در بازدهͬ�شان و راحتͬ علت به
دامنه�ی و بالا ابعاد با معادلاتͬ مورد در خاص طور
کرده�اند. جلب خود به را پژوهشͽران توجه نامنظم،
شبͺه بدون ذاتͬ خاصیت ،[١] کانزا توسط ابتدا در
محققان توسط گسترده طور به که ،RBFs بودن
قرار بحث مورد غیرخطͬ و خطͬ PDEs حل برای
فقط نه روش�ها، این شد. پیشنهاد ،[٣ ،٢] گرفت

١
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شود: زده

u(Xp) ≃ û(Xp) =

ns∑
j=۱

ajΦ (∥Xp −Xj∥) , XP ∈ Ξp,

(۵)
که مجهول�اند ضرایب {aj}ns

j=۱ و اقلیدسͬ نرم ،∥.∥ که
صدق زیر معادله�ی در Φ همچنین شوند. تعیین باید

مͬ�کند:

∆Φ(∥X −Xj∥) = ϕ(∥X −Xj∥). (۶)

ϕ(r) =
√
r۲ + c۲ که مͬ�کنیم فرض فقط جا این در

معادله�ی از مستقیم انتͽرالͽیری با .r = ∥X−Xj∥ که
داریم: (۶)

Φ(r) =
۱
۹ (۴c۲+r۲)(

√
c۲ + r۲)−c۳

۳ ln(c+
√
r۲ + c۲).

ماتریسͬ فرم به مͬ�تواند (۵) معادله�ی که کنیم توجه
شود: نوشته زیر

û(Xp) = Θnsans , (٧)

و Θns = [Φ (∥Xp −X۱∥) , ...,Φ (∥Xp −Xns∥)] که
، {Xj}ns

j=۱ ⊂ Ξp اینͺه از .ans = [a۱, a۲, ..., ans ]
T

بنابراین مͬ�باشد. برقرار Xj هر برای (٧) معادله�ی
فرم به که خطͬ�ای سیستم حل با aj مجهول ضرایب

مͬ�شوند: تعیین مͬ�باشد، زیر

Φnsans = ûnS
, (٨)

که،

ûns = [û(X۱), ..., û(Xns)]
T

و

Φns = [Φ (∥Xj −Xi∥)]۱≤i,j≤ns

به (٨) معادله�ی از مͬ�توانند ans بردار ضرایب
آیند: بدست زیر صورت

ans = Φ−۱
ns

ûns . (٩)

RBFs بر مبتنͬ شبͺه�ی بدون روش جدید، تͺنی�ͷهای
تعداد ͷی با سروکارداشتن در مͬ�رسد نظر به محلͬ�شده
حساسیت و باشد کارامدتر هم�مͺانͬ نقاط از زیاد

باشد. داشته پارامتر�شͺل تغییر به نسبت کمتری
برای را محلͬ�شده� شبͺه�ی بدون روش دو مقاله، این در
روش، اولین کرد. خواهیم مقایسه سهموی معادلات
جواب�های محلͬ�شده�ی روش که است LMAPS

که روش دومین مͬ�باشد. (MAPS) تقریبͬ خاص
مͬ�باشد. LDQ شد، خواهد گرفته نظر در

LDQ و LMAPS فرمول�بندی

LMAPS روش

: زمان به وابسته معادله
∂u

∂t
− λ∆u = H(X,u, ux, uy), X ∈ Ω, (١)

اولیه: شرایط با

u(X, t۰) = uo, X ∈ Ω ∪ ∂Ω, (٢)

دیریͺله: مرزی شرایط و

Bu = g(X), t ≥ t۰, X ∈ ∂Ω, (٣)

عملͽر ∆ شده، داده ثابت λ که مͬ�گیریم، نظر در را
مͬ�باشد. مرزی عملͽر B و لاپلاس دوم مرتبه خطͬ
,H(X,uمͬ�تواند ux, uy) ناهمͽن جمله�ی راحتͬ، برای

شود: بازنویسͬ زیر به�فرم

H(X,u, ux, uy) = −aux − buy − cu+ f(X), (۴)

وابسته b و a شده�اند. داده توابع ضرایب c و b ،a که
معینͬ قاعده�ی با X به وابسته c و X = (x, y) ،u به
دلخواه هم�مͺانͬ نقطه�ی ͷی Xp کنید فرض مͬ�باشد.
{X}ns

j=۱ حامͬ nsنقطه�ی نزدیͺترین را Ξp باشد. Ω در
مͬ�کنیم. تعریف آن به مربوط تأثیر دامنه درون ،Xp به
با مͬ�تواند u(Xp) خاص، جواب�های محلͬ روش با
تقریب زیر فرم به شعاعͬ پایه تابع ns از خطͬ ترکیب

٢
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نقاط این در توابع مقادیر بترتیب w(m)
ij و u(Xj) که

kامین معرف xk مͬ�باشند. مربوطه وزن ضرایب و
مͬ�هیم: قرار راحتͬ، برای مͬ�باشد. مختصاتͬ جهت
شعاعͬ پایه تابع جایͽذاری با .ϕi(X) = ϕ(∥X−Xi∥)

با متناظر ضرایب مͬ�توانیم ،(١٣) معادله�ی در MQ

�آوریم: بدست زیر همانند را مشتق مرتبه mامین
∂ϕm

l (Xl)

∂xm
i

=

ns∑
j=۱

w
(m)
ij ϕi(Xj), l = ۱,۲, ..., ns

(١۴)
نامنفرد بالا خطͬ معادلات ضرایب ماتریس اگر
در دارد. وجود فرد به منحصر جواب ͷی باشد،
معین مشروط طور به ضرایب ماتریس اگر حقیقت،
برای ضرایب ماتریس نامنفردی آنͽاه ،[۵] باشد مثبت
هنͽامیͺه است. شده تضمین مجزا حامͬ نقاط
معادله�ی حل با w(m)

ij (j = ۱,۲, ..., ns) وزن ضرایب
جایͽزین (١٣) معادله�ی در آنها شدند، محاسبه (١۴)
از استفاده با مͺانͬ گسسته�سازی از بعد مͬ�شوند.
شبه- تفاضلͬ طرح ،(١) معادله�ی در LDQ تقریبات

شود: نوشته زیر فرم به مͬ�تواند گسسته

du(Xp)

dt
= λ

ns∑
j=۱

(
w

(۲x)
pj + w

(۲y)
pj

)
u(Xj)

−a

ns∑
j=۱

w
(۱x)
pj u(Xj)− b

ns∑
j=۱

w
(۱y)
pj u(Xj)

−cu(Xp) + f(Xp),

(١۵)

معرف بترتیب w(۲y)
pj و w

(۲x)
pj ،w(۱y)

pj ،w(۱x)
pj که

دومین و اولین برای محاسبه�شده وزن�های ضرایب
مͬ�باشند. y و x مسیرهای در مشتق مرتبه�ی

�کوتاران زمان گسسته�سازی

،(١۵) و (١٢) معادلات زمانͬ گسسته�سازی برای
از PDEs شبه-گسسته�سازی�شده�ی از حاصل ODEs

مرتبه-چهار کوتا ران طرح از n+ ۱ تا n زمانͬ گام

از شبه-گسسته تعمیم�یافته�ی تفاضلͬ طرح آن، از بعد
شود زده تقریب زیر فرم به مͬ�تواند که (١) معادله�ی

مͬ�گیریم: نظر در را

du(Xp)

dt
= Θnsans + f(Xp), (١٠)

که

Θns = (θ۱p , θ
۲
p , ..., θ

ns
p )

و

θip = λϕ(∥XP −Xj∥)− aΦx (∥XP −Xj∥)−

Φy(∥XP −Xj∥)− cΦ(∥XP −Xj∥) b

(١٠) معادله�ی در (٩) معادله�ی جایͽذاری با
داریم:

du(Xp)

dt
= (ΘnsΦ

−۱
ns

)ûns + f(Xp), Xp ∈ Ξp

(١١)
(١١) معادله�ی ،Ψns(Xp) = (ΘnsΦ

−۱
ns

) نمادگذاری با
مͬ�آید: در زیر شͺل به

du(Xp)

dt
= Ψns(Xp)ûns+f(Xp), Xp ∈ Ξp, t ≥ t۰.

(١٢)

محلͬ دیفرانسیل تربیع روش

ͷی در مشتقاتش و u(X) تابع ͷی ،LDQ روش برای
مقادیر شده�ی دار وزن خطͬ ترکیب ͷی با Xi نقطه�ی
حامͬ دامنه�ی ͷی درون {Xj}ns

j=۱ نقاط در u(Xj) تابع
هر که است آن نیازمند آن مͬ�شود. زده تقریب Xi

محلͬ طور به باید ،{Xj}ns

j=۱ مجاور نقاط شامل الͽو
mامین ،DQتقریب باشد. مرتبط متناظرش Xi مرکز با
بفرم مͬ�تواند Xi در u(X) هموار تابع ͷی مشتق مرتبه

شود: بیان زیر
∂mu

∂xm
k

|X=Xi =

ns∑
j=۱

w
(m)
ij u(Xj), (١٣)

٣
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LDQ روش به نسبت دقت نظر از LMAPS روش
از و موثرند روش دو هر کلͬ، به�طور است. بهتر کمͬ
هستند. برخوردار کاربردی مسائل برای خوبͬ پتانسیل
حل برای مͬ�رسد نظر به LMAPS روش کلͬ، طور به
باشد. جذاب دوم مرتبه لاپلاس عملͽر شامل PDEs

معادله�ی همانند لاپلاس، عملͽر بدون PDEs برای
قابل است ممͺن LMAPS روش کم�عمق، آب�های
از یͷکلاسگسترده برایحل LDQروش باشد. اجرا
خطͬ ترکیب وزن ضرایب مͬ�باشد. مناسب�تر PDEs

دارند. محاسبه�شدن به نیاز مشتق مراتب همه�ی برای
بسیار محاسباتͬ نظر از LDQروش بͺارگیری درنتیجه،

مͬ�باشد. گران

مراجع

[1] Kansa EJ. Multiquadrics, a scattered data

approximation scheme with applications to

computational fluid dynamics.Computers and

Mathematics 1990;19:127–45.

[2] Chen CS, Brebbia CA, Power H. Dual reci-

procity method using for Helmholtztype oper-

ators. Boundary Elements 1998;20:495–504.

[3] Larsson E, Fornberg B. A numerical study of

radial basis functions based solution methods

for elliptic PDEs. Computers and Mathematics

with Applications2003;46:891–902.

[4] Fornberg Bengt, Zuev Julia. The Runge phe-

nomenon and spatially variable shape param-

eters in RBF interpolation. Computers and

Mathematics 2007;54:379–98.

[5] Micchelli CA. Interpolation of a scattered data.

Constructive Approximation 1986;2:11–22.

است: شده استفاده زیر فرم به

u(۱) = un +
۱
۲∆tL(un),

u(۲) = un +
۱
۲∆tL(u(۱)),

u(۳) = un +∆tL(u(۲)),

u(n+۱) = −۱۳un +
۱
۳u(۱) +

۲
۳u(۲) +

۱
۳u(۳)

+
۱
۶∆tL(u(۳)) (١۶)

,

یا (١٢) معادله�ی راست سمت با L مͺانͬ عملͽر که
مقادیر u(۳) و u(۲) ،u(۱) و است شده ارزیابͬ (١۵)
تابعͬ مقادیر که جایͬ از مͬ�باشند. شده تعیین پیش از
مجهول عنوان به زمانͬ گام هر درون درونͬ، نقاط در
نقاط این در مͺانͬ مشتقات همه�ی شده�اند، فرض
شده�اند. گسسته�سازی مختصاتͬ جهت هر در شبͺه،
شرط عنوان به پایین�تر زمانͬ گام در بدست�آمده جواب
با گام به گام مͬ�تواند محاسبات مͬ�شود. گرفته اولیه
شده انجام مربوطه اولیه�ی و مرزی شرایط از استفاده

باشد.

نتایج

را LDQ و LMAPS روشهای دقت مقاله، این در
محاسبه به نیازمند LDQ که کنیم توجه کردیم. بررسͬ
جهت هر در مشتق مرتبه�های تمام برای وزن ضرایب
استفاده�ی برای فرایند جواب ذخیره�ی و مختصاتͬ
بسیار حافظه�ی از است ممͺن این مͬ�باشد. آینده
مسائل برای بخصوص کند، استفاده کامپیوتر از زیادی
�MQی از LMAPS روش براین، علاوه بزرگ�مقیاس.
روش در درحالیͺه مͬ�کند استفاده پایه تابع عنوان به
استفاده شعاعͬ، تابع عنوان به MQ مشتق ،LDQ

به LMAPS روش که مͬ�رود انتظار ازاینرو، مͬ�شود.
روش به نسبت هموارتر، پایه�ای تابع از استفاده علت
عددی�، آزمون�های در باشد. دقیق�تر و باثبات�تر LDQ

۴
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