
تابع از استفاده با سویͬ ͬͽوابست تعیین برای جدید روشͬ
یافته تعمیم FGM مفصل

مشهد واحد اسلامͬ آزاد دانشͽاه آمار ارشد كارشناسͬ دانشجوی مود، قمری شقایق

مشهد فردوسͬ دانشͽاه ریاضͬ علوم دانشͺده علمͬ هيأت عضو امینͬ، محمد

مشهد واحد اسلامͬ آزاد دانشͽاه علمͬ هيأت عضو نیا، بزرگ ابوالقاسم

را ͬͽوابست این و تعریف را سویͬ ͬͽوابست مفهوم کنیم، مͬ بیان را مفصل تابع از کاربردی مقاله این در چͺیده:
کنیم. مͬ بررسͬ و تحلیل واقعͬ های داده با را آن و داده شرح یافته تعمیم FGM توزیع در

رگرسیون. تابع ، MLE ، FGM خانواده سویͬ، ͬͽوابست مفصل، کلیدی: کلمات

ویژگͬ و است یͺنواخت [۰,۱] بازه روی ای حاشیه
دارد: را زیر های

C(۱, ...,۱, u,۱, ...,۱) = u ،u ∈ [۰,۱] برای .١

آن باشد صفر با برابر ها ui از ͬͺی حداقل اگر .٢
. C(u۱, ..., un) = ۰ گاه

است. ٢ صعودی n و دار١ جهت C تابع .٣

تابع هر که کرد پیشنهاد اسͺلار[٢] ۱۹۷۳ سال در
توان مͬ مفصل تایع از استفاده با را متغیره چند توزیع

کرد. بیان هایش ای حاشیه از تابعͬ حسب بر
توزیع با F متغیره n توزیع تابع داشتن با اسͺلار: قضیه
به منحصر بعدی n مفصل F۱, ..., Fn ای حاشیه های
که طوری به دارد وجود C : [۰,۱]n → [۰,۱] فرد

.F (x۱, ..., xn) = C(F (x۱), ..., F (xn))

مقدمه

در متغیرها بین ͬͽوابست بیان برای مفصل تابع کاربرد
مدیریت سهام، بورس، بازار قبیل از زیادی های زمینه
در است. گرفته قرار فراوان توجه مورد ... و ͷریس
تابع از استفاده با سویͬ ͬͽوابست برای مدلͬ مقاله این
مدل این دهیم. مͬ پیشنهاد یافته تعمیم FGM مفصل
نشان متقارن غیر ͬͽوابست خوبͬ به را سویͬ ͬͽوابست
است.[١] تر ساده قبلͬ های مدل به نسبت و دهد مͬ

مفصل مفهوم

مͺعب روی که است ای متغیره چند توزیع تابع مفصل
توزیع هر که طوری به شده تعریف بعدی n واحد

١- grounded
٢- n-increasing

١
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rU |V (v) =
۱
۲ − ρCg

′(v)[۱۲
∫ ۱

۰
g(v)dv]−۱

ͬͽوابست ها ای حاشیه در (X,Y ) زوج تعریف:
اگر: دارند سویͬ

rV |U (w) = rU |V (w) rX|Y (z) ̸= rY |X(z)

اثر مفصل ͷکم به سویͬ ͬͽوابست تعیین در ضمنا
خواهیم مͬ که زمانͬ و شود مͬ حذف ها ای حاشیه
کنیم تعیین توام رفتار در سویͬ ͬͽوابست برای مدلͬ

داریم. نامتقارن مفصل به نیاز

FGM توزیع در سویͬ ͬͽوابست
یافته: تعمیم

حالت ۴که یافته تعمیم FGM توزیع از مختلف نوع سه
فلور ابدا و لالنا رودریͽز های مفصل خانواده از خاصͬ

باشد: مͬ زیر صورت به است

C(u, v) = uv + θubvb(۱− u)(۱− v) .١

C(u, v) = uv+θubvb(۱−u)α(۱−v)β , α, β ≥ .٢
۱

C(u, v) = uv+θubvb(۱−u)αq(۱−v)βq, p ≥ .٣
۱; q ≥ ۱

b و پارامتر θ و β، α ،۰ ≤ u, v ≤ ۱ درآن که
مقاله این در بͽیرد. تواند مͬ مقداری هر q و p ،
Ui = FX(Xi) تعریف با پارامترهاست. برآورد هدف
FY و FX ای حاشیه توزیع تابع برای Vi = FY (Yi) و
(۰,۱) یͺنواخت توزیع دارای Vi و Ui که است واضح

است،

ͬͽوابست مفهوم

مورد ͬͽهمبست ضریب تعیین برای زیادی های روش
نشان برای هایͬ فرمول اخیرا است، گرفته قرار بررسͬ
رگرسیون وسیله به تصادفͬ متغیر دو بین ͬͽوابست دادن

است. شده ارائه خطͬ
ϵ بودن متقارن فرض با پیرسون: ͬͽهمبست

است: زیر صورت به پیرسون ͬͽهمبست
ρ۳
XY =

γY
γX

, γX ̸= ۰

مͬ Y و X متغیرهای ͬͽچول ضرایب γY و γX که
رگرسیونͬ خط در سویͬ ͬͽوابست تساوی این در باشد.
یا شود. مشخصمͬ متغیر دو بین کوواریانس نوعͬ با
چپ طرف چون و (ρ۲

XY )
۳ =

γ۲
Y

γ۲
X

تر ساده صورت به
X به Y بنابراین است، ͷی مساوی یا کمتر همیشه
ͬͽوابست Y و X جای کردن عوض با . است وابسته

[۴ ،٣] آید. مͬ دست به Y به نسبت X سویͬ

سویͬ ͬͽوابست مفهوم

خانواده ͷکم با سویͬ ͬͽوابست نوع دو [۵] سانͽور
صورت به که ٣ فلور ابدا و لالنا رودریͽز های مفصل
کرد.[۶] پیشنهاد را است، C(u, v) = uv+f(u)+f(v)

حاشیه توزیع های ویژگͬ کننده (بیان ͬͽوابست جهت
توزیع های ویژگͬ کننده (بیان سویͬ ͬͽوابست و ( ای

کرد. تعریف نیز را سویͬ ͬͽوابست اندازه او توام).
سویͬ ͬͽوابست توام رفتار در (U, V ) زوج تعریف:

که: rV |U (w) ̸= rU |V (w) اگر دارند
E[V |U = u] = rV |U (u)

خانواده: این برای و
rV |U (u) =

۱
۲ − ρCf

′(u)[۱۲
∫ ۱

۰
f(u)du]−۱

٣- Rodriguez-Lallena and Ubeda-Flores
۴-genetalized Farli-Gumbel-Morgenstern

٢
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صورت به را تجربͬ درستنمایͬ تابع توان مͬ پس
کرد: تعریف زیر

L(θ;U, V ) = Πn
i=۱c(Ui, Vi)

و α اما شود. مͬ برآورد θ تابع این کردن ماکزیمم با
کرد: برآورد زیر های فرمول با توان مͬ نیز را β
α̂ =

Σn
i=۱(b(۱− ui) log(۱− ui)− ui)

Σn
i=۱ui log(۱− ui)

β̂ =
Σn

i=۱(b(۱− vi) log(۱− vi)− vi)

Σn
i=۱vi log(۱− vi)

به U به نسبت V و V به نسبت U سویͬ ͬͽوابست
شود: مͬ تعریف زیر صورت

E[V |U = u] = rV |U (u) = ۱−
∫ ۱

۰

∂C(u, v)

∂u
dv

E[U |V = v] = rU |V (v) = ۱−
∫ ۱

۰

∂C(u, v)

∂v
du

زیر صورت به نیز را سویͬ ͬͽوابست اندازه سانͽور
کرد: تعریف

ρ
(۲)
U→V = ρ۲

c

∫ ۱
۰ (f ′(u))۲du

۱۲[
∫ ۱
۰ f(u)du]۲

ρ
(۲)
V→U = ρ۲

c

∫ ۱
۰ (g′(v))۲dv

۱۲[
∫ ۱
۰ g(v)dv]۲

است.[٧] ρc = ۱۲
∫ ۱
۰
∫ ۱
۰ C(u, v)dudv − ۳ که

واقعͬ های داده تحلیل

از استفاده با آن اندازه و سویͬ ͬͽوابست مثال این در
داده شود. مͬ تحلیل واقعͬ های داده برای مفصل
دلار روزانه فروش قیمت برای مشاهده ۶۰ شامل ها
و ۱۳۹۲ اسفند در ریال برحسب تهران بازار یورو و
آن توصیفͬ های آماره که باشد مͬ ۱۳۹۳ اردیبهشت
یورو تغییرات است. شده خلاصه ٢ و ١ جدول در
چ�پ ͬͽچول دارای گروه هردو و بیشتر دلار به نسبت
است. نامتقارن ها داده توزیع یعنͬ هستند کشیدگͬ و
فرمول مطابق β و α پارامترهای b کردن فرض ثابت با
درستنمایͬ برآرود باروش θ پارامتر و شده داده های

یورو و دلار توصیفͬ های آماره :١ جدول
میانͽین میانه معیار انحراف

دلار ۳۱۷۲۰ ۳۲۵۰۰ ۱۳۵۹٫۱۸
یورو ۴۳۷۶۰ ۴۴۹۰۰ ۱۹۴۳٫۲۲

یورو و دلار توصیفͬ های آماره :٢ جدول
ماکزیمم مینیمم ͬͽچول کشیدگͬ
۳۳۴۵۰ ۲۹۷۰۰ −۰٫۱۲۴ ۱٫۲۴۹
۴۶۲۰۰ ۴۰۶۰۰ −۰٫۱۶۶ ۱٫۳۱۶

ازای به ۴ و ٣ جدول در که شود مͬ برآورد ماکزیمم
شده داده مفصل نوع سه هر برای و b مختلف مقادیر
p = q = ۲ کنیم: مͬ فرض سه نوع مفصل در است.

β و α برآورد :٣ جدول
b α β

۱ ۱٫۰۶۲ ۱٫۰۶۰
۱٫۵ ۱٫۲۴۲ ۱٫۲۳۹
۲ ۱٫۴۲۱ ۱٫۴۱۸
۳ ۱٫۷۷۹ ۱٫۷۷۵

مفصل نوع سه هر در θ برآورد :۴ جدول
b θ۱ θ۲ θ۳
۱ −۱٫۱۴۵ −۱٫۱۵۵ −۱٫۰۱۳

۱٫۵ −۱٫۲۲۹ −۳٫۵۵۴ −۲٫۴۰۰
۲ −۱٫۳۱۹ −۷٫۴۰۱ −۳٫۳۱۵
۳ −۵٫۸۹۷ −۳۰٫۰۰۰ −۱٫۵۲۳

نسبت V و V به نسبت U مفصل رگرسیون تابع مقدار
یعنͬ نیست برابر هم با ها مفصل از کدام هیچ در U به
که دارند توام رفتار در سویͬ ͬͽوابست مشاهدات این
١ است.(نمودار واضح خوبͬ به آن نمودارهای رسم با

(٢ و
رفتار در سویͬ ͬͽوابست واریانس تغییرات نتیجه در

است: شده تعیین ۶ و ۵ جدول در توام

٣
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۱ نوع مفصل در V |U توام سویͬ ͬͽوابست :٢ شͺل

V به نسبت U توام سویͬ ͬͽوابست واریانس :۵ جدول
var(rU|V (۱)) var(rU|V (۲)) var(rU|V (۳))
۰٫۰۱۱۹۳۷۹ ۰٫۰۱۰۰۳۴۸ ۰٫۰۴۷۰۳۳۳
۰٫۰۰۳۶۵۴۱۶ ۰٫۰۱۲۲۹۹۱ ۰٫۰۵۴۷۶۱۸
۰٫۰۰۱۵۵۹۶ ۰٫۰۰۸۲۱۳۰ ۰٫۰۲۹۳۰۰۱
۰٫۰۰۰۴۶۲۵ ۰٫۰۰۳۹۷۱۲ ۰٫۰۱۲۰۷۷۷

U به نسبت V توام سویͬ ͬͽوابست واریانس :۶ جدول
var(rV |U (۱)) var(rV |U (۲)) var(rV |U (۳))
۰٫۰۱۱۹۳۱۹ ۰٫۰۱۰۰۳۲۹ ۰٫۰۴۷۰۹۳۵
۰٫۰۰۳۶۵۵۴ ۰٫۰۱۲۳۳۰۲ ۰٫۰۵۴۸۶۵۳
۰٫۰۰۱۵۵۷۰ ۰٫۰۰۸۲۱۳۷ ۰٫۰۲۹۳۵۱۱
۰٫۰۰۰۴۶۱۳ ۰٫۰۰۳۹۷۸۷ ۰٫۰۱۲۱۲۶۱

مختلف های bازای واریانسبه مقدار جدول سطر هر
نمͬ نشان را خاصͬ روند هیچ b افزایش با که است

دهد.
مقایسه قابل ρ۲

V→U و ρ۲
U→V و ρc ضرایب براین علاوه

است. شده ارائه ٩ و ٨ و ٧ جدول در نتایج که هستند

۱ نوع مفصل در سویͬ ͬͽوابست اندازه :٧ جدول
b ρc ρ۲

U→V ρ۲
V →U

۱ −۰٫۵۰۷۷۲۴ ۰٫۲۵۷۷۸۴ ۰٫۲۵۷۷۸۴
۱٫۵ −۰٫۲۳۸۷۳۴ ۰٫۰۶۸۱۸۱ ۰٫۰۶۸۱۸۱
۲ −۰٫۱۲۶۹۳۱ ۰٫۰۲۵۷۷۸ ۰٫۰۲۵۷۷۸
۳ −۰٫۰۴۵۶۹۵ ۰٫۰۰۵۹۶۵ ۰٫۰۰۵۹۶۵

۲ نوع مفصل در سویͬ ͬͽوابست اندازه :٨ جدول
b ρc ρ۲

U→V ρ۲
V →U

۱ −۳٫۲۶۹۴۵۵ ۱۰٫۷۸۲۴۶۰ ۱۰٫۷۴۸۸۳۳
۱٫۵ −۱٫۲۷۴۱۲۷ ۱٫۵۱۲۳۵۰ ۱٫۵۰۸۴۴۶
۲ −۰٫۵۷۲۹۲۴ ۰٫۳۱۱۱۴۹ ۰٫۳۱۰۴۷۳
۳ −۰٫۱۵۴۴۶۴ ۰٫۰۲۵۹۴۸ ۰٫۰۲۵۹۰۶

۳ نوع مفصل در سویͬ ͬͽوابست اندازه :٩ جدول
b ρc ρ۲

U→V ρ۲
V →U

۱ −۰٫۱۵۴۴۶۴ ۰٫۰۲۵۹۴۸ ۰٫۰۲۵۹۰۶
۱٫۵ −۰٫۱۵۴۴۶۴ ۰٫۰۲۵۹۴۸ ۰٫۰۲۵۹۰۶
۲ −۰٫۱۵۴۴۶۴ ۰٫۰۲۵۹۴۸ ۰٫۰۲۵۹۰۶
۳ −۰٫۱۵۴۴۶۴ ۰٫۰۲۵۹۴۸ ۰٫۰۲۵۹۰۶

ͬͽضریبهمبست از مفصل نوع سه هر در ها اندازه این
اندازه بیشترین ۲ نوع مفصل و است بیشتر پیرسون
تری مناسب مدل پس دهد مͬ نشان را سویͬ ͬͽوابست

دادهاست. برای

۴
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نتایج

این سویͬ ͬͽوابست تعیین در مفصل تابع از استفاده
مͬ حذف متغیرها ای حاشیه اثرات که دارد را مزیت
تعمیم FGM توزیع تابع نوع سه از استفاده با شود.
نسبت U تغییرات نسبت و سویͬ ͬͽوابست روند یافته
با را آن و آوردیم دست به را U به نسبت V و V به
مͬ همچنین کردیم. مقایسه پیرسون ͬͽهمبست ضریب
را ها داده از گروه چند بین سویͬ ͬͽوابست اندازه توان
مهمͬ اطلاعات نتیجه در و کرد مقایسه یͺدیͽر با نیز

آورد. دست به ها گیری تصمیم در
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