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ƹɍا در Ɏțرد. قرار Ɍƃررš ƶورد داده ƾا اŨƃقلال Šƃاƻƶ آƶاری آزƶون ɍا روش šا šاɍد ɌƳɎƳŴŧ ƾر از ƱŢق Ɍƺاƶز ƃری Ɍƃررš در چکɎده:
ƚɍوزŧ آزƶون، ƻŢƶای Ųɍرƈŧ از Ƃپ .Ƶɍداد قرار ƱɎƳŴŧ و ƽɍزŰŧ ƶورد Ɍƺاƶز ƃری ɌȜŨƄšوا ƊɎخƈŧ šرای را ŧواƺا و ƃاده آزƶون ȍɍ ƽƲقاƶ
آزƶون ƾا ƃاɍر šا پƿƻƈɎادی آزƶون ƽƄɍقاƶ ƽš ƃازی ƽɎŢƇ ȍƷȎ ƽš اƿŨƺا در .Ƶɍآورد Ŧƃدš را ŦƈȜɍاů ɌروپŨƺآ šر ɌƻŨŢƶ آزƶون آƶاره ųدی
ɌƔخ غɎر ɌȜŨƄšوا ƊɎخƈŧ šرای Ũƿšری ȏƳƷƛرد šالا ƽƺوƷƺ ƵŰų šرای پƿƻƈɎادی آزƶون ƽȎ šوده آن از ɌȎاų آƶده Ŧƃدš ŮɍاŨƺ .ƵɎŨپرداخ

دارد.
.ƽŨƄšوا−m ɌƦادƌŧ ŨƶغɎرƾای ،ɌƔخ غɎر Ɍƺاƶز ƃری ،ƹɍادƷƺ ȍɎƶاƻɍد ،ƹɍادƷƺ ɌروپŨƺآ اŨƃقلال، آزƶون کلɎدی: واژه ƾای

.62G10 ،68Q30 ،37M10 :(ǋ٠Ǌ٠) Ɍاضɍر موضوع بندی كد

ƽمقدم Ǌ
داده ƾا Ŧƃا لازم آƶاری Ũƶداول ƾ ƱɎƳŴŧای در ƽȏƻɍا ƽš ƺظر .Ŧƃا زƶان ŠƄų šر ƈƶاƾدات از Ƈده ای Šŧرƶ ƽƲاŢƺد Ɍƺاƶز ƃری ȍɍ
ƃری آƶاری ƱɎƳŴŧ از ƱŢق رو ƹɍا از .ŦƄɎƺ ƶقدور آƶاری ƷƜƶول روش ƾای šا Ɍƺاƶز ƃری ƱɎƳŴŧ و ƽɍزŰŧ šاƻƇد، ƚɍوزŧ Ƶƾ و ƱقŨƄƶ
اŨƃقلال ƽɎرضƦ اŰƺام ƻƶظور ƽš ƺاپاراŨƶری آزƶون ƾای از ŨƄțرده ای ƥɎƓ țردد. آزƶون داده ƾا šودن ƚɍوزŧ Ƶƾ و ƱقŨƄƶ ƦرضƽɎ ی šادɍد Ɍƺاƶز

Ȏرد: ŧقƻš ƵɎƄدی زɍر ƽŨƃد چƿار ƽš را آن ƾا ŧ Ɍƶوان ƽȎ دارد وůود

آن. ƚůراƶ و (ǊǒǑǋ) ŦƳŧارš Ʒƾاƻƺد ǋردشț و ǊƽŢŧر šر ɌƻŨŢƶ آزƶون ƾای .Ǌ

آن. ƚůراƶ و (ǋ٠٠Ǌ) ȏƷƾاران و قودی Ʒƾاƻƺد Ɍɍراțوا اƺدازه ƾای šر ɌƻŨŢƶ آزƶون ƾای .ǋ

آن. ƚůراƶ و (ǋ٠٠٠) Țƺاƾ Ʒƾاƻƺد ƽƌخƈƶ ƚšاŧ ƻŢƶای šر Ɍɍاƾ Ɍƺوƶآز .ǌ

. ((ǊǒǒǏ) ȏƷƾاران و š)BDSروک آزƶون Ʒƾاƻƺد اȜŨƺرال ɌȜŨƄŢƷƾ ƻŢƶای šر Ɍɍاƿƺوƶآز .Ǎ
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ƶاɎŧلا-țارɎƃا .Ŧƃا ƽŨƦرț قرار زɍادی پژوȜƈƾران ƽůوŧ ƶورد ǌƹɍادƷƺ ȍɎƶاƻɍد šر ɌƻŨŢƶ اŨƃقلال آزƶون ƾای اخɎر ƾای ƃال در اƶا
ɌƻŨŢƶ را Ɍƺوƶآز χǋ Ɍɍراțوا ɎƜƶار از اƧŨƃاده šا ŦƄƺواŧ او ƻšاƿƺاد. ƹɍادƷƺ ȍɎƶاƻɍد šر ɌƻŨŢƶ را Ɍƺاƶز ƃری اŨƃقلال آزƶون (ǋ٠٠ǐ)
ƹɍارƶ و țارɎƃا ƶاɎŧلا- ƒƃوŧ ƽȎ š ɌƶاƇد ŦƈȜɍاů ɌروپŨƺآ šر ɌƻŨŢƶ اŨƃقلال آزƶون ƻƶظور ƽš دȜɍر روش داد. ƽارائ ƹɍادƷƺ ȍɎƶاƻɍد
ƽȎ šوده آن از ɌȎاų آن ƾا ŮɍاŨƺ Ȏردƺد. ƽƄɍقاƶ دȜɍر ƾای آزƶون از Ɍرخš šا را آن ƃازی ƽɎŢƇ از اƧŨƃاده šا آن ƾا Ƈد. ɌƦرƜƶ (ǋ٠٠Ǒ)
.ŦƇدا خواƾد Ɍƺاƶز ƃری ɌƔخ غɎر ɌȜŨƄšوا ƊɎخƈŧ در Ũƿšری ȏƳƷƛرد ǋ٠٠ šالای ƽƺوƷƺ ƵŰų šرای ƹɍادƷƺ ɌروپŨƺآ šر ɌƻŨŢƶ آزƶون
ƽš .Ŧƃا šوده اقƌŨاد ƽƻɎƶز در šخƌوص زɍادی Ŵƶققان ƽůوŧ ƶورد آن šر ɌƻŨŢƶ اŨƃقلال آزƶون و ŦƈȜɍاů ɌروپŨƺآ اخɎر ƃال ƾای در
و ɌŨƻƃ ƿƃام šازار پذɍری ɌƻɎš ƆɎپ ƽƄɍقاƶ šرای ŦƈȜɍاů ɌروپŨƺآ šر ɌƻŨŢƶ اŨƃقلال آزƶون از (ǋ٠Ǌǎ) ȏƷƾاران و Ƅƻƃوی Ŭƶال Ɠور

Ʒƺودƺد. اƧŨƃاده Ɍƶلاƃا
ƹɍا țرƽŨƦ اƺد. ƺظر در ƱقŨƄƶ را šوده ƽŨƄšوا ƽȎ را ŨƶغɎرƾا از Ɍɍاƾردارš ƽȎ šوده ƹɍا (ǋ٠٠Ǒ) ƹɍارƶ و țارɎƃا ƶاɎŧلا- اȏƇال اƶا
ƚɍوزŧ دارای (ǋ٠٠Ǒ) ƹɍارƶ و țارɎƃا ƶاɎŧلا- ƒƃوŧ Ƈده ɌƦرƜƶ آزƶون آƶاره و šوده دور ƽš ŦɎƜواق از آن ƾا ŮɍاŨƺ ƽȎ Ƈده ŠŢƃ ƶوضوع
ƊɎخƈŧ šرای ŧواƺا Ɍƺوƶآز (ǋ٠٠Ǒ) ƹɍارƶ و țارɎƃا ƶاɎŧلا- اȏƇال Ʒƺودن šرƓرف šا ŧا ƵɎƺرآš Ɔƾپژو ƹɍا در رو ƹɍا از ŢƺاƇد. خɌ-دو
Ųɍرƈŧ را ɌروپŨƺآ šر ɌƻŨŢƶ اŨƃقلال آزƶون اŰƺام ɌȜƺوȜچ ƃوم و دوم Ɔخš در راŨƃا ƹɍا در .ƵɎƾد ƽارائ Ɍƺاƶز ƃری داده ƾای ɌȜŨƄšوا
و Ƈده ɌƦرƜƶ آزƶون ƽƄɍقاƶ ƽš ƵŰƻپ Ɔخš در Ʒƺود. ƵɎƾخوا اŢūات آزƶون، اŰƺام ƻƶظور ƽš را ųدی قضاɍای چƿارم Ɔخš در .ƵɎƻȎ Ɍƶ

Ƈ Ɍƶود. Ɣƶرح آƶده، Ŧƃدš ŮɍاŨƺ از Ɏțری ƽŰɎŨƺ و ŪŴš اƿŨƺا در .Ŧپرداخ ƵɎƾخوا آزƶون ƾا ƃاɍر

آزمون چƿارچوب ǋ
ƾر در ɎȜšرد. ƺظر در {Zt, t ∈ Z} ɌƦادƌŧ Ʀرآƻɍد از را {ZtǊ , Ztǋ , ..., Ztn} ɌƦادƌŧ ŨƶغɎرƾای از ɌƾاƻŨƶ و ɌƲواŨƶ ƷŰƶوƽƛ ای

ůدɍد Ɯš-mدی šردارƾای t ∈ {tǊ, tǋ, .., tn−m+Ǌ} دƲخواه ای ŦɎƜوقƶ

Zt(m) = (Zt, Zt+Ǌ, ..., Zt+m−Ǌ)

πi = (iǊ, iǋ, ..., im)آن در ƽȎ šاƇد ŦƈȜɍاů Ʒƺادƾای ɌƶاƷŧ ƽƛوƷŰƶ Γ = {πǊ, πǋ, ..., πm!} ɎƻȎد Ʀرض .ŦƇدا ƵɎƾخوا را
ȍɍرƾ ƽš ŦƈȜɍاů ƃازی Ʒƺاد ƻƛوان ƽš f : Rm −→ Γ ƚšاŧ .Ŧƃا (il ∈ {٠,Ǌ, ...,m − Ǌ}, l = Ǌ,ǋ,ǌ, ...,m)

ƻƛاƋر ƽȎ Ɍƺاƶز ɌƻƜɍ ƻȎ Ɍƶد، ŠƄŨƻƶ را Γ ƽƛوƷŰƶ از Ʒƺاد ȍɍ آن ƻƛاƋر ȎوچŨȏر) ɍا ŧرš)ŠɎŧزرŨțر ŠƄų šر Zm(t) šردارƾای از
š ɌƶاƇد. Zm(t) ƽš ƶرšوط Ʒƺاد (iǊ, iǋ, ..., im) šاƇد، šرقرار Zt+iǊ ≤ Zt+iǋ ≤ ... ≤ Zt+im ƽƔšرا اțر Ƈوƺد Šŧرƶ Zm(t)

š ɌƶاƇد: زɍر ƽɎرضƦ آزƶونِ ƾدف Ɔƾپژو ƹɍا در šود. خواƾد is−Ǌ < is آȜƺاه šاƇد، Zt+is−Ǌ = Zt+is اțر Ŧƃا ذȎر ƽš لازم

H٠ : šاƻƇد. ƚɍوزŧ Ƶƾ و ƱقŨƄƶ{Zt, t ∈ Z}

:ŦƇدا ƵɎƾخوا H٠ ƽɎرضƦ šرای ŦƈȜɍاů Ʒƺادƃازی ŦŴŧ ،m ƹɎɎƜŧ از Ƃپ رو ƹɍا از

H٠ : P (Zt+iǊ ≤ Zt+iǋ ≤ ... ≤ Zt+im) =
Ǌ
m!

∀(iǊ, iǋ, ..., im) ∈ Γ

šاƇد. ƽŨƄƄț Ŧواخƻȏɍ ƚɍوزŧ دارای ůاƾ ŦƈȜɍا اțر اțروƿƻŧا Ŧƃا šرقرار H٠ Ʀرض خاص، m ازای ƽš ƽȎ داد ƈƺان ŧ Ɍƶوان ɌŨųرا ƽš
ǌSymbolیc Dynamیc
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Ŧگشɍجا ɌروپŨآن بر ɌنŨمب آزمون آماره ǌ
ƾر رخداد اƷŨųال šرای Ƈاƺون ɌروپŨƺآ از ɌƷɎƷƜŧ ɌروپŨƺآ ƹɍا Ʒƺودƺد. ɌƦرƜƶ را ŦƈȜɍاů ɌروپŨƺآ šار ƹɎƲاو (ǋ٠٠ǋ) ɌپƷپ و Ŧƺاš

Ƈ Ɍƶود: ƽŢƃاŴƶ زɍر Ƌورت ƽš ŦƈȜɍاů ɌروپŨƺآ šاƇد، πi ŦƈȜɍاů رخداد اƷŨųال pπi
اțر ɌƻƜɍ š ɌƶاƇد، ŦƈȜɍاů

h(m) = −
m!∑

i=Ǌ
pπi

log(pπi
). (Ǌ . ǌ)

̮ود. ͏ا˘̬˵͎͐ h(m) اگر Ċ̘͓͖ا اگر ا̫̗ ̔رقرار H٠ ̓رض .Ǌ . ǌ ƽɎقض
:Ƶɍدار ،φ(x) = −x log(x)ƚšاŧ šودن ƶقƜر ƽš Ŧɍاƻƛ šا و ƹƄƻů ƺاƄƶاوی ƽš ƽůوŧ šا اثبات.

h(m) = −
m!∑

i=Ǌ
pπi

log(pπi
)

= m!
m!∑

i=Ǌ
Ǌ
m!

φ(pπi
)

≤ m!φ
( m!∑

i=Ǌ
pπi

m!

)
(ǋ . ǌ)

= m!φ
( Ǌ
m!

)
.

= log(m!).

اțر Ŧƃا šرقرار Ƅŧاوی ƹƄƻů ƺاƄƶاوی ƽš اƻŨƃاد šا ɌƦرƓ از .Ŧƃا آƶده Ŧƃدš ƹƄƻů ƺاƄƶاوی ƽš ƽůوŧ šا ،(ǋ . ǌ) ƺاƄƶاوی آن در ƽȎ
ƿƻŧا و اțر Ŧƃا šرقرار H٠ Ʀرض !š Ɍƶ∑mاƇد،

i=Ǌ pπi
= Ǌ ƽȏƻɍا ƽš ƽůوŧ šا ɌƦرƓ از šاƇد. pπi

= pπǋ = ... = pπm!
اțر ƿƻŧا و

□ Ƈ Ɍƶود. اŢūات Ƶȏů ƹɍراšاƻš .pπi
= Ǌ

m! اțر
˳͓̙̕͏ Ĉآز͏و ˗˴ Ĉ̘وا ˳ ͏ Ċر ͑ ا˴ از خوا͕د˘رد. اخ̙˵ار H٠ ̮رط ̘ح̗ را خود ͏قدار ̔˵̯̙ر˴͑ h(m) ،ĝ . ğ قض˵͔ ͔̔ ا̫̙͓اد ̔ا ͓̔ا̔را˴͑
ĉآ͒گا K = n−m+ Ǌ اگر Ċر ا˴͑ از ͒͐ود. ارئ͔ را ĥ(m) ͕͐ا͓͒د h(m) از ̔رآĊردگ˳ ̔ا log(m!) ͏قا˴̬͔ از جا˴گ̯̗ ˳ آ̙͒رĊپ ̔ر

داد١ پ˵̯͓͖اد Ĉآز͏و ĉآ͏ار Ĉ͓̽وا ͔̔ Ĉ̘وا ˳ ͏ را ز˴ر ĉآ͏ار

Dn(m) = −ǋK[ĥ(m)− log(m!)
]
. (ǌ . ǌ)

رد را H٠ Dn(m)̓رض˵͔ ̔زرگ ͏قاد˴ر ̔رای Ċ ĉ̔ود ̷ر͔̓ ˗˴ ͔˘ داد ارائ͔ Dn(m) ̔ر ˳͓̙̕͏ آز͏و͒˳ Ĉ̘وا ˳ ͏ ĝ . ğ قض˵͔ ͔̔ ا̫̙͓اد ̔ا
آĊر˴͎. ̔د̫̗ H٠ ̓رض˵͔ ̘ح̗ را Dn(m) ĉآ͏ار حدی ̘وز˴̼ ˘ا̓˵̬̗ Ċر ا˴͑ از ͒͐ا˴د.

آزمون آماره حدی ƚɍوزŧ ۴
͒͐ا˴˵͎. Ĉا˵̔ را دار˴͎ اح̙˵ای Ĉآ ˗͐˘ ͔̔ ͔˘ قض˵͔ ͕ا˴˳ Ċ ͏̈́ا͕˵͎ ̘ا ا̫̗ ćلاز Dn(m) ĉآ͏ار حدی ̘وز˴̼ ĈردĊآ ̔د̫̗ از ق͋̕

از دا̮̙͔، ̓ا̱͍͔ ͎͕ ̔ا ز͏ا͒˳ Ċاحد m حداق͋ ͔˘ ͏̙وا͌˳ ̔ردار Ċد ͕ر اگر گو˴͓د Ċ-mا̬̙͔̔ را {Zt, t ∈ Z} ̘̲اد̓˳ ̓رآ˴͓د .Ǌ . ۴ Ɯŧرɍف
j−i > m ̮رط ̘ح̗ (Zt+j , Zt+j+Ǌ, ..., Zt+r) Ċ (Zt, Zt+Ǌ, ..., Zt+i) ͕͐ا͓͒د ̘̲اد̓˳ ̔ردار Ċد ͕ر ˳͓̾˴ ̔ا̮͓د، ͏̬̙ق͋ ͎͕

̔ا̮͓د. ͏̬̙ق͋ ˴˙د˴گر از
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̘ا̼̔ ̔ا Wπi,t ͏̙غ˵ر̘̲اد̓˳ ،f ̫ازی ͒͐اد ̘ح̗ πi ͒͐اد ̔رای را̫̙ا ا˴͑ در

Wπi,t =





Ǌ f(Zm(t))اگر = πi

٠ f(Zm(t))اگر ̸= πi

͔˘ ا̫̗ ق̬͐˳ ͔̔ pπi
͑˵͓˓͕͐ ˳ ̔ا̮د. ͏ pπi

͏و̓ق˵̗ Ćاح̙͐ا ̔ا ̔ر͒و͌˳ ̘وز˴̼ دارای Wπi,t ̱ورت ا˴͑ در ˳ گردد. ͏ ̘̾ر˴͂
m!∑

i=Ǌ
pπi

= Ǌ.

در͒ظر ̔ا ̷ر̓˳ از ˳ ̔ا̮د. ͏ −Ċ-(mا̬̙͔̔ Ǌ) ،{f(Zm(t)), t ∈ Z} ̘̲اد̓˳ ̓رآ˴͓د H̓رض٠ ̘ح̗ ͔˘ در˴ا̗̓ Ĉ̘وا ˳ ͏ راح̙˳ ͔̔
˳ آ˴د١ ͏ د̫̗ ͔̔ ز˴ر ̱ورت ͔̔ h(m) ̔رآĊرد p̂πj

= Ǌ
K

K∑
t=ǊWπj ,t = W j,K

ĥ(m) = −
m!∑

i=Ǌ
p̂πi

log(p̂πi
).

πǊ, πǋ, ..., πm!͏قاد˴ر ͔˘ ĉ̔ود -Ċا̬̙͔̔ (m−Ǌ) Ċ ͏ا͒ا {f(Zm(t)); t = Ǌ,ǋ, ..., n} ˘͓˵د ̓رض .((ǋ٠Ǌ٠) (اȜƻɎƄƲر ǋ . ۴ ƽɎقض
WK ͑˵͓˓͕͐ ̔ا̮د. l اخ̙لاف ̔ا ز͏ا͒˳ ͕ای ̓ا̱͍͔ ̔رای Ćا̙͒قا Ćاح̙͐ا ͏ا̘ر˴̪ Q(l) ĊK = n−m+ Ǌ اگر ˳ ˘͓͓د. ͏ اخ̙˵ار را

̮و͒د١ ̘̾ر˴͂ ز˴ر ̱ورت ͔̔ Σ Ċ

WK = (
Ǌ
K

K∑

t=Ǌ
WπǊ,t,

Ǌ
K

K∑

t=Ǌ
Wπǋ,t, ...,

Ǌ
K

K∑

t=Ǌ
Wm!,t) = (W Ǌ,K ,W ǋ,K , ...,WK,m!)

Σ = diag(P )− (ǋm+ Ǌ)PPT + diag(P )

m−Ǌ∑

l=Ǌ
Q(l) +

m−Ǌ∑

l=Ǌ
Q(l)T diag(P )

ĉآ͒گا
√
K(WK − P )

d−−−−−−−−→
K−→∞

N(٠,Σ).

Σ Ċار˴ا̪͒-˘وار˴ا̪͒ ͏ا̘ر˴̪ Ċ ٠ ͏˵ا͒گ˵͑ ̔ا ĉ͏̙غ˵ر-q Ć͒ر͏ا ̘وز˴̼ دارای X ˘͓˵د ̓رض .((ǊǒǑǎ) ŦƄƺاț و ȍɍد) ǌ . ۴ ƽɎقض
͏̬̙ق͋ ͏̙غ˵ر͕ای YǊ, Yǋ, ..., Yr Ċ AΣ ͏ا̘ر˴̪ ĉژ˴Ċ ͏قاد˴ر λi͕ا ،r = rank(ΣAΣ) ،q ͏ر̘͔̕ از Ĉ͏̙قار ͏ا̘ر˴̪ A اگر ̔ا̮د.

،ĉآ͒گا ̔ا̮͓د ا̫̙ا͒دارد Ć͒ر͏ا ̘وز˴̼ ̔ا Ċ
XTAX

d≡
r∑

i=Ǌ
λi Y

ǋ
i .

،A = diag(U−Ǌ) ،U = ( Ǌ
m! ,

Ǌ
m! , ...,

Ǌ
m! ) ،K = n−m+ Ǌ ثا̗̔، m ˘͓˵د ̓رض .۴ . ۴ ƽɎقض

Σ =
Ǌ

(m!)
ǋ
(
m!

(
I +

m−Ǌ∑

l=Ǌ
Q(l) +

m−Ǌ∑

l=Ǌ
Q(l) T

)
− (ǋm− Ǌ)ǊǊT

)
,

{ZtǊ , Ztǋ , ..., Ztn} اگر ̔ا̮د. ا̫̙ا͒دار Ć͒ر͏ا ̘وز˴̼ دارای YǊ, Yǋ, ..., Yr ̘̲اد̓˳ ͏̙غ˵ر͕ای ĊAΣ ͏ا̘ر˴̪ ĉژ˴Ċ ͏قاد˴ر ͕ا λi

ĉآ͒گا ̔ا̮͓د، ̘وز˴̼ ͎͕ Ċ ͏̬̙ق͋

Dn(m) = −ǋK[ĥ(m)− log(m!)
]

d−−−−−−−−→
n−→∞

r∑

i=Ǌ
λi Y

ǋ
i . (Ǌ . Ǎ)
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در h(m) ųول را ĥ(m) ƳɎŧور ƒƄš ƺظر، ƶورد ųدی ƚɍوزŧ ƽŢƃاŴƶ šرای .Ŧƃا φ(x) = −x log(x) ɎƻȎد Ʀرض اثبات.
:Ƶɍآور Ɍƶ Ŧƃدš زɍر Ƌورت ƽš دوم ƽŢŧرƶ ŧا ،p = (pπǊ , pπǋ , ..., pπm!

)

ĥ(m) = h(m) +
m!−Ǌ∑

i=Ǌ
∂ h(m)

∂ pπi

(W i,K − pπi
) +

Ǌ
ǋ

m!−Ǌ∑

i,j=Ǌ
∂ǋ h(m)

∂ pπi
∂ pπj

(W i,K − pπi
)
ǋ
+o(Op(n

−Ǌ)).

آن: در ƽȎ
∂h(m)

∂ pπi

= [φ′(pπi
)− φ′(pπm!

)],

šاƇد، i = j اțر
∂ǋ h(m)

∂ pπi
∂ pπj

=

(
φ′′(pπi

) + φ′′(pπm!
)

)
,

šاƇد، i ̸= j اțر و
∂ǋ h(m)

∂ pπi
∂ pπj

= φ′′(pπm!
).

:ƹɍراšاƻš

ĥ(m) = h(m)

+
m!∑

i=Ǌ

(
φ′(pπi

)− φ′(pπm!
)
)(

W j,K − pπj

)

+
Ǌ
ǋ

m!−Ǌ∑

i=Ǌ

(
φ′′(pπi

) + φ′′(pπm!
)
)(

W i,K − pπi

)ǋ

+
Ǌ
ǋ

m!−Ǌ∑

i,j=Ǌ,i ̸=j

φ′′(pπm!
)
(
W i,K − pπi

)(
W j,K − pπj

)

+ o
(
Op(n

−Ǌ)
)

(ǋ . Ǎ)

ƹɍراšاƻš و šوده šرقرار pπǊ = pπǋ = ... = pπm!
= Ǌ

m! Ƈرط H٠ Ʀرض ŦŴŧ

(φ′(pπi
)− φ′(pπm!

)) = ٠, i = Ǌ,ǋ, ...,m!− Ǌ.
Ƈد: خواƾد ƱƋاų زɍر ƽƔšرا ƃاده ɌŧاŢƃاŴƶ از Ƃپ šود. خواƾد ƧƋر šراšر (ǋ . Ǎ) ƽƔšرا دوم ƽƳƷů رو ƹɍا از

Dn(m) = −ǋK[ĥ(m)− log(m!)
]
= Km!

m!∑

i=Ǌ
(W i,K − Ǌ

m!
)
ǋ
+Km!o

(
Op(n

−Ǌ)
)

(ǌ . Ǎ)

ƽš ƽůوŧ šا ųال .ŦƇدا خواƻƾد ɌƺاƄȏɍ ųدی ƚɍوزŧ (ǌ . Ǎ)ƽƔšرا در Ƅŧاوی Ɠرف دو ((ǋ٠٠Ǐ) اƃلاț)ɌȏƄŧات ƽɎقض ƽš ƻšا ƹɍراšاƻš
šود: خواƾد šرقرار زɍر ƽƔšرا U = ( Ǌ

m! ,
Ǌ
m! , ...,

Ǌ
m! ) ƹŨƦرțظرƺ در šا و ǋ . Ǎ ƽɎقض

√
K(WK − U)

d−−−−−−−−→
n−→∞

N(٠,Σ)
šود: خواƾد šرقرار زɍر ƽƔšرا ǌ . Ǎ ƽɎقض از اƧŨƃاده šا šاƇد A = diag(U−Ǌ) اțر ƹɍراšاƻš

K(WK − U)TA(WK − U) = Km!
m!∑

i=Ǌ
(W i,K − Ǌ

m!
)
ǋ d≡

r∑

i=Ǌ
λi Z

ǋ
i
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□

̘ا̼̔ ͔˙͍̔ ͒دا̮̙͔ ͏̯خ̲˳ ć͒ا ̘͓͖ا ͔͒ ͔˘ ا̫̗ ͏̬̙ق͋ Ċخ˳-د ̼ ͕ای ̘وز˴ ĈĊ͏وز ͏ج͐وع ̱ورت ͔̔ Dn(m) حدی ̘وز˴̼ ͔˘ ˘͓˵د ̘وج͔
Ċر ا˴͑ از ˳ ا̫̗. ˘ا̓ ̘وز˴̼ ا˴͑ ˒͓دک ͕ای دا̮̙͑ Ćا̫̙قلا Ĉآز͏و ćا͒جا ͏͓ظور ͔̔ قض˵͔ ا˴͑ از ĉا̫̙̈́اد ̔رای Ċ ͒دارد ͎͕ ͏̯خ̲˳ ˒گا͌˳
در CompQuadForm ͔̙̬̔ ĉا̫̙̈́اد ̔ا Ċ (ĞĜĜĥ) Ĉارا˙͕͐ Ċ ͌˵و ̘و̶̫ ĉ̮د ارائ͔ رĊش ͏͓̕ای ̔ر Ĉ̘وا ˳ ͏ را ̘وز˴̼ ا˴͑ ˒͓دک ͕ای

آĊرد. ̔د̫̗ R ا̓زار ć͒ر

سازی ƽɎشب ۵

ا̫̙وارت Ċ ˘ا˘̪ ،(ĝĥĤĞ) ̔ار̘͍̗ ̘و̶̫ ĉ̮د ارائ͔ آز͏وĈ ͕ای ̔ا را Ĉآز͏و ا˴͑ ،(Dn(m))پ˵̯͓͖ادی Ĉآز͏و  Ĉ̘وا ̫͓ج̭ ͏͓ظور ͔̔
RN ،RT ،DS ،CS ،BR ̔ا ̘ر̘˵̓ ͔̔ ͔˘ گردش) Ĉآز͏و) (ĝĥ۴Ĝ) Ċ͌̈́و˴̙ز Ċ Ċا͌د Ċ (ĝĥ۴ğ) Ċا͌˵ز (ĝĥ۴۵)͏ور ͑͏، (ĝĥ۴ğ)
͏دĆ ͕ای آز͏وĈ ͕ا، Ĉ̘وا ͏قا˴̬͔ ͏͓ظور ͔̔ (ĞĜĝğ)˴ا̗̓. Ċا˴ر˘ Ċ ͏ا̘ئوس در Ĉ̘وا ˳͏ را آز͏وĈ ͕ا ا˴͑ ̮د. ͏قا˴̬͔ ،ĉ̮د ĉداد Ĉ̯͒ا TP Ċ
Ǌ٠٠٠٠̔ار ̔ا Ǎ٠٠ Ċ Ǌǋ٠ ،ǎ٠ حج͎ ͔̔ ͒͐و͔͒ ͕ا˴˳ ̔رای ̫ازی ͔˵̮̕ ̓رآ˴͓د در ˘ردĉ ا˴͎. ĉا̫̙̈́اد Ċا̬̙͔̔ دادĉ ͕ای ̮̕˵͔ ̫ازی ̔رای را ز˴ر

گرد˴د. ͏حا̫͔̕ Ĉآز͏و Ĉ̘وا ̔رای H٠ ̓رض رد د̓̾ات ̘̾داد ͏˵ا͒گ˵͑ Ċ ͏̯خ̰ H٠ ̓رض رد ć̽د ˴ا رد ̘˙رار

DGPǊ : Xt = εt + ٠٫Ǒεǋ
t−Ǌ

DGPǋ : Xt = ٠٫Ǒ√|Xt−Ǌ|+ εt

DGPǌ : Xt = ٠٫ǌXt−Ǌ + εt

DGPǍ : Xt = ٠٫Ǒεt−ǊXt−Ǌ + εt

DGPǎ : Xt =
√

htεt, ht = (Ǌ + ٠٫ǑXǋ
t−Ǌ)

ǎ٠ƽƺوƷƺ ƵŰų šرای آزƶون ƾا ŧوان ƽƄɍقاƶ :Ǌ ůدول
Alternative TP RN RT DS CS BR D(ǌ)

DGPǊ ٠٫٠ǐǑǎ ٠٫٠ǑǋǑ ٠٫٠Ǎǒ ٠٫Ǌ٠ǎǐ ٠٫٠Ǎǌ ٠٫٠ǐǍǎ ٠٫Ǌ٠ǎǑ
DGPǋ ٠٫ǊǋǌǏ ٠٫ǋǎǋǋ ٠٫ǊǊǎǍ ٠٫٠ǐǍǍ ٠٫٠Ǒǎ ٠٫ǌǊǍǌ ٠٫٠Ǒǋǌ
DGPǌ ٠٫ǊǏǑǑ ٠٫ǋǒǋǐ ٠٫ǊǍǌǐ ٠٫٠ǏǊǏ ٠٫Ǌ٠ǏǑ ٠٫ǍǑǑǏ ٠٫٠ǐǍǑ
DGPǍ ٠٫ǊǐǊǍ ٠٫ǊǍǏǋ ٠٫٠Ǐ٠Ǐ ٠٫٠ǑǎǑ ٠٫٠ǍǏ ٠٫ǊǋǊǊ ٠٫٠ǒǍǒ
DGPǎ ٠٫٠ǐǒǌ ٠٫٠Ǐǋǒ ٠٫٠ǎ٠Ǎ ٠٫٠Ǐǒǌ ٠٫٠ǍǊǐ ٠٫٠Ǒǒ ٠٫٠ǎǒǑ
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Ǌǋ٠ƽƺوƷƺ ƵŰų šرای آزƶون ƾا ŧوان ƽƄɍقاƶ :ǋ ůدول
Alternative TP RN RT DS CS BR D(Ǎ)

DGPǊ ٠٫٠ǑǍǏ ٠٫٠ǒǏǏ ٠٫٠ǎǊ ٠٫ǋ٠ǒǐ ٠٫٠ǋǐǐ ٠٫٠ǐǑǊ ٠٫ǋǒǑǑ
DGPǋ ٠٫ǊǒǍǌ ٠٫ǎ٠ǌǏ ٠٫ǊǊǊǎ ٠٫ǊǊǏǎ ٠٫٠ǎǒǋ ٠٫ǏǏ٠Ǌ ٠٫Ǌǐǒǒ
DGPǌ ٠٫ǋǐ٠Ǌ ٠٫ǎǏǏǌ ٠٫ǊǍ٠ǒ ٠٫٠ǐǊǏ ٠٫٠ǐǌǏ ٠٫ǑǐǍǏ ٠٫ǊǒǎǏ
DGPǍ ٠٫ǋǐǋǒ ٠٫ǋǊǏǒ ٠٫٠ǎǍǏ ٠٫Ǌ٠Ǌǐ ٠٫٠ǋǒǌ ٠٫Ǌǐǌǌ ٠٫ǌǍǎǊ
DGPǎ ٠٫٠ǐǌǑ ٠٫٠ǎǌǒ ٠٫٠ǎ٠ǌ ٠٫٠Ǒǌǐ ٠٫٠ǋǐǎ ٠٫٠ǑǏǍ ٠٫Ǌ٠ǋǐ

Ǎ٠٠ƽƺوƷƺ ƵŰų šرای آزƶون ƾا ŧوان ƽƄɍقاƶ :ǌ ůدول
Alternative TP RN RT DS CS BR D(Ǎ)

DGPǊ ٠٫ǊǑǒǍ ٠٫ǊǐǊǏ ٠٫٠ǍǒǑ ٠٫ǎǊǒǒ ٠٫٠Ǎǋǋ ٠٫٠ǐǐǎ ٠٫ǑǊǎǒ
DGPǋ ٠٫ǍǒǍǑ ٠٫ǒǎǊǊ ٠٫Ǌǋ٠Ǌ ٠٫ǋǍǏǏ ٠٫٠ǑǋǍ ٠٫ǒǒǌǎ ٠٫ǎǊǋǍ
DGPǌ ٠٫ǏǑǏǐ ٠٫ǒǏǒǎ ٠٫ǊǍǎǍ ٠٫٠Ǐ٠ǎ ٠٫Ǌ٠ǋ ٠٫ǒǒǒǑ ٠٫ǎǐǋǒ
DGPǍ ٠٫ǐǊǒǐ ٠٫ǎǍ٠ǋ ٠٫٠ǎǒǋ ٠٫٠ǒǏ ٠٫٠ǍǏǌ ٠٫ǌǏǋǌ ٠٫ǒ٠Ǒ
DGPǎ ٠٫ǊǋǊǌ ٠٫٠ǎǋǐ ٠٫٠ǎǌ ٠٫٠Ǒ٠ǌ ٠٫٠Ǎǋǎ ٠٫٠ǒǊǒ ٠٫Ǌǐǎǐ

نɎŨجƽ گɎری و بحث
͏دĆ ͕ای ̔رای ĉ̮د ارائ͔ Ĉآز͏و ̔ر̘ری ͒دارد. Ĉد˴گرا ̔ر ˘ا͏͍˳ ̔ر̘ری آز͏وĈ ͕ا از ˗˴ ˑ˵͕ پ˵دا̫̗، گا͔͒ ͔̫ جدĆĊ ͕ای در ͔˘ ̷ور Ĉ͕͐ا
دĊر ĉ̮د ارائ͔ ĉآ͏ار حدی خواص ͔̔ ̘وج͔ ̔ا ا˴͑ ا̫̗. ĉ̔ود ̔الا ͒͐و͔͒ حج͎ ̔رای Ċ DGPǎ Ċ DGPǍ ،DGPǋ ،DGPǊ˳̸غ˵رخ
(D(m)) جا˴گ̯̗ آ̙͒رĊپ˳ ̔ر ˳͓̙̕͏ Ĉآز͏و Ǎ٠٠ ͒͐و͔͒ حج͎ ̔رای ، ˳ ̮ود ͏ ͏لاحظ͔ ۵ ĆĊجد در ͔˘ ̷ور Ĉ͕͐ا ا̫̗. ĉ͒̕ود ا̙͒ظار از
̘̯خ˵̰ ̔رای ̘وا͒د ˳͏ جا˴گ̯̗ ̔ر ˳͓̙̕͏ Ĉآز͏و ͔˘ گ̗̈́ ͑˵͓˒ Ĉ̘وا ˳͏ ͏ج͐وع در ا̫̗. دا̮̙͔ آز͏وĈ ͕ا ̫ا˴ر ̗̬͒̕ ͏ح̬و̫˳ ̔ر̘ری

گ˵رد. قرار ĉا̫̙̈́اد ͏ورد ̔الا ͒͐و͔͒ حج͎ ̔ا ز͏ا͒˳ ̫ری دادĉ ͕ای غ˵رخ̸˳ Ċا̬̙̔گ˳
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