
پارامŨری Ɏƺمه آمɎخŨه های مدل در دورافŨاده ƺقاط آزمون و ŦɎحساس ŧحلɎل

ƹɍا دارƺد. ɌƲوƓ ƾای داده وɍژه ƽš ɌŰƻƃ ŦƄɍز و ɌŰƻƃ اŨƪصاد ŪųاŢƶ در ای ŨƄțرده Ȏارšرد پاراŨƶری ƽƷɎƺ ƽŨŸɎƶآ ƾای ƶدل چکɎده:
Ɍƶ Ɍƃررš Ɍƺودƶآز ųذف و ƶوردی ųذف ƾای ƶدل در را ŧاواɎƺده ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآوردțرƾای روی ŦɎƃاƄų ƱɎƳŴŧ ŧاɎūر ƽƲاƫƶ
Ɍƶ ƽƲاƫƶ ƹɍا دȜɍر ŪųاŢƶ از دوراŨƦاده ƫƺاط ƹɎȜƺاɎƶ اƫŨƺال ƶدل šا Ɍƺودƶآز ųذف و ƶوردی ųذف ƶدل šودن Ɯƶادل ƹɎƻچ Ƶƾ ƻȎد.

Ƈود. Ɍƶ Ɍšاɍارز ŦɎƃاƄų ƱɎƳŴŧ Ȏارšرد Ƈده ƃازی ƽɎŢƇ Ŭƶال ȍɍ از اƧŨƃاده šا ƽƶادا در šاƇد.
Ʒƾوارƃازی ƹɍپلاƃا پاراŨƶری، ƽƷɎƺ رțرɎƃون ŧاواɎƺده، ɌɍاƷƻŨƃدر ƚšاŧ Ȏوک، ƽƳاصƦ کلɎدی: واژه های

. Ǐǋj٠ǋ ، Ǐǋjǋ٠ :(ǋ٠Ǌ٠) Ɍاضɍر موضوع بƻدی كد

مقدمه Ǌ
šاƇد. Ɍƶ ŦɎƃاƄų ƱɎƳŴŧ Ƶƿƶ ŪŴŢƶ ȍɍ (Ǌǒǐǐ) Ȏوک آƶاره رود. Ɍƶ ƷƇار ƽš آƶاری ƱɎƳŴŧ Ƶƿƶ ƾای ƆŸš از Ɍȏɍ ŦɎƃاƄų ƱɎƳŴŧ
و SPSS ƶاƻƺد آƶاری Ɯƶروف اƦزارƾای ƺرم šا آن ƽŢƃاŴƶ و Ŧƃا Ȏرده پɎدا ɌƔŷ ƾای ƶدل در ای ŨƄțرده Ȏارšرد Ȏوک آƶاره اƶروزه
Ƈده ųذف ƈƶاƾدات ازای ƽš ƶدل دوšاره šرآورد ƽš Ɏƺاز šدون Ȏوک آƶاره ƶوردی، ųذف ƶدل در ƻȎد. Ɍƶ ƫƫŴƶان ƽš زɍادی ȍƷȎ SAS
ƹɍا در اƺد. Ȏرده Ɍƃررš را Ɏțری اƺدازه در Ɣŷا šا ɌƔŷ ƽŨŸɎƶآ ƾای ƶدل در ŦɎƃاƄų ƱɎƳŴŧ (ǋ٠ǊǊ) Ŷƃرا و زارع Ƈود. Ɍƶ ƽŢƃاŴƶ
Ɍƶ Ɍƃررš Ɍƺودƶآز ųذف و ƶوردی ųذف ƽɍپا šر (MPLE) ŧاواɎƺده ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآوردțرƾای šرای ŦɎƃاƄų ƱɎƳŴŧ ŧاɎūر ƽƲاƫƶ
آƶاره و Ȏوک آƶاره šا ƽšاƈƶ ƽȎ Ŧƃا ƺاپاراŨƶری ƚšاŧ šرآورد و پاراŨƶری Ŧšاū اūرات šرای ŦɎƃاƄų ɎƜƶار ƵɎƫŨƄƶ ƽŢƃاŴƶ ƶا ƾدف Ƈود.
ƶدل šا ɌƔŷ رțرɎƃون ƶدل ƵɎƾاƧƶ ƹɎš Ʒŧاɍز Ŧƿů ƽƲاƫƶ ƹɍا در .Ŧƃا ɌƔŷ رțرɎƃون ƶدل در (ǊǒǑ٠) ȏƷƾاران و ɌƳƄƳš DFFITS
پاراŨƶر šرآورد در ŦɎƃاƄų ɎƜƶار ƻƛوان ƽš (Ǌǒǐǐ) Ȏوک آƶاره Ƈود. Ɍƶ اƧŨƃاده DFFITS ůای ƽš DFIT از پاراŨƶری ƽƷɎƺ ƽŨŸɎƶآ
Ɍƺودƶآز ɍا ƶوارد ɌɍاƃاƻƇ šرای دو آن از ŧوان Ɍƶ ƹɎƻچ Ƶƾ دارد. Ȏارšرد ƺاپاراŨƶری šرازش ȍɍ ŧغɎɎرات Ɏțری اƺدازه šرای DFIT و ɌƔŷ
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Ȏرد. اƧŨƃاده پاراŨƶری ƽƷɎƺ ƽŨŸɎƶآ ƾای ƶدل در MPLE šرای ƶوūر ƾای

پارامŨرها برآورد و مدل ǋ
ƽš tij زƶان در Ɍƺودƶآز ƹɎƶا i Ŷƃپا ŨƶغɎر Yij ɎȜšرɍد. ƺظر در را i = Ǌ, . . . ,m ƽȎ Ɠوری ƈƶاƾده ni و Ɍƺودƶآز m šا Ɍƈɍاƶآز

Ƈود: Ɍƶ ƻšدی ƶدل زɍر صورت

Yij = XT
ijβ + f(tij) + ZT

ijbi + Ui(tij) + εij (Ǌ . ǋ)

ɌƦصادŧ اūرات qi×Ǌ ƱƫŨƄƶ šردار bi Ʒƾوار، ƚšاŧ f(t) ،ɌƧɎوصŧ ŨƶغɎرƾای Ƃɍرŧاƶ Xij ،ɌƺوɎƃرțر Šɍضرا از p×Ǌ šردار ȍɍ β ƽȎ
را Ɍƺودƶآز وɍژه šردارƾای šاƇد. Ɍƶ ɌƦصادŧ Ɣŷاƾای šردار εij و ƱƫŨƄƶ ɌƦصادŧ Ʀراƻɍد Ui(t) ،Zij ɌƦصادŧ ŨƶغɎرƾای Ƃɍرŧاƶ šا
Ɍƶ ƥɍرƜŧ ƽšاƈƶ صورت ƽš Ɏƺز εi و Zi ، Ui ، Xi ŠɎŧرŧ ƹɎƷƾ ƽš ، Yi = (YiǊ, . . . , Yini

)T :ƵɎƻȎ Ɍƶ ƺاȜƶذاری صورت ƹɍا ƽš
، ( i = Ǌ, . . . ,m, j = Ǌ, . . . , ni) ، tij Ɍƺاƶز ƫƺاط Ƈده Šŧرƶ ƽŨƄƄț ƫƶادɍر šردار t٠ = (t٠Ǌ, . . . , t٠r)T ɎƻȎد Ʀرض Ƈوƺد.
ε،Y ،X،N ،U ŨƶغɎرƾای šاƇد. Ǌ šراšر آن ,j)ام l) ƻƛصر اțر tij = t٠l ƽȎ Ɠوری šاƇد، ام i Ɍƺودƶآز ni × r رŷداد Ƃɍرŧاƶ Ni

صورت ƽš šردارƾا و ƾا Ƃɍرŧاƶ ƽƲاƫƶ Ʒŧام در آƻɍد. Ɍƶ Ŧƃد ƽš Ƶƾ روی Ɍƺودƶآز وɍژه šردار m Ȏردن ƚƷů از ƽȎ ƻŨƄƾد Ɍɍاƾردارš b و
:ƵɎƻȎ Ɍƶ ɌƄɍوƺازš زɍر صورت ƽšردارš و Ƃɍرŧاƶ صورت ƽš را Ǌ . ǋ ƶدل ƹɍراšاƻš Ƈوƺد. Ɍƶ داده ƆɍاƷƺ Țƺپرر

Y = Xβ +Nf + Zb+U+ ε (ǋ . ǋ)

N(٠,Γ) ƚɍوزŧ دارای U و D = diag(DǊ, . . . ,Dm) ƽȎ b ∼ N(٠,D) ɌƦصادŧ اūر ، (٠, σǋ) ƺرƶال ƚɍوزŧ دارای (ε) Ɣŷاƾا
ƽȎ Ɠوری cov(y) = V = diag(VǊ, . . . ,Vm) šا: Ŧƃا šYراšر ƂƺاɍوارȎ Ƃɍرŧاƶ .Ŧƃا Γ = diag(ΓǊ, . . . ,Γm) ƽȎ

.Vi = ZiDiZ
T
i + σǋIi + Γi

ɎȜšرɍد: ƺظر در زɍر در را (β, f) ɌɍاƷƻŨƃدر ƚšاŧ

l(β, f ;Y) =
−Ǌ
ǋ log|V| −

Ǌ
ǋ (Y −Xβ −Nf)TV−Ǌ(Y −Xβ −Nf)

Ƈوƺد: Ɍƶ Ʊاصų ŧاواɎƺده ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآوردțرƾای زɍر ƚšاŧ Ȏردن ƵƷɎƄȎاƶ šا Ʀوق، ƚšاŧ ƽš ƽůوŧ šا

L(β, f) = l(β, f ;Y)−
λ

ǋ
∫

f”(t)ǋdt = l(β, f ;Y)−
λ

ǋ fTKf (ǌ . ǋ)

ƻŨƄƾد؛ ƳƜƶوم پاراŨƶرƾای λ Vو Ƈود Ɍƶ Ʀرض ƽƲاƫƶ ƹɍا در šاƇد. Ɍƶ ɌƧƻƶاƺ ɌƾاƻŨƶ Ʒƾوارƃاز Ƃɍرŧاƶ K و Ʒƾوارƃازی پاراŨƶر λ
آɍد: Ɍƶ Ŧƃد ƽš زɍر ɌƔŷ ƽƔšرا از MPLE و Ŧƃا دوم ƽůدر ƚšاŧ ȍɍ ǌ . ǋ ƽƔšرا صورت ƹɍا در

C







β

f






=







XTV−Ǌ

NTV−Ǌ






Y (Ǎ . ǋ)

C =







XTV−ǊX XTV−ǊN

NTV−ǊX NTV−ǊN+ λK
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Ŧƃا ƽŢŧر پر Ƶƾ (X,NT)Ƃɍرŧاƶ ƽȎ ƻȎد Ɍƶ اŰɍاد را اƻɎƷƓان ƹɍا ŠƳƔƶ ƹɍا .Ŧƃا p + r ƽŢŧپرر C Ƈود Ɍƶ Ʀرض ƽƲاƫƶ Ʒŧام در
šاƇد: Ɍƶ زɍر صورت ƽš پاراŨƶرƾا šرآورد Ǎ . ǋ ƽƔšرا ƩŢƓ šاƇد. Ɍƶ r × Ǌ ƽȏɍ šردار ȍɍ Ǌ و T = (Ǌ, t٠) ƽȎ Ɠوری

β̂ = (XTWxX)−ǊXTWxY (ǎ . ǋ)

f̂ = (NTWfN+ λK)−ǊNTWfY (Ǐ . ǋ)

Wx = V−Ǌ −V−ǊN(NTV−ǊN+ λK)−ǊNTV−Ǌ

Wf = V−Ǌ −V−ǊX(XTV−ǊX)−ǊXTV−Ǌ

آɍد: Ɍƶ Ŧƃدš زɍر ƱȏƇ ƽš ɌƓرƇ Ɍاضɍر اɎƶد šا Ŧšاū اūرات šرآورد ƹɎƻچ Ƶƾ

b̂i = DiZ
T
i V

−Ǌ
i (Yi −Xiβ̂ −Nif̂) (ǐ . ǋ)

b̂ = (b̂TǊ , . . . , b̂T
m)T

ƾای Ƃɍرŧاƶ ƽȎ آɍد Ɍƶ Ŧƃد ƽš Ŷ = Xβ̂ +Nf̂ + Zb̂ = HY šراšر Ƈده šرازش ƫƶادɍر ǐ . ǋ و ǎ . ǋ ƽƔšرا دو از ƽŢƃاŴƶ ɌƷȎ šا
و H = I−ΣV−Ǌ +ΣV−ǊH̄ : šا šراšر H̄ و H

H̄ =

(

X N

)

C−Ǌ






XT

NT






V−Ǌ (Ǒ . ǋ)

اƶا ƻȎد؛ Ɍƶ اƧɍا را ɌƔŷ رțرɎƃون در ɌƇرازš Ƃɍرŧاƶ Ɔƫƺ H Ƃɍرŧاƶ .Σ = σǋI+ Γ و Ŧƃا ɌƺاƷƾ Ƃɍرŧاƶ ȍɍ I šاƻƇد. Ɍƶ
ƻȎد: Ɍƶ صدق Ƶƾ ƾا ƶاƺده Ɍƪاš ƶورد در ɌȜŨƄšوا ƹɍا šاƻƇد، Ɍƶ H̄ Ƃɍرŧاƶ ƽš ƽŨƄšوا Ŧšاū اūرات ƺاƦذ ƾای داده اŰƻɍا در

ẽ = Y −Xβ̂ −Nf̂ = (I− H̄)Y (ǒ . ǋ)

موردی حذف ŧحلɎل ǌ
ųذف روش از ولاƷƜƶ ɌƔŷ ɌƺوɎƃرțر ƶدƿƲای در šاƇد. Ɍƶ ŦɎƃاƄų ƱɎƳŴŧ ƾای آƶاره ƹŨŷاƃ šرای ای ƽɍپا ƈƶاƾدات ƶوردی ųذف
روی ƈƶاƾده ȍŧ ȍɍ ųذف ŧاɎūر ƆŸš ƹɍا در Ƈود. Ɍƶ اƧŨƃاده پاراŨƶرƾا šرآورد روی šر ƈƶاƾدات ŧك ŧأɎūر Ɍƃررš ƻƶظور ƽš ƶوردی

Ƈود. Ɍƶ Ɍƃررš (β, f) šرآورد

موردی حذف Ŧحŧ برآوردها Ǌ . ǌ
آن ƽƄɍاƫƶو ƾا (i, j) Ʒŧام ازای ƽš θ̂(ij) ƽŢƃاŴƶ šاƇد. ƈƶاƾده ƹɎƶا (i, j) šدون θ šراورد θ̂(ij) = (β̂T

(ij), f̂
T
(ij))

T ɎƻȎد Ʀرض
ŦŴŧ را پاراŨƶرƾا šرآورد ŧوان Ɍƶ Ǌ . ǌ ƽɎضƪ از اƧŨƃاده šا ŢƳƓد. Ɍƶ را زɍادی زƶان šاƇد šزرگ ƽƺوƷƺ اƺدازه ƽȎ Ɍƺاƶز Ÿƶصوصا θ̂ šا
ƷƇاره ƈƶاƾده ƹɎƶا(i, j) ɎƻȎد Ʀرض Ƈوƺد؛ Ɍƶ țذاری ƷƇاره ƈƶاƾدات Ɍțادƃ šرای آورد. Ŧƃدš ƽƺوƷƺ ƱȎ Ɍƃررš šدون ƈƶاƾده ųذف
ƫƶدار ام c ƽŢŧرƶ در ƽȎ Ɠوری šاƇد Ɍƶn× Ǌ šردار ȍɍ dc ɎƻȎد Ʀرض ƹɎƻچ Ƶƾ Ɏțرد. Ɍƶ ŷود ƽš را c = nǊ + · · · + ni−Ǌ + j
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.ŦƇدا ŷواƾد را صƧر ƫƶدار ůاƾا ƽɎƫš در و ȍɍ
:ƽȎ Ƈود Ɍƶ ƽŰɎŨƺ šالا ƾای Ʒƺادțزاری از اƧŨƃاده šا : Ǌ .ǌ قضɎه

β̂(ij) = β̂ −
(XTWxX)−ǊXTWxdcd

T
c V

−Ǌẽ
dT
c V

−Ǌ(I− H̄)dc

(Ǌ . ǌ)

f̂(ij) = f̂ −
(NTWfN+ λK)−ǊNTWfdcd

T
c V

−Ǌẽ
dT
c V

−Ǌ(I− H̄)dc

(ǋ . ǌ)

ƻȎد: Ɍƶ ŧغɎɎر زɍر ƱȏƇ ƽš Ǌ . ǌ ƽƔšرا V = σǋI šا ƱƫŨƄƶ ƾای داده šرای

β̂(c) = β̂ −
(XTWxX)−ǊXTWxdcẽc

Ǌ − h̄cc

(ǌ . ǌ)

Ʀرƶول Ʒƾان ǌ . ǌ ŢƺاƇد ƶدل در f ɌƻƜɍ ƺاپاراŨƶری ůزء اțر šاƇد. Ɍƶ Ǒ . ǋ در H̄ Ɣƪری ƻƛصر ƹɎƶ ا c ، h̄cc و ǒ . ǋ در e ام c ƽƧƲوƶ ẽc
šاƇد. Ɍƶ ɌƔŷ رțرɎƃون در (Ǌǒǐǐ) Ȏوک

DFIT و کوک آماره ǋ . ǌ
Ƈود: Ɍƶ ƥɍرƜŧ زɍر ƱȏƇ ƽš θ از θ̂ Ƈده Ɏƫƶاس آƶاره ƚšرƶ صورت ƽš ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ Ȏوک آƶاره

CDij(β, f) = (θ̂ − θ̂(ij))
TC(θ̂ − θ̂(ij))

ŧوان Ɍƶ را آƶاره ƹɍا .Ŧƃا ŨƈɎšر šاƇد ƶوūر ƈƶاƾده ȍɍ ,i)ام j) ƈƶاƾده ƽȏƻɍا اƷŨųال šاƇد šزرŨțر ƽƳاصƦ ƹɍا ƾرچƫدر ƽȎ Ŧƃا Ųواض
آورد: Ŧƃد ƽš ƵɎƫŨƄƶ صورت ƽš Ǌ . ǌ ƽɎضƪ از ůاȜɍذاری šا

CDij(β, f) = dT
c V

−ǊH̄dc

{

dT
c V

−Ǌẽ
dT
c V

−Ǌ(I− H̄)dc

}ǋ
=

dT
c V

−ǊH̄dc

dT
c V

−Ǌ(I− H̄)dc

tǋc

tc =
dT
c V

−Ǌẽ
√

{dT
c V

−Ǌ(I− H̄)dc}

Űƶزا صورت ƽš را β, f šرآورد روی Ɍزئů ŧاɎūر ƷƜƶولا پاراŨƶری ƽƷɎƺ ƾای ƶدل در šاƇد. Ɍƶ ام c ƶورد Ƈده ŦƺودɎŨƃا ƶاƺده Ɍƪاš tc
آƶد: ŷواƾد Ŧƃد ƽš زɍر ƱȏƇ ƽš β ɌƻƜɍ ƶدل پاراŨƶری ůزء šرای Ȏوک آƶاره ƹɍراšاƻš ƻƻȎد. Ɍƶ Ɍƃررš

CDij(β) = (β̂ − β̂(ij))
T{(Ip,٠)C−Ǌ(Ip,٠)T}−Ǌ(β̂ − β̂(ij))

:ƽȎ Ƈود Ɍƶ ƽŰɎŨƺ Ǌ . ǌ ƽɎضƪ از اƧŨƃاده šا و ŧر ƃاده ɌƺاɎš ƽš

CDij(β) =
dT
c WxX(XTWxX)−ǊXTWxdc

dT
c V

−Ǌ(I− H̄)dc

tǋc

ƻƛاصر ƺاپاراŨƶری، ůزء ƫƶادɍرƺاƦذ دارد. ɌȜŨƄš tc اƺدازه ƽš ɍا ƺاƦذ ƫƶادɍر ƽš β̂ روی ƶوردcام Ɍزئů ŧاɎūر Ƈود Ɍƶ ƈƶاƾده ƽȎ Ɠور Ʒƾان
šا را ɎƜƶار ƹɍا ƶوūر ƈƶاƾدات ƻƜƶاداری Ŧƿů (Ǌǒǐǐ) Ȏوک پɎرو šاƇد. Ɍƶ Hβ = WxX(XTWxX)−ǊXTWx Ɣƪری

ƻŰƻƃد. Ɍƶ χǋ
p,α ƚɍوزŧ ƫƶادɍر

(β̂ − β)T{(Ip,٠)C−Ǌ(Ip,٠)T}−Ǌ(β̂ − β) ⩽ χǋ
p,α
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šاƇد. Ǌ٠درصد اƻɎƷƓان ƽɎųاƺ در ƽȎ ƵɎŨƄƾ ƾای β̂(ij) ƽš ƻƶد ƽƪلاƛ (Ǌǒǐǐ) Ȏوک از .Ŧƃا Ǌ − α ŲƔƃ در اƻɎƷƓان ɌضɎš ȍɍ ƽȎ
را ŦɎƃاƄų ɎƜƶار ،ƹɍپلاƃا šرآوردƾای روی šر ɌƜوضƶ ɌȜɍاƄƷƾ ȍɍ در ɌƺاƇپو Ƶƾ ƱɎƲد ƽš ƈƶاƾدات اūر Ŧƃا ƹȏƷƶ ƽȎ Ɍɍاů آن از

Ȏرد. اƧŨƃاده Ǎ . ǌ ƽƔšرا از اƧŨƃاده šا Ɍزئů اūر از ŧوان Ɍƶ دƾد؛ ƆƾاȎ

DFITij =
| dT

c N(f̂(ij) − f̂) |

sij
(Ǎ . ǌ)

šاƇد. Ɍƶ N(٠, Ir)C−Ǌ(٠, Ir)TNT ام c Ɣƪری ƻƛصر sǋ
ij ƽȎ Ɠوری

دورافŨاده ƺقاط آزمون و دورافŨاده ƺقاط ƹɎگƺاɎم اŨƺقال مدل ǌ . ǌ
Ƈود Ɍƶ ƄŴƶوب ƶدل šرای دوراŨƦاده ƽƔƫƺ ȍɍ Ɍƃررš ƶورد ƈƶاƾده آɍا ƽȏƻɍا آزƶون šرای ŠƳاغ دوراŨƦاده ƫƺاط ƹɎȜƺاɎƶ اƫŨƺال ƶدل از

šاƇد: Ɍƶ زɍر Ʀرم ƽš ƶدل ƹɍا ام (i, j) ƶورد ازای ƽš Ƈود. Ɍƶ اƧŨƃاده

Ykl = XT
klβ + f(tkl) + ZT

klbi + Uk(tkl) + εkl k ̸= i, l ̸= j,

Yij = XT
ijβ + f(tij) + ZT

ij bi + Ui(tij) + γ + εij (ǎ . ǌ)

آزƶون صورت ƽš ŧوان Ɍƶ را دوراŨƦاده ƫƺاط آزƶون ƹɍراšاƻš šاƇد. Ɍƶ دوراŨƦاده ƽƔƫƺ وůود دادن ƈƺان šرای ɌƦاضا پاراŨƶر ȍɍ γ ƽȎ
:Ŧƃا šرƪرار زɍر ƽɎضƪ šاƇد. ǎ . ǌ ƶدل MPLE ؛ γ̃ij و f̃ij و β̃ij ɎƻȎد Ʀرض Ȏرد. Ɏšان γ = ٠ Ʀرض

Ʒŧام ƽƛوƷŰƶ šا ǎ . ǌ ƶدل ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآوردțرƾای šراšر ǋ . ǋ ƶدل ŦŴŧ ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآوردțرƾای : ǌ. ǌ قضɎه
: ɌƻƜɍ šاƇد. Ɍƶ ƈƶاƾدات

f̂(ij) = f̃ij β̂(ij) = β̃ij

ƒƃوŧ ƽƲاƄƶ ƹɍا دɍد. ŧوان Ɍƶ (ǊǒǑǋ) وɍزšرگ و Ȏوک در را ɌƔŷ رțرɎƃون در دوراŨƦاده ƫƺاط ƶدل و ƶوردی ųذف ƶدل šودن Ɯƶادل
ƽŨŸɎƶآ ƾای ƶدل در را ƶدل دو ƹɍا šراšری ǌ . ǌ ƽɎضƪ .Ŧƃا Ƈده داده ƒƄš پاراŨƶری ƾای ƶدل از ŧری ŨƄțرده Ȏلاس (ǊǒǒǑ)در وی

šا: Ŧƃا šراšر γ šرای MPLE ƹɎƻچ Ƶƾ ƻȎد. Ɍƶ ŧائɎد پاراŨƶری ƽƷɎƺ

γ̃ij = (dT
c V

−Ǌdc)
−ǊdT

c V
−Ǌ(Y −Xβ̂(ij) −Nf̂ij) =

dT
c V

−Ǌẽ
dT
c V

−Ǌ(I− H̄)dc

šا: Ŧƃا šراšر صƧر Ʀرض ŦŴŧ آن Ƃƺاɍوار و

var(γ̃ij) =
dT
c V

−Ǌ(I− H̄)V(I− H̄)V−Ǌdc

{dT
c V

−Ǌ(I− H̄)dc}ǋ

:ɌƻƜɍ آن Ɏšزی Ƃƺاɍوار šا šراšر ŰƶاŢƺا ƽȎ
varB(γ̃ij) =

Ǌ
dT
c V

−Ǌ(I− H̄)dc

Ɍƃررš šرای ŧوان Ɍƶ آن از و šاƇد Ɍƶ Ƈده ŦƺودɎŨƃا ƾای ƶاƺده Ɍƪاš šا šراšر آن Ɏšزی Ƃƺاɍوار šا γ̃ij Ƈده اŨƃاƺدارد ƫƶدار šاƇد. Ɍƶ
Ɍƪاš از ƃاده ɌƔŷ رțرɎƃون ƶدل در ƽȎ ƷƾاƔƺور Ȏرد. اƧŨƃاده Ƈود Ɍƶ ƄŴƶوب پرت ƽƔƫƺ ȍɍ ƶدل در ام (i, j) ƈƶاƾده آɍا ƽȎ ƹɍا
ŦƺودɎŨƃا ƾای ƶاƺده Ɍƪاš Ʒƺودار ƽȎ tc Ʒƺودار از ƶدل ƹɍا در Ƈود؛ Ɍƶ اƧŨƃاده دوراŨƦاده ƫƺاط ɌɍاƃاƻƇ šرای Ƈده Ɏƫƶاس ƾای ƶاƺده

Ʒƺود. اƧŨƃاده ŧوان Ɍƶ اŨƦاده دور ƫƺاط غرšاȜƲری šرای šاƇد Ɍƶ Ƈده
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Ɍƺآزمود حذف ŧحلɎل ۴
ƾای Ɍƺودƶآز ɌɍاƃاƻƇ ƹɍراšاƻš Ɏțرƺد. Ɍƶ ɌȏƷȎ ŨƶغɎرƾای در Ɍƿšاƈƶ ƫƶادɍر ŠƳاغ ƽšاƈƶ ƾای Ɍƺودƶآز ƈƶاƾدات ɌƲوƓ ƔƶاƜƲات در
Ƈود. Ɍƶ Ɍƃررš ƶدل در f̂ و β̂ روی ام i Ɍƺودƶآز ųذف ŧاɎūر ƆŸš ƹɍا در Ƈود. ƚƪوا ɎƧƶد ŧواƺد Ɍƶ ƶوūر ƈƶاƾدات Ʊšاƫƶ در ƶوūر

ƻȎد. Ɍƶ ƽارائ šرآورد šرای ɌƲوƶرƦ زɍر ƽɎضƪ šاƇد. ام i Ɍƺودƶآز ųذف šا f و β šرآورد θ̂[i] = (β̂T
[i], f̂

T
[i])

T ɎƻȎد Ʀرض
:ƹɍراšاƻš šاƇد. n× ni Ƃɍرŧاƶ ȍɍ Ei = (٠, · · · , ٠, Ini, ٠, · · · , ٠)T ɎƻȎد Ʀرض : ۴ قضɎه

θ̂[i] = θ̂ −C−Ǌ






XT

NT






V−ǊEi(Ini

− H̄i)
−ǊET

i ẽ

ƽȎ Ɠوری

H̄i =

(

Xi Ni

)

C−Ǌ






XT
i

NT
i






V−Ǌ

i

Ƈود: Ɍƶ ƥɍرƜŧ زɍر ƱȏƇ ƽš Ɍƺودƶآز ųذف ƶدل ŦŴŧ ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ Ȏوک آƶاره

CD[i](β, f) = (θ̂[i] − θ)TC(θ̂[i] − θ)

Ȏرد: ɌƄɍوƺازš ŧوان Ɍƶ را Ʀرƶول Ǎ ƽɎضƪ از اƧŨƃاده šا

CD[i](β, f) = ẽTEi(Ini
− H̄T

i )
−ǊV−Ǌ

i H̄i(Ini
− H̄i)

−ǊET
i ẽ

β šرآورد روی ام i Ɍƺودƶآز ŧاɎūر ɌɍاƃاƻƇ šرای ƱŢƪ ƆŸš Ʒƾاƻƺد šاƇد. Ɍƶ ام i Ɍƺودƶآز šا ƻŨƶاظر ni × Ǌ ƶاƺده Ɍƪاš šردار ET
i ẽ ƽȎ

DFIT ƽŢƃاŴƶ ƽš šاƇد؛ Ɍƶ Ɍƺاƶز ƽƔƫƺ ni ƱƶاƇ ام i Ɍƺودƶآز ųذف ƽȎ ɌɍاŰƺآ از Ȏرد. Ɍšاɍارز χǋ
p,α ƚɍوزŧ šا را CD[i](β) šاɍد

دوراŨƦاده ƫƺاط ƹɎȜƺاɎƶ اƫŨƺال ƶدل از ƹɎƻچ Ƶƾ .ŦƄƾ Ɏƺاز f Ƈده šرازش ɌƻŴƻƶ روی ɌƜوضƶ ŧاɎūر ɌɍاƃاƻƇ šرای Ɍƺاƶز ƽƔƫƺ ni در
Ȏرد: اƧŨƃاده ŧوان Ɍƶ ƶورد ƹɎƶا i šرای

Yi = Xiβ +Nif + Zibi +∆+Ui + εi

Yj = Xjβ +Njf + Zjbj +Uj + εj j ̸= i (Ǌ . Ǎ)

šرای MPLE ƷƺاɍاȜƺر ∆̃[i] و f̃[i] ، β̃[i] ɎƻȎد Ʀرض šاƇد. Ɍƶ دوراŨƦاده ƾای Ɍƺودƶآز دƻƾده ƈƺان و ni × Ǌ šردار ȍɍ ∆ آن در ƽȎ
:ƵɎƾد ƈƺان ƵɎƺواŧ Ɍƶ ǌ . ǌ ƽɎضƪ ƽšاƈƶ šاƇد. Ǌ . Ǎ ƶدل f و ∆ ، β

β̃[i] = β̂[i] f̃[i] = f̂[i] ∆̃[i] = Ri

شده سازی شبɎه داده ŧحلɎل ۵
Xi ɌȏƷȎ ŨƶغɎر .ƵɎƻȎ Ɍƶ Ɍƃررš را اŨƦاده دور ƽƔƫƺ دو šا Ƈده ƃازی ƽɎŢƇ داده ƽƲاƫƶ ƹɍا در ŦɎƃاƄų ƱɎƳŴŧ ƾای ɎƜƶار Ɍšاɍارز šرای
ŧا ǋǊ٬ǎǌǋǑ از آن ƫƶادɍر šاƇد. Ɍƶ (ǊǒǒǑ) وȏƷƾاران ƃوئرز پروژŨƃرون ƾای داده اول Ɍƺودƶآز ǋ٠ از BMI ƺرƶال غɎر ƾای اƺدازه
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:Ŧƃا زɍر صورت ƽš ƶدل اƺد. Ƈده Šŧرƶ ǌǑ٬٠ǊǏǎ

Yij = ٠٫ǎ(Xi − ǋǏ) + f(tij) + bi + Ui(tij) + εij i = Ǌ, · · · ,ǋ٠ j = Ǌ, · · · ,Ǎ

Ui(t)، bi ∼ N(٠,٠٫Ǌǋ)، ti,j+Ǌ = tij + ٠٫ǋǎ (j = ǋ,ǌ,Ǎ) ، tiǊ ∼ U(٠,٠٫ǋǎ) ، f(t) = (t− ٠٫ǎ)ǋ آن در ƽȎ
Ƶƾ از ƾا Ɍƺودƶآز šاƇد. Ɍƶ εij ∼ N(٠,٠٫Ǌ) و ٠٬ǌ اول ƽŢŧرƶ ɌȜŨƄŢƷƾودŷ و ٠٬ǋǋ Ƃƺاɍوار šا اول ƽŢŧرƶ اŧورțرɎƃو Ʀرآƻɍد
و β̂ = ٠٫Ǎǎǋ دارد: دŢƺال ƽš را ŮɍاŨƺ ƹɍا MPLE ƵŨɍورȜƲا .Ŧƃا Ƈده Šŧرƶ Ǐ٬ǒ ŧا -ǋ٬Ǒ ƫƶدار از Yij Ŷƃپا ŨƶغɎر ƻŨƄƾد. ƱƫŨƄƶ
روی زɍادی اūر Ǐ٠ ƶورد و β šرآورد روی زɍادی اūر ǋ٠ ƶورد دƾد. Ɍƶ ƈƺان را f šرآورد šرای DFIT و CD(β) ، Ǌ ƱȏƇ.λ = ٠
ŪŴš ƽš ƽůوŧ šا .ŦƄɎƺ šزرگ ɌƳɎŷ β šرآورد روی آن اūر Ƈود Ɍƶ ƄŴƶوب ɌƧɎƜض Ƨƺوذ ƽƔƫƺ Ǐ٠ ƶورد ƽȎ ɌɍاŰƺآ از دارد. f šرآورد
ƱȏƇ ƽš ƽůوŧ šا ƹɎƻچ Ƶƾ دارد. β šرآورد روی زɍادی ŧاɎūر ƵŰƻپ Ɍƺودƶآز ƵɎƻȎ Ɍƶ ƈƶاƾده ǋ ƱȏƇ در ƽȎ Ɠوری Ʒƾان ƈƶاƾدات، ųذف
ŪŴš ƽȎ ɌصɎŸƈŧ ŪųاŢƶ ƾای اƺدازه šا دوراŨƦاده ƽƔƫƺدو Ŭƶال ƹɍا در اƺد. Ƈده ɌɍاƃاƻƇ دوراŨƦاده ƫƺاط ƻƛوان ƽš Ǌǎ و ǎ Ɍƺودƶآز ǋ

šاƇد. Ɍƶ ƆŸš Ŧɍرضا Ȏاƶلا ŮɍاŨƺ ƹɍا Ƈدƺد. ɌɍاƃاƻƇ Ƈد

گɎری ɎŨƺجه و بحث
و ƻŨƄƾد ŦɎƷƾا šا ɎƄšار ƽȎ ƵɍردȎ Ɍƃررš پاراŨƶری ƽƷɎƺ ƽŨŸɎƶآ ƾای ƶدل در را Ɍƺودƶآز ųذف و ƶوردی ųذف ƾای ƶدل ƽƲاƫƶ ƹɍا در

. دارƺد ƾا داده ƱɎƳŴŧ در Ɍɍزاƃ ƽš Ɔƫƺ
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