
Ʊȏش آمار از Ɍɍداده ها برای Țان-وانȜɎŧهار خوشه بندی اȜƲورŨɍم ƩɎطبŧ
ɌƳƛ Ʊț زاده Ɍموس و Ǌ جƜفری حامد
مدرس ŦɎربŧ دانشȜاه آمار، țروه

šا ŠƃاƻŨƶ را خود روش ƾای Ɏƺز آƶار ƵƳƛ ŧا ƻȎ Ɍƶد اŰɍاب ƥƳŨخƶ Ƴƛوم در آƶاری روش ƾای روزاƦزون Ȏارšرد اƶروز دɎƺای در چɎȏده:
Ȏرده ƔƜƶوف خور ƽš را آƶار ƵƳƛ داƻƷƈƺدان ƽůوŧ Ŧƃا ƪرن ƵɎƺ از ŨƷȎر ƽȎ ůدɍد Ȏارšردی زƾ ƽƻɎƶای از Ɍȏɍ دƾد. ƽƜƃوŧ ƱائƄƶ ƽƺوț آن Ɏƺاز
ƧŨƶاوت ɌƲوƷƜƶ ƻǰد ŨƶغɎره داده ƾای šا آن ƾا ƱɎƳŴŧ ƽȎ دارƺد Ȏار و ƃر ɌƇء ȍɍ ƱȏƇ Ɯƶرف داده ƾای آƶاری ƱɎƳŴŧ šا ƽȎ Ŧƃا ɌƶوƳƛ
ɌƜƃ ƺوŨƇار ƹɍا در .Ŧƃا ƱȏƇ داده ƾای šرای ƻǰد ŨƶغɎره خوƻš ƽƇدی روش ƾای ƵɎƷƜŧ ƽůوŧ ƶور ƾ ƱɎƳŴŧای از Ɍȏɍ Ɏƶان ƹɍا در .Ŧƃا
از Ƃپ ƻƶظور، ƹɍا šرای Ƈود. داده ƩɎŢƔŧ ƱȏƇ داده ƾای šرای ،ɌƃدɎƳƪا داده ƾای خوƻš ƽƇدی در Ɯƶروف اȜƲورƾ ƵŨɍای از Ɍȏɍ Ŧƃده اƇ

Ƈ Ɍƶود. Ųɍرƈŧ Ɏƺز ɌƜƪوا Ŭƶال در آن ŦƄšارȎ ƽƲأƄƶ ƺظری Ɍƃررš
.Ʊɍورț ƽƷŰƷů داده ƾای ،Țƺان-واȜɎŧارƾ ƵŨɍورȜƲا ،ƹɎȜƺاɎƶ-k ،ƱȏƇ ارƶآ خوƻš ƽƇدی، ɎƳȎدی: واژه های

.62H99 ،62H30 :(ǋ٠Ǌ٠) Ɍاضɍر موضوع بندی كد

مƫدمه Ǌ
.Ŧƃا šوده Ɣƶرح Ɍƛوƺ ƽš Ɍƻƃ Ɣƃوح ƽƷƾ در و Ʒƾواره ƧŨƶاوت ƾا و ƈƶاƾ ƽšا Ȏردن پɎدا و Ƶƾ از اȏƇال Ʒŧاɍز ƊɎخƈŧ Ɍƶ رƃد، ƺظر ƽš
.Ŧƃا ƽšاƈƶ اȏƇال ƊɎخƈŧ Ɍɍاƺواŧ Ƈ Ɍƶود، ɎŰƻƃده اƦراد ɌƇوƾ ŲƔƃ آن، ƩɍرƓ از ƽȎ ɌŢƲاů ɎƜƶار ƾای از Ɍȏɍ ولاƷƜƶ Ŭƶال šرای
و Ŧخɍر ůاƺوری، و ɌƾاɎț țوƾ ƽƺای اŨƃخوان ƾا، ƿǰره ƾا، اȏƇال، šاƇد لازم ƽȎ ƾرŰȎا Ƈ ɌƷƺود؛ ƵŨخ ů ƹɎƷƾا ƽš ƽƲأƄƶ ƹɍا Ȏارšرد ƽŨŢƲا
ƱȏƇ ŠƄųرš اɎƇاء Ʒŧاɍز از ŦŢŴƋ ƽȎ ƾرŰȎا ƽƋخلا Ɠ ƽšور و ɌƺاƷƃآ اůرام ƽɎƫš و دȜɍر Ȏرات ɍا و ƹɎƶز Ȏره ی ƥƳŨخƶ لاƾ ƽɍای ŦƦاš
Ɣƶرح داده ای ƺوع ƾر šرای ƛام  Ƌورت ƽš خوƻš ƽƇدی ƽƲأƄƶ ،ɌƳȎورƓ ƽš .Ŧƃا Ɣƶرح Ɏƺز ƾ ƱȏƇا» «خوƻš ƽƇدی ƽƲأƄƶ šاƇد، Ɣƶرح آن ƾا

Ƈ Ɍƶود.
اƶا ،(Ǌǒǒǋ وǱɍرن، و (ůاƄƺون šرț Ɍƶردد ƆɎپ ƪ ƵɎƺرن از ƆɎš ƽš ƵȎ Ŧƃد و دارد ƹɍرɍد ƃاƽƫš ای Ɍɍاƿƻŧ ƽš خود ƽǰرț خوƻš ƽƇدی
پɎƻɎƈɎان ƺوȜŨƇان ƶرور šرț Ɍƶردد. ǋǊ ƪرن آغاز ƽš آن ƽƫšاƃ ƽȎ Ɠوری ƽŨƇدا Ȏوŧاه Ʒƛری ،ƱȏƇ آƶار ųوزه در آن روش ƾای Ȏ ƽšارɎțری
ƽš ɌƄɍرŧاƶ اŨšدا آن ƾا .ŦƦرț ƪرار ƽƜƲاƔƶ ƶورد (ǋ٠٠Ǌ) رɎɎƷƄǱɍر و ƽƲ ƽƲ ƒƃوŧ šار ƹɎŨƄخƺ ،ƱȏƇ داده ƾای خوƻš ƽƇدی ƽȎ Ɍƶ دƾد ƈƺان
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....  ƻšدی

Ɍɍاƾ الŬƶ Ƈاƾد ƽارائ šرای دادƺد. ƪرار اƧŨƃاده ƶورد ɌŢŧراƶ ƽƳƄƳƃ خوƻš ƽƇدی روش در را آن Ƃپƃ و Ȏرده ƽŢƃاŴƶ را ƽƳƋاƦ Ƃɍرŧاƶ ƺام
روش ƾای šر ɌƳȎ ƶروری آن در ƽȎ (ǋ٠٠ǎ) ȏƷƾاران و ɎƃرواŨƃاوا ŦɎƲاƜƦ ƽš ŧ Ɍƶوان ƱȏƇ آƶار ųوزه در Ɍɍاƾ لاشŧ ƹɎƻǰ ƽƶادا از
ƽƺوț دو ƊɎخƈŧ šرای خوƻš ƽƇدی Ȏ ƽšارɎțری درšاره (ǋ٠Ǌ٠) ȏƷƾاران و آƶارال Ɯšد، ƃاɎƲان Ȏرد. اƇاره Ŧƃا ƽŨƦرț Ƌورت خوƻš ƽƇدی
ȏƷƾاران و وءƻɍو و خودروƾا Ƴůوی ǰراغ ɌŢŧراƶ ƽƳƄƳƃ خوƻš ƽƇدی šرای (ǋ٠ǊǊ) ȏƷƾاران و اƿɎƈɍارا آن ƾا، ƱȏƇ ƩɍرƓ از Ɍƾاƶ

Ȏردƺد. ƽƜƲاƔƶ ɌůاƄƺ ŦƜƻƋ ƽš ƶرšوط ƄƶئƽƳ ای در آن Ȏ ƽšارɎțری و Ɯš ƽƃدی ƊاخƇ ƫƺاط خوƻš ƽƇدی درšاره (ǋ٠Ǌǌ)
آن ƾا روش ،ɌƃاƻƇ Ŧخɍر ƽš ƶرšوط داده ƾای خوƻš ƽƇدی ƶورد در (ǋ٠Ǌ٠) ȏƷƾاران و آƶارال روش ƫƺد ƹƷض ųاضر ƺوŨƇار در
ɌƳائƄƶ در پƿƻƈɎادی روش رود Ɍƶ اŨƺظار šاƇد. ƻƶاŧ Šƃر ،Ƃƻů ƹɍا از Ɍɍاƾ داده خوƻš ƽƇدی šرای Ũšواƺد ŧا Ƈ Ɍƶود داده ƩɎŢƔŧ Ɠوری
ɌȎدƺا ǋ Ɔخš در اŨšدا اƃاس ƹɍا šر داš ƽŨƇاƇد. Ũƿšری ȏƳƷƛرد ،Ŧƃا ƒŢŧرƶ Ɏƺز اɎƇاء ƱȏƇ اƺدازه šا ƽƃدƻƾ šر ƛلاوه ƽȎ Ŧƃد ƹɍازا
پƿƻƈɎاد ȏƳƷƛرد Ǎ Ɔخš در و Ƈ Ɍƶود Ɣƶرح اƇاره، ƶورد پƿƻƈɎادی روش ǌ Ɔخš در Ƃپƃ Ƈ Ɍƶود. ŪŴš Ɏƺاز ƶورد ƵɎƾاƧƶ Ɍرخš درšاره

Ɏț Ɍƶرد. ƪرار Ɍšاɍارز ƶورد ɌƜƪوا Ŭƶال ȍɍ در ƶذȎور

آمار در Ʊȏش ƱɎƳحŧ و خوشه بندی های روش بر مروری ǋ
«خوƻš ƽƇدی» ɌƻƜɍ ƶورداƧŨƃاده، ƵɎƾاƧƶ Ɍرخš درšاره ɌȎدƺا Ɔخš ƹɍا در Ƈود ƽŨپرداخ Ɔƾپژو ƹɍا در اƧŨƃاده Ƈده روش ƽš ƽȎ آن از ƆɎپ
ůاƄƺون ƩšاƔƶ ƻǰدŨƶغɎره خوƻš ƽƇدی روش ƾای ųوزه در Ƈود. روŧ ƹƇر زɍادی ųد ŧا ƜƶرƇ ɌƦده روش ƻŢƶای ŧا Ƈ Ɍƶود ŪŴš «ƱȏƇ» و
Ɍƶ داƺد ɌƲاƷŨųا ƚɍوزŧ از ŧوɎƲدƇده را داده ƾا ƽȎ ɌŨƦاɎƾر دارƺد؛ وůود ɌƶوƷƛ ŦƦاɎƾر دو ŦƧț ŧ Ɍƶوان اŢŨƛار ȍɍ ƽš (Ǌǒǒǋ) وǱɍرن و
«Ǌ ƽɍپا ƶدل «خوƻš ƽƇدی روش ƽš ŦƦاɎƾر ƹɍا Ƈده اƺد. ŧوɎƲد ƚɍوزŧ ȍɍ از ƽȎ Ŧƃا Ɍƿšاƈƶ ƈƶاƾده ƾای ƱƶاƇ ƽƇخو ƾر ƹɍراšاƻš و
روش ƾای ƹɎš در .Ŧƃا ƺاپاراŨƶری ŠɎŧرŧ ƹɍا ƽš و ŦƄɎƺ ƈƶاƾدات روی ɌƜɍوزŧ Ʀرض ǯɎƾ پاƽɍ ی šر دȜɍر ŦƦاɎƾر .Ŧƃا ƶوƃوم
ƹɎȜƺاɎƶ-k روش ƻŢƶای .Ŧƃا اŨƃوار آن šر ųاضر Ɔƾپژو ƻŢƶای ƽȎ Ŧƃا ǋ ƹɎȜƺاɎƶ-k روش ƾا ƹɍرŧ روفƜƶ از Ɍȏɍ Ɏƺز ƺاپاراŨƶری
در آن ƾا، ƽš ƈƶاƾدات ƹɍرŧ ȍɍزدƺ ƻȎار در خوƾ ƽƇا ƶرȎز دادن ƪرار Ƃپƃ و ǌ ƽƇخو ƶرȎز ƻƛ ƽšوان ƈƶاƾدات ƽƻƶدا در ƽƔƫƺ k اŨƺخاب
ƾارȜɎŧان Ɯšد ƃال ƾا .(ǊǒǏǐ ،ƹɎɍوȎ  ȍƶ) Ŧƃا Ȏرده Ɣƶرح را روش ƹɍا šار ƹɎƲاو šرای ǊǒǏǐ ƃال در ƹɎɍوȎ ȍƶ .Ŧƃا ƽƇخو ȍɍ
(Ǌǒǐǒ ،Țƺوا و (ƾارȜɎŧان Ȏردƺد ƱɎƷȏŧ و ƽارائ ɌƃدɎƳƪا داده ƾای šرای را ɌƇرو Țƺوا Ʒƾراه ƽš اƈɍان ƽƶادا در و (Ǌǒǐǎ (ƾارȜɎŧان،
ƩɎŢƔŧ ƽš ƔƜƶوف ųاضر Ɔƾپژو ƽůوŧ .Ŧƃا ƶوƃوم (H-W) Ǎ Țƺان-واȜɎŧارƾ ƵŨɍورȜƲا ƽš آƶاری ƚšاƻƶ در و دارد Ũƿšری ȏƳƷƛرد ƽȎ
خودداری ƵŨɍورȜƲا ƹɍا țام ƾای ƽارائ از ƽƲاƫƶ Ʀضای ŦɍدودŴƶ ƱɎƲد ƽš اƶا .Ŧƃوده اš ƱȏƇ داده ƾای ƱɎƳŴŧ šرای آن ƾا ƵŨɍورȜƲا Ʊųراƶ

ƻȎد. ƽƜƲاƔƶ اƇاره ƶورد ƚŢƻƶ در را ƵŨɍورȜƲا Ʊųراƶ ƛلاƻƶ ƽƪد خواƻƺده Ƈ Ɍƶود ƽɎƋوŧ .Ŧƃده اƇ
ƽɎƳȎ ی و (Ǌǒǐǐ (ƻȎدال، ț Ɍƶردد šاز ƵŨƄɎš ƪرن دوم ƽƷɎƺ در ƻȎدال ŧلاش ƾای ƽš  ƱȏƇ آƶاری ƱɎƳŴŧ ƽƫšاƃ ŦƧț šاɍد Ɏƺز ƱȏƇ درšاره

Ɍƶ داƻƺد. آƶار از ƽاخƇ ƹɍا پاț ƽɍذار را وی Ɍƛوƺ ƽš ƻƻȎ Ɍƶد، ŦɎƲاƜƦ ųوزه ƹɍا در ƽȎ ɌƻɎƫƫŴƶ
ƽƔƫƺ šرای را Ǌ . ǋ Ɯŧرɍف (ǊǒǒǑ) ƶاردɍا و دراɍدن ț Ɍƶوƻɍد. «ǎ ƊاخƇ «ƫƺاط ɌƇء، ƈƶخƻƻȎ Ɗده ƫƺاط ƽš ƱȏƇارƶآ ادɎšات در

Ɍƶ دƻƾد: ƽارائ ƊاخƇ
ǊModel based clustering
ǋ K-Means
ǌCentroid
ǍHartigan-Wong (H-W)
ǎLandmarks

ƽƇخو ƵŨɍورȜƲا ƩɎŢƔŧ 224

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


ɌƳƛ Ʊț Ɍƃوƶ و ƧƜůری ųاƶد

˳ ˘͓د. م ا˴جاد ا͒طباق مخ̙لف جوام̼ ا̽ضای ب˵͑ ͕مچ͓˵͑ Ċ جام͔̾ ˗˴ ا̽ضای Ĉم˵ا ͔˘ ا˴̬̗ ͒قط͔ ای شاخص، ͒قط͔ ی .Ǌ . ǋ Ɯŧرɍف

šا Ƃɍرŧاƶ ȍɍ در ŧ Ɍƶوان را ƊاخƇ ƽƔƫƺ k آȜƺاه ،Ŧƃا اخɎŨار در Ɯšدی m ƊاخƇ ƽƔƫƺ k šا ɌƇء ȍɍ Ƈود Ʀرض اțر ƹɎƻǱƷƾ
ȍɍ ƶاƻƺد ظاƾر در Ƃɍرŧاƶ ƹɍا ƾرƻǰد Ƈ Ɍƶود. ƽŨƧț «ǏدیƻšرȏɎپ Ƃɍرŧاƶ» ،ƱƋاų Ƃɍرŧاƶ ƽš Ƌورت ƹɍا در داد. ƪرار k ×m Ɯšد
در ƶوůود اƓلاƛات Ƶƾ šاز دƾد، اƺدازه ŧغɎɎر ɍا و Ǳšرخد Ƈود، ůاů ƽšا ƱȏƇ ƽǰ ƻǰان Ȏارšردƾا ŨƈɎšر در اƶا ،Ŧƃا ŨƶغɎره ƻǰد Ƃɍرŧاƶ
Ɍƃدƻƾ Ɍțژɍو از ɌŧاƛلاƓا ،Ɍاضɍر Ʊƶاƛ ƽƃ ƹɍا ɌƓ در ƽȎ šاƇد ț ƽšوƽƺ ای šاɍد ƱȏƇ Ɍاضɍر ƶدل ƹɍراšاƻš Ɍƶ دƾد؛ ƈƺان را Ɏǰ ȍɍز آن،

Ȏرده اƺد: اŢŨƪاس ،(Ǌǒǐǐ) ƻȎدال از را ǋ . ǋ Ɯŧرɍف (ǊǒǒǑ) ƶاردɍا و دراɍدن اƃاس ƹɎƷƾ šر ƺرود. ƹɎš از ƱȏƇ

ا̫̗. مق˵اس Ċ ĈراĊد ،Ćا̙͒قا اثرات حذف از ب̾د چ˵ز Ĉآ از ĉب͔ جاما͒د ͕͓د̫˳ اطلا̽ات ć̘ما ̠ چ˵ز، ˴ ش˙ل .ǋ . ǋ Ɯŧرɍف

šرای ƹɍراšاƻš ƻŨƄƾد؛ ƊاخƇ ƫƺاط اů ƹɍا در Ɍƃدƻƾ ƽɎƲاو خام اƓلاƛات از ƻƶظور ƽȎ Ŧƃا ƹƇرو Ƈ ƽŨƧțده ŠƲاƔƶ ƽš ƽůوŧ šا
«Ţŧدɍلات Ţŧدɍلات، ƹɍا ƽš Ƈود. ųذف پȏɎرƻšدی Ƃɍرŧاƶ از اūرات ƹɍا ،ɌŧلاɍدŢŧ ƩɍرƓ از Ŧƃا لازم Ɍƃدƻƾ ƽɍوƺاū اƓلاƛات ƽš رɎƃدن

ț Ɍƶوƻɍد. «ǐدیƻƺاƷƾ

Ʊȏش داده های خوشه بندی برای H-W اȜƲورŨɍم ƩɎطبŧ ǌ
Ȏرد ƥɍرƜŧ ƈƶاƾده دو ƽƳƋاƦ ƻƛ ƽšوان را پȏɎرƻšدی Ƃɍرŧاƶ دو ƹɎš ɌƃدɎƳƪا ƺرم ŧ ɌƷƺوان ƽȎ رɎƃد ŧ Ɍƶوان ƽŰɎŨƺ ƹɍا ƽš Ƈد ƽŨƧț ƽǱƺآ از
ƹɍراšاƻš Ƈده اƺد. ŦŢū ƱȏƇ ƹɍا ƽš Ȝƺارش ƹɎų در ƽȎ šاƻƇد ɌƳƋا ƊاخƇ ƫƺاط ƽŨƦاɍ ƱɍدŢŧ ، Ƈ ŦŢūده ƊاخƇ ƫƺاط Ŧƃا ƹȏƷƶ ƽȎراǰ
ƽš ƹɎƻǱƷƾ ƻȎد. ŧغɎɎر šاɍد ƱȏƇ داده ƾای šرای H-W ƵŨɍورȜƲا در ƶورداƧŨƃاده ƽƳƋاƦ و ƺدارƺد ƪرار ɌƃدɎƳƪا Ʀضای در ƱȏƇ داده ƾای
šرای (ǋ٠Ǌ٠) ȏƷƾاران و آƶارال ƻȎد. ŧغɎɎر šاɍد Ɏƺز خوƾ ƽƇا ƶرȎز ƽŢƃاŴƶ šرای اƧŨƃاده ƶورد ƹɎȜƺاɎƶ ،ƽƳƋاƦ و ƹɎȜƺاɎƶ ارŢŧاط ƱɎƲد
ƽƳƋاƦ ،ǒɌزئů ƂŨƃراȎپرو ، Ǒ ŧام ƂŨƃراȎپرو ƽƳƋاƦ ƿǰار šرای را اƶر ƽŰɎŨƺ و داده اƺد Ƌورت را ŧغɎɎرات ƹɍا Ɍƾاƶ ƽƺوț دو خوƻš ƽƇدی
ƱȏƇ ƹɎȜƺاɎƶ Šƃاƻƶ ƩɎŢƔŧ ȍɍ اƷƛال šرای Ŭƶال، ƻƛوان ƽš دادƺد. ƪرار ƽƄɍاƫƶ ƶورد ǊǊاسƷƶ Ʀضای ƶخƌŨات در ƽƳƋاƦ و Ǌ٠ɌƺاƷɍر

Ǌǋ ƽƇ ر هƦ ƹɎȜƺاɎƶ ƽš ƱƋاų ƽŰɎŨƺ ƽȎ آƶده Ŧƃد ƽš (ǊǒǍǑ) ƽƇ رهƦ روش ƩɍرƓ از Ɏƺز Ɏƺاز ƶورد

µ̂ = argmin
z(m)∈M





Ǌ
ǋn

L
∑

j=Ǌ
dist(z(m), z

(m)
j )

ǋ




و ȏƶان اūر ƽȎ Ŧƃا پȏɎرƻšدی Ƃɍرŧاƶ z و (ɌƃدɎƳƪااƺ ɍا ɌƃدɎƳƪا) ƶورداƧŨƃاده ƽƳƋاƦ ،dist اů ƹɍا در ƽȎ Ƈود ƽůوŧ .Ŧƃا Ɯƶروف
.Ŧƃا ƊاخƇ ƫƺاط Ɯšد ƈƺان دƻƾده m زšروƺد و دارƺد ƪرار Ţƶدأ در واųد Ɏƫƶاس šا داده ƾا ƽƷƾ ƹɍراšاƻš و Ƈده اƺد. ųذف آن از Ɏƫƶاس

و Ʀاƾ ƽƳƋا ƹɍا šا ŨƈɎšر ɌɍاƻƇآ šرای Ƈ Ɍƶود. ƥɍرƜŧ ƱȏƇ Ʀضای در Ɍŧظاųلاƶ ƹŨƦرț ƺظر در šا Ɏƺز ذȎرƇده Ʀاƾ ƽƳƋای از ƾرȎدام
اūرات دارƺد ɌƜƃ Ɍƛوƺ ƽš ƽƷƾ ƽȎ Ŧƃا ƹɍا Ʀاƾ ƽƳƋا ƹɍا ƹɎš اŨƇراک ƽůو ɌƲو Ƈود ƽƜůراƶ (ǊǒǒǑ) ƶاردɍا و دراɍدن ƽš Ƨŧاوت ƾاƈɍان
اŢƔƺاق ƹɍرŨƈɎš ŧا Ƈ Ɍƶوƺد ǰرخاƺده Ɠوری و دارƺد ƪرار واųد ȏƶان در واųد Ɏƫƶاس šا ƽƷƾ ،ɌƻƜɍ Ţšرƺد؛ ƹɎš از را Ʒƾاƻƺدی ƱɍدŢŧ ƽƃ ƾر

ǏConfiguration Matrix
ǐSymilarity Transformations
ǑFull Procrustes
ǒPartial Procrustes

Ǌ٠Reimannian
ǊǊTangent Space Coordinates
ǊǋFréchet mean
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ƷŨƶاɍزƻƻȎده وɍژƾ Ɍțای ůزو خود Ɏƫƶاس Ɍƶ رƃد ƺظر ƽš ƽȎراǰ ƈƺود ųذف Ɏƫƶاس اūر Ŧƃا لازم ƶوارد Ɍرخš در šاƻƇد. ƽŨƇدا Ƶƾ šر را
ƽš šاƇد. ƽŨƃد ƹɍا از ůاƺداران ŦƳȏƃا Ɍƃررš ƶاƻƺد ɌƃاƻƇ Ŧخɍر ƽš ƶرšوط ƱائƄƶ از ɎƄšاری Ɍƶ رƃد ƺظر ƽš .Ŧƃا ȏɍدȜɍر از ƾ ƱȏƇا
اƧŨƃاده Ƈ Ɍƶود ƽŢƃاŴƶ روȏɍرد ƹɍا šا ƽȎ ƦاƽƳƋ ای از نǰرا ƽȎ Ƈ Ɍƶود وارد (ǋ٠Ǌ٠) ȏƷƾاران و آƶارال ŦɎƲاƜƦ ƽš اƫŨƺاد ƹɍا ƱɎƲد ƹɎƷƾ
روی šر ƽƳƋاƦ ƹɍا از اƧŨƃاده ŮɍاŨƺ šاƇد. آن ƾا ŦƳȏƃا اƺدازه ،Ɍƃررš ƶورد ƽƺوț دو ƱȏƇ Ʒŧاɍز ƶوارد از Ɍȏɍ Ƈاɍد ƚƪدروا ȏƺرده اƺد؟ن
ƹɍا šا Ɍɍاƾ داده درšاره ƽƳƋاƦ ƹɍا از اƧŨƃاده ƽȎ Ŧƃا ŠƳƔƶ ƹɍا ƹɎŢƶ ƵŰƻپ Ɔخš در Ʊɍورț Ɯŧدادی ƃر ŦƳȏƃا از ƽš دŦƃ آƶده داده ƾای

Ƈ Ɍƶود. ƥɍرƜŧ Ǌ . ǌ Ƌورت ƽš ƽƳƋاƦ ƹɍا ƻȎد. ƱƷƛ Ũƿšر ŧ Ɍƶواƺد ɎƄšار Ɍțژɍو
ا̫̗، ĉحذف شد آĈ ͕ا از Ĉم˙ا اثر ̘͓͖ا Xǋ Ċ XǊ ͔˘ X◦ǋ Ċ X◦Ǌ پ˵˙رب͓دی ما̘ر˴̪ Ċد ب˵͑ ا͒دازĉ-ش˙ل فضای فاصل͔ .Ǌ . ǌ Ɯŧرɍف

از: ا̫̗ ̽بارت
dǋ
S(X

◦Ǌ , X◦ǋ ) = inf
Γ∈SO(m)

∥XǊ −XǋΓ∥ǋ

.
ɌƦادƌŧ Ƈروع در ƽȎاŰƺازآ .Ŧƃا šراɎȜƺز ƆƲاǰ Ɏƺز ƵŨɍورȜƲا Ƈروع ƽƔƫƺ اŨƺخاب Ŵƺوه اƧŨƃاده ƶورد ƽƳƋاƦ ƺوع ƽš ƫƺد šر ƛلاوه
Ũšواƺد ŧا šاƇد šرخوردار ɌƦاȎ Ŧƪد از داده ƾا ŦɎƾاƶ ƽš ŦŢƄƺ šاɍد ƵŨɍورȜƲا ƽŰɎŨƺدر و šاƻƇد ƽƇخو ȍɍ از ɌšخاŨƺا ƽƔƫƺ دو Ŧƃا ƹȏƷƶ
ƹɍرŨƈɎš šا ƽƔƫƺ دو از اƧŨƃاده Űƶزا ƽƇخو دو در Ƈروع ƽƔƫƺ دو ƹŨƦرț ƪرار از اƻɎƷƓان šرای ƃاده راه ȍɍ دƾد، اŰƺام را Šƃاƻƶ ȍɎȏƧŧ

Ɏțرƺد. ƪرار ƽƇخو ȍɍ در ƽƳƋاƦ ƹɍرŨƈɎš šا ƽƔƫƺدو Ƃپƃ و Ƈود ƽŢƃاŴƶ ƫƺاط دوƽš دوی ƦاƽƳƋ ی دŧ ƩɎƪر، Ɠور ƽš .Ŧƃا ƽƳƋاƦ

ɌƜƪوا مثال ȍɍ ƱɎƳحŧ ۴
،(ǋ٠Ǌ٠) ȏƷƾاران و آƶارال پƿƻƈɎادی روش šراƃاس H-W ƵŨɍورȜƲا ƩɎŢƔŧ وɍژه ƽš و ƽƲاƫƶ ƹɍدرا Ƈده ƽارائ پƿƻƈɎادƾای Ɍšاɍارز ƻƶ ƽšظور
țورƾ Ʊɍای ƽƷŰƷů  ŦƾاŢƇ ƛدم ɍا  ŦƾاŢƇ Ɍƃررš ƻƶ ƽšظور ƩɎƫŴŧ ȍɍ Ɍپ در داده ƾا ƹɍا .Ŧƃا Ƈده اƧŨƃاده țورƾ Ʊɍا ƽƷŰƷů داده ƾای از
Ƈده اƺد ƚƷů آوری (ƥƲا)Ǌ ƱȏƇ ƩšاƔƶ ƶاده ǌ٠ و ƺر ǋǒ ƱƶاƇ Ʊɍورț ǎǒ ƃر ŦƳȏƃا از ȍɎƶوŧاƺآ ƊاخƇ ƽƔƫƺ Ǒ Ƌ ƽšورت ƶاده و ƺر
ƈƺان (ب) Ǌ ƱȏƇ در Ɏƺز Ɯšد دو در Ʊɍورț ǎǒ ƹɍا ƫƺاط ƶخƌŨات .Ŧƃا ƽŨپرداخ آن ƾا ƽƜƲاƔƶ ƽš (ǊǒǒǑ) ƂƻɎȜɎƾُا šار ƹɎƲاو ƽȎ
ȍɎȏƧŧ داده ƾا ƽȎ Ŧƃا Ƈده ƽŨƦرɍپذ Ʀرض ƹɍا ƽǰرțا اƺد. ƧŨƶاوت Ƶƾ šا țروه دو ɌȎدƺا Ƈ Ɍƶود ƈƶاƾده ƽȎ ƷƾاƔƺور .Ŧƃا Ƈده داده
ɌƻƜƶ دار ارŢŧاط آن ƾا ƱȏƇ šا țورƾ Ʊɍا ŦɎƄƻů ƽȎ Ƈود Ʀرض ƽǱƺاƻǰ .Ŧƃا ƶاده و ƺر țروه دو ƽš داده ƾا ƹɍا خوƻš ƽƇدی ƾدف Ƈده اƺد،
ƶورد آزƶون ƻƾوز اƶروز ƽš ŧا ƽȎاŰƺازآ ƽŨŢƲا Ȏرد. ƵɎƄƫŧ ƶاده و ƺر țروه دو ƽš را داده ƾا ،ƱȏƇ روی از آن ƾا خوƻš ƽƇدی šا ŧ Ɍƶوان دارد،
ƺدارد. وůود ƽɎرضƦ ƹɍا Ȏردن آزƶون اȏƶان ،Ŧƃا ƈƺده ƽارائ -ɌƻɎɎŢŧ ŨƶغɎر و ƱȏƇ ŨƶغɎر ƹɎš ارŢŧاط -ƹɎƻǰ ƹɍا Ɍɍاƾ ƽɎرضƦ šرای ɌƲوŢƪ
ɍا و šاƇد ƶاده țروه اƾ ŦƳȏƃای ƽɎŢƇ ƺر Ʊɍورț ƻǰد ɍا ȍɍ ŦƳȏƃا ƱȏƇ لاŬƶ ƽȎ Ŧƃا ƹɍا دƾد رخ Ŧƃا ƹȏƷƶ ƽȎ ɌŨƲاų ȍɍ ƹɍراšاƻš
دو Ɏƺز ɌƳȏƇ ŴƲاظ ƽš ƶاده و ƺر țورƾ Ʊɍای țروه دو اƃاƃاً نآɍا ƽȎ داد ƪرار آزƶون ƶورد را ƽɎرضƦ ƹɍا Ɏǰز ƾر از ƆɎپ ŧ Ɍƶوان .ƂȏƜƲاš
.Ŧƃا اŰƺام Ʊšاƪ (ǋ٠٠ǐ) ȏƷƾاران و آƶارال در ƜƶرƇ ɌƦده ƱȏƇ ƹɎȜƺاɎƶ اخŨلاف آزƶون ƩɍرƓ از ƽɎرضƦ ƹɍا خɎر؟ن. ɍا ƻŨƄƾد țروه
ƽظųلاƶ ƽȎورƔƺاƷƾ .Ŧƃا Ƈده țزارش Ǌ ůدول Ƌورت ƽš آن ƾا ŮɍاŨƺ و اŰƺام ƱȏƇ آƶار در ƶرƃوم آزƶون ƿǰار ،ƽƲاƫƶ ƹɍا ƾدف šرای
خوƻš ƽƇدی اƃاس ولاƋا و ŦƾاŢƇ ƛدم ɎƜƶار ƽȎ آن ůا از دارد. وůود Űƶزا țروه دو ƱȏƇ ŴƲاظ ƽš و ƱƋاų ŮɍاŨƺ ƽš ƽůوŧ šا Ƈ Ɍƶود
ƹɍا ƽš اƶر ƹɍا šرای داد. ƪرار ƌŧوɍری و ƿƇودی Ɍƃررš ƶورد را ƶوضوع ƹɍا ƽƳƋاƦ ƩɍرƓ از ŧ Ɍƶوان ،Ŧƃا ƽƳƋاƦ اƃاس šر ƹɎȜƺاɎƶ-k

: ƵɎƻȎ Ɍƶ ƱƷƛ Ƌورت
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پر) (ƫƺاط ƶاده ƾای Ʊɍورț و (ɌƲخا ƺر(ƫƺاط țورƾ Ʊɍای ƊاخƇ ƫƺاط و (ƥƲا) Ʊɍورț ƽƷŰƷů در ȍɎƶوŧاƺآ ƊاخƇ ƽƔƫƺ Ǒ :Ǌ ƱȏƇ
(ب). Ƶƾ ƻȎار در

ƶاده ƺرو țورƾ Ʊɍای šرای ƹɎȜƺاɎƶ ƽƄɍاƫƶ آزƶون ƾای ŮɍاŨƺ :Ǌ ůدول
țودال ƷɎůز ȚƻɎƳŨƾ لاŢƶدا ɎƜƶار

ǋǋ٫ǋǑǎǐǊ ǌǒǊ٫Ǒǎǐǐ ǋǏ٫Ǎǐ٠Ǎǋ ǋǍǒ٫ǊǑǍǏ آƶاره ƫƶدار
٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ Ǌ٫ǊǊ٠ǋe− ǊǏ ٠٫٠٠٠٠ ƫƶ-pدار
٠٫٠٠ǎ ٠٫٠٠ǎ ٠٫٠٠ǎ ٠٫٠٠ǎ ƫƶ-pدار(šازƷƺوɎț ƽƺری)

.ƵɎƾد Ɍƶ را ǎǒ ŧا ǌ٠ šرƾ ŠƄǰای ƶاده țورƾ Ʊɍای ƽš و ǋǒ ŧا Ǌ šرƾ ŠƄǰای ƺر țورƾ Ʊɍای ƽš اŨšدا ش

.Ƶɍآور Ɍƶ Ŧƃد ƽš Ƈ ƽŨƧțده Ƈروع ƽƔƫƺ و ƽƳƋاƦ Ůƻپ šرای (ǋ٠Ǌ٠) ȏƷƾاران و آƶارال روش اƃاس šر خوƻš ƽƇدی ƱƷƛ Ƃپƃ ش

ƂŨƃراȎپرو ،ɌƺاƷɍر ƽƳƋاƦ ƿǰار و ƵɎƻȎ Ɍƶ اŨƺخاب Ţƶدأ ƻƛ ƽšوان دارƺد را ƽƳƋاƦ ƹɍرŨƈɎš ƽȎ ɌƛروƇ ƽƔƫƺدو از Ɍȏɍ آن از Ƃپ ش
Ƃƻů Ƶƾ ƽš داده ƾا šاɍد ŦƲاų ƹɍا در ƽȎ Ŧƃا Ɍƿɍدš .ƵɎŰƻƃ Ɍƶ آن از را داده ƾا ƽɎƫš Ʒƶاس Ʀضای Šɍرƫŧ و Ɍزئů ƂŨƃراȎپرو ŧام،
šاƻƇد ƺزدŧ ȍɍر آن ƽš ƺر țورƾ Ʊɍای šاɍد Ŧƃا اŨƺخاب Ƈده Ţƶدأ ƻƛ ƽšوان ƺر Ʊɍورț ȍɍ اțر Ŭƶال šرای šاƻƇد. ƺزدŧ ȍɍر خودƇان

šود. خواƾد اȏƇال ƶورد خوƻš ƽƇدی šرای ƽƳƋاƦ ɎƜƶار از اƧŨƃاده آن țاه šاƇد ƹɍا از غɎر اțر دورŧر. ƶاده țورƾ Ʊɍای و

ǋ ƱȏƇ ث ŧا ƥƲا ƾ ŦƷƄƪای در ƽƳƋاƦ Ůƻپ šرای (ǋ٠Ǌ٠) ȏƷƾاران و آƶارال روش ƩŢƓ خوƻš ƽƇدی ƹɎƻǱƷƾ و اخɎر ƻšد ɎƳƷƛات ƽŰɎŨƺ
ŧ Ɍƶوان .Ŧƃا ƽƺوȜǰ Ƶƾ ƽš ŦŢƄƺ ƈƶاƾدات ŦɎƜƪوƶ ƽƳƋاƦ ƧŨƶاوت ɎƜƶارƾای در ƽȎ Ɍƶ دƾد ƈƺان ƾ ƱȏƇا ƹɍا .Ŧƃا داده Ƈده ƈƺان
اŨƻŨƃاج Ʊšاƪ Ɏƺز ǋ ůدول از ƽŰɎŨƺ ƹɍا .Ŧƃا Ȏرده ƱƷƛ ƱƋواƦ ƽɎƫš از Ũƿšر ƱȏƇ-دازهƺا ƽƳƋاƦ ɎƜƶار ƽƜƲاƔƶ ƹɍا در ƽȎ Ȏرد ƽظųلاƶ
آن ƱɎƲد Ŧƃا ƹȏƷƶ .Ŧƃا Ȏرده ůدا ȏɍدȜɍر از را ƾ ƱȏƇا Ʊداخŧ ƹɍرŨƷȎ šا ظاƾراً و ƽš دŦƃ آƶده ƱȏƇ اƺدازه Ʀضای در ƽƳƋاƦ ƹɍا .Ŧƃا
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وůود ŦɎƄƻů و ƽƷŰƷů اƺدازه ƹɎš ɌƻƜƶ داری ƽƔšرا Ɏš ƽšان دȜɍر .Ŧƃا Ƶƿƶ Ƶƾ ƽƷŰƷů ɌȏǰوȎ و Ɍțزرš țورƾ Ʊɍا ƽƜƲاƔƶ در ƽȎ šاƇد ƹɍا
دȜɍر ƽůوŧ ŠƲاů ƽŨȏƺ ی دارد. وůود دȜɍر Ɠرف از ŦɎƄƻů و Ɠ ȍɍرف از اƺدازه و ƱȏƇ ƹɎš ɌƻƜƶ داری ƽƔšرا ŦƧț Ũšوان Ƈاɍد و دارد
از ƽȎ دȜɍری ŠƳƔƶ Ƈوƺد. ȍɎȏƧŧ Ũƿšر ƱȏƇ دو ŧا Ȏرده ȍƷȎ ƶوضوع ƹɎƷƾ Ƈاɍد و Ŧƃا țروه دو ƹɎš زɍاد ŨŢƄƺاً ƽƳƋاƦ ƽƜƲاƔƶ ƹɍا در
ůدɍد ƽƳƋاƦ Ȏ ƽšارɎțری در ƿƻŧ ƽƺا šود، داده Ƈده ƊɎخƈŧ اŢŨƇاه ɌƳŢƪ Ʀاƾ ƽƳƋای در ƽȎ ǊǊ ƽƔƫƺ ƽȎ Ŧƃا ƹɍا Ƈ Ɍƶود اŨƻŨƃاج ƱȏƇ ƹɍا
ƽš Űƻƶر ŧ Ɍƶواƺد Šƃاƻƶاƺ ƽƳƋاƦ از اƧŨƃاده ɌƻƜɍ ƹɍا دارد. ɌŢƄƺ ƽƳƋاƦ Ƶƾ țروه دو ƻƻȎده ȍɎȏƧŧ ƶرز šا ƽȏƳš داده Ƈده ، ƊɎخƈŧ Ŧƃدر
در دȜɍر ƱƋواƦ در اŢŨƇاه ƊɎخƈŧ Ŧƃا ƹȏƷƶ ƹɍراšاƻš ƶرزƺد. ƽš ȍɍزدƺ ǎǍ و ǎǐ ƫƺاط دȜɍر Ɠرف از ƽŨŢƲا . Ƈود ƆųاƦ خƔاƾای
ƹɍا šاƇد. ƽŨƇدا ƶاده، țروه خود، ƥƲخاƶ țروه ƽš ŨƈɎšری ŦƾاŢƇ ǊǊ ƽƔƫƺ واƜƪاً ƽȎ ƹɍا ƽƺ šاƇد ƽƳƋاƦ اŨƺخاب اŢŨƇاه ƱɎƲد ƽš ŦƫɎƫų
دور را ȍɍزدƺ ɌƇء دو Ŧƃا ƹȏƷƶ ɌƃدɎƳƪا ƺا Ʀضای در ɌƃدɎƳƪا ƽƳƋاƦ از اƧŨƃاده ƽȎراǰ ŨƧɎšد اƧŧاق Ŧƃا ƹȏƷƶ Ɏƺز دȜɍر ƶوارد در اƶر

دƾد. ƪرار Ƶƾ ȍɍزدƺ را دور ɌƇء دو و
ƽƜƲاƔƶ ƽš ƛلاƻƶ ƽƪد ųاضر ƽƲاƫƶ ƺوƻƄɍدțان ƽȎ دارƺد ƱȏƇارƶآ در ƺظری ɌƺاŢƶ خود Ƈدƺد Ɣƶرح Ŭƶال ƹɍا ƱɎƳŴŧ در ƽȎ Ɍƶاƿšا ƫƺاط
ƽƳƋاƦ ȎارɎțری ƽš šا ƱȏƇ داده ƾای šرای H-W ƵŨɍورȜƲا ƩɎŢƔŧ ƽŰɎŨƺ ųال، ƹɍا šا ƻŨƄƾد. Ȏارšردی و ƺظری ƽŢƻů دو ƾر از آن ƾا

.Ŧƃوده اš Ɔخš Ŧɍرضا ɎƄšار ƱȏƇ-دازهƺا

ŦɎƄƻů ȍɎȏƧŧ ƽš روش ƾر ازای ƽš ƵŨɍورȜƲا Ŧƃدر ƊɎخƈŧ درƋد ůدول :ǋ ůدول
Ūƺؤƶ ƶذȎر ŦɎƄƻů/روش ƺام

ǒ٠/٠٠ ǒǌ/Ǌ٠ ŧام ƂŨƃراȎپرو
ǒ٠/٠٠ ǒǌ/Ǌ٠ Ɍزئů ƂŨƃراȎپرو
ǒ٠/٠٠ ǒǌ/Ǌ٠ ɌƺاƷɍر
Ǌ٠٠ Ǐǋ/٠ǐ Ʒƶاس Ʀضای ƶخƌŨات
Ǌ٠٠ ǒǌ/Ǌ٠ ƱȏƇ-دازهƺا
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Ɍزئů ƂŨƃراȎب)پرو ɌƺاƷɍر(ƥƲا ƽƳƋاƦ Ůƻپ šرای خوƻš ƽƇدی Ʒƾراه ƽš Ƶƾ از ƽƳƋاƦ ŠƄųرš ƈƶاƾدات ɌŢƄƺ ŦɎƜƪوƶ Ʒƺودار :ǋ ƱȏƇ
ƱȏƇ-دازهƺث)ا ŧام ƂŨƃراȎت)پرو Ʒƶاس پ)Ʀضای
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