
پاراŨƶرها روی نابرابر قɎدهای Ŧحŧ ƶقɎد EM ƵŨɍگورƲا
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بɎرجند دانشگاه ارشد Ɍکارشناس ƱɎحصŨƲا فارغ Ǌ

بɎرجند دانشگاه آƶار گروه ǋاسŨادɍار

ƳɎŧور و ƵɎȎ ƒƃوŧ šار ƹɎƲاو پاراŨƶرƾا روی ɌƔŷ قɎدƾای ŦŴŧ ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد Ȏردن پɎدا šرای ƶقɎد EM ƵŨɍگورƲا چکɎده:
ƶوارد ƹɍا در Ŧƃا Ųواض .ƵɎŨƄƾ ƽůواƶ Ɏƺز ɌƔŷ ƺاšراšر قɎدƾای از ƷŰƶوƽƛای šا آƶاری Ȏارšردƾای در ŠƳاغ ،ƱƷƛ در آƶد. Ŧƃدš
ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد Ȏردن پɎدا ɌƶگɎرƺد، قرار پاراŨƶر Ʀضای ƶرز روی پاراŨƶر ɌƜواق ƶقادɍر ƽȎ ɌŨوق ƽŰɎŨƺ در و ŦƄɎƺ šاز پاراŨƶر Ʀضای
ƃاŨŷارƻšدی ƶواردی ƹɎƻچ در ƹɍا šر ƛلاوه .Ŧƃا Ʒƾراه ɌɍاƾɌدگɎچɎپ šا EM ƺوع اƲگورƾƵŨɍای M گام زɍرا ،Ŧƃا Ʊȏƈƶ ɌɍاƷƻŨƃدر
را šرآوردƾا از دŢƺاƽƲای EM ƺوع اƲگورƾƵŨɍای ȏƶرر ȏŧرارƾای زɍرا ،ŦƄɎƺ ƃادهای Ȏار EM ƺوع اƲگورƾƵŨɍای ɌɍگراƷƾ ŷصوصɎات
ƽȎ پاراŨƶرƾا روی ƺاšراšر قɎدƾای ŦŴŧ ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد Ȏردن پɎدا šرای ƶقɎد EM ƵŨɍگورƲا ƽƲقاƶ ƹɍا در ɌƷƺدƾد. ƽŰɎŨƺ

Ƈ�Ɍƶود. Ŧšاū آن ɌɍگراƷƾ ŷصوصɎات و Ɍƃررš Ŧƃا Ƈده ɌƦرƜƶ ƆƺاراȏƷƾ و ɌƇ ƒƃوŧ
چƻدŨƶغɎره ƺرƶال ƶدل ،ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد ،ƱƶاȎاƺ داده ،EM ƵŨɍگورƲا کɎƳدی: واژه�های

.99X99 ،99X99 ،99X99 :(ǋ٠Ǌ٠) Ɍاضɍر ƶوضوع�بندی كد

ƶقدƶه Ǌ
.Ŧƃا ƱƶاȎرɎغ داده�ƾای ƽš ƶرšوط ƱائƄƶ در ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد Ȏردن پɎدا šرای اƲگورƾ�ƵŨɍا ƹɍرŧدɎƧƶ از ɌȏɍEM ƵŨɍگورƲا
ƶدل پاراŨƶرƾای Ƈدن ƶقɎد ůرɍان ،ƚواقƶ از ɌƳɎŷ در �ɌƶگɎرد. قرار اƧŨƃاده ƶورد آƶاری اŢƻŨƃاط در ŠƳاغ ƺاšراšری�ƾا، ƱƶاƇ ɌɍاƾارŨŷاƃ
ŲƔƃ از ɌƈɍزاƦا ɌƜšاŧ ŷاص ƷɎŧار ȍɍ Ŷƃپا اƷŨųال Ŧƃا ƹȏƷƶ Ŭƶال، šرای Ƈ�Ɍƶود. ظاƾر ɌƳƷƛ Ȏارšردƾای در ɌƔŷ ƺاšراšری�ƾای šا
اƓلاƛات از اƧŨƃاده ɌƳȎ Ɠور ƽš دƾد. قرار ŧاɎūر ŦŴŧ را Ɔɍاƶآز ŨƻȎرل ،ɌƦصادŧ Ɠور ƽš ƷɎŧار Ŷƃپا Ŧƃا ƹȏƷƶ ɍا šاƇد دارو ƹɎɎƜŧ

Ƈ�Ɍƶود. Ȏارآƶدŧر و Ũƿšر ŮɍاŨƺ ƽš Ɍšاɍ�Ŧƃد ƽš Űƻƶر آƶاری اŢƻŨƃاط در ƺاšراšر قɎدƾای
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ƶقɎد EM ƵŨɍگورƲا فرƶولبندی ǋ
ƹɎگƺاɎƶ šا ƺرƶال ɌƦصادŧ šردار e و ƺاƳƜƶوم پاراŨƶر šردار β ƳƜƶوم، Ɠرح Ƃɍرŧاƶ X ƽȎ šگɎرɍد ƺظر در را Y = Xβ+ e ɌƔŷ ƶدل
Y از n ƵŰų ƽš ɌƦصادŧ ƽƺوƷƺ ȍɍ i = Ǌ, · · · , n ،yi = (yiǊ, · · · , yik)⊤ ɎƻȎد Ʀرض .Ŧƃا Σ ƳƜƶوم ƂƺاɍوارȎ Ƃɍرŧاƶ و صƧر
داده ƈƺان yi(mis) Ʒƺاد šا yi گƈƷده دادهƾای šردار آƺگاه ƈƺود، ƈƶاƾده ƱƶاȎ Ɠور ƽš yi اگر šɌƶاƇد. yi ƽƧƲؤƶ ƹɎƶاj ،Yij ƽȎ šاƇد
yi(obs) و ƺدارد وůود yi(mis) Ƈود، ƈƶاƾده ƱƶاȎ Ɠور ƽš yi ƽچƺاƻچ دارد. اƇاره yi Ƈده ƈƶاƾده دادهƾای šردار ƽš yi(obs) و ƇɌƶود
،ymis = (y⊤Ǌ(mis), · · · ,y

⊤

n(mis))
⊤ Ƃپƃ šاƇد، ƱƶاȎ دادهƾای šردار Y = (Y ⊤Ǌ , · · · ,Y ⊤

n )
⊤ ɎƻȎد Ʀرض .Ŧƃا yi Ʒƾان

ƚšاŧ ƵŨɍگارƲ šɌƶاƇد. yobs = (y⊤Ǌ(obs), · · · ,y⊤

n(obs))
⊤ صورت ƽš Ƈده ƈƶاƾده دادهƾای šردار و Ŧƃا گƈƷده دادهƾای šردار

ƇɌƶود: ƥɍرƜŧ زɍر صورت ƽš و ƇɌƶود داده ƈƺان l(Xβ;y) Ʒƺاد šا ƱƶاȎ دادهƾای ɌɍاƷƻŨƃدر

l(Xβ;y) = −
Ǌ
ǋ

n∑

i=Ǌ
(yi −Xβ)⊤Σ−Ǌ(yi −Xβ) + c٠

ƽš ƺاšراšری Ɯŧدادی ƒƃوŧ β پاراŨƶر šردار ƽȏƻɍا ƽš ƈƶروط .ŦƄɎƺ ƽŨƄšوا β ƺاƳƜƶوم پاراŨƶر šردار ƽš ƽȎ Ŧƃا Ŧšاū ȍɍ c٠ ƽȎ Ɠوری ƽš
A٠β ≥ 0 قɎد صورت ƹɍا در šاƻƇد، µ = Xβ و A = A٠(X⊤X)−ǊX⊤ ɎƻȎد Ʀرض šاƇد، Ƈده ƶقɎد A٠β ≥ 0 صورت
ƱɍدŢŧ زɍر Ʀرم ƽš و داده ƈƺان l(µ;y) Ʒƺاد šا ƱƶاȎ دادهƾای ɌɍاƷƻŨƃدر ƚšاŧ ƵŨɍگارƲ ŦƲاų ƹɍا در و ƇɌƶود ƱɍدŢŧ Aµ ≥ 0 Ʀرم ƽš

ƇɌƶود:

l(µ;y) = −
Ǌ
ǋ

n∑

i=Ǌ
(yi − µ)⊤Σ−Ǌ(yi − µ) + c٠

ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد Ȏردن پɎدا šا Ɯƶادل A٠β ≥ 0 قɎد ŦŴŧ l(Xβ;y) در β ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد Ȏردن پɎدا ƽȎ Ŧƃا Ųواض
šɌƶاƇد. Aµ ≥ 0 قɎد ŦŴŧ l(µ;y) در µ ɌɍاƷƻŨƃدر

Ɍاضɍر اɎƶد اŨšدا ƻƶظور ƹɍا šرای .ƵɎƻȎɌƶ ɌƦرƜƶ µ ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد Ȏردن پɎدا šرای ƶقɎد EM ƵŨɍگورƲا ȍɍ ųال
،ƽȎ ƵɎƻȎɌƶ ƽŢƃاŴƶ را Ƈده ƈƶاƾده دادهƾای Ƈرط ƽš ƱƶاȎ دادهƾای ɌɍاƷƻŨƃدر ƚšاŧ ƵŨɍگارƲ ɌƓرƇ

Q(µ;µ(m)) = −
Ǌ
ǋ
∫ n∑

i=Ǌ
(yi − µ)⊤Σ−Ǌ(yi − µ)f(ymis|yobs.µ

(m))dymis + c٠

= −
Ǌ
ǋ

n∑

i=Ǌ

∫
y⊤

i Σ
−Ǌyif(ymis|yobs,µ

(m))dymis

+
Ǌ
ǋ

n∑

i=Ǌ

∫
y⊤

i Σ
−Ǌµf(ymis|yobs,µ

(m))dymis

+
Ǌ
ǋ

n∑

i=Ǌ

∫
µ⊤

Σ
−Ǌyif(ymis|yobs,µ

(m))dymis

−
Ǌ
ǋ

n∑

i=Ǌ

∫
µ⊤

Σ
−Ǌµf(ymis|yobs,µ

(m))dymis + c٠

= −
Ǌ
ǋ

n∑

i=Ǌ
E(Y ⊤

i Σ
−ǊY i|Y obs,µ

(m)) +
n∑

i=Ǌ
E(Y ⊤

i Σ
−Ǌµ|Y obs,µ

(m))−
n

ǋµ⊤
Σ

−Ǌµ+ c٠
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:Ƶɍدار V̄ (m)
= Ǌ

n

∑n

i=Ǌ V (m)
i و V (m)

i = E(Y i|Y obs,µ
(m)) دادن قرار šا

E(Y ⊤

i Σ
−ǊY i|Y obs,µ

(m)) = E[trac(Y ⊤

i Σ
−ǊY i)|Y obs,µ

(m))] = E[trac(Y iY
⊤

i Σ
−Ǌ)|Y obs,µ

(m)]

= trac[E(Y iY
⊤

i Σ
−Ǌ)|Y obs,µ

(m)] = trac(V ar(Y i|Y obs,µ
(m))Σ−Ǌ

+ E(Y i|Y obs,µ
(m))E(Y ⊤

i |Y obs,µ
(m))Σ−Ǌ)

= trac[V ar(Y i|Y obs,µ
(m))Σ−Ǌ] + trac[E(Y i|Y obs,µ

(m))E(Y ⊤

i |Y obs,µ
(m))Σ−Ǌ]

= trac[V ar(Y i|Y obs,µ
(m))Σ−Ǌ] + trac[E(Y ⊤

i |Y obs,µ
(m))Σ−ǊE(Y i|Y obs,µ

(m))]

= trac[V ar(Y i|Y obs,µ
(m))Σ−Ǌ] + V

(m)⊤
i Σ

−ǊV (m)
i

ƇɌƶود: ƽŰɎŨƺ زɍر صورت ƽš Q(µ;µ(m)) ƚšاŧ ،V (m)
i = (V

(m)
i − V̄

(m)
) + V̄

(m) ƹŨƦگر ƺظر در šا ƹɎƻچƷƾ

Q(µ;µ(m)) = −
Ǌ
ǋ

n∑

i=Ǌ

[
trac[V ar(Y i|yobs,µ

(m))Σ−Ǌ] + V
(m)⊤
i Σ

−ǊV (m)
i

]

+
n∑

i=Ǌ
V

(m)⊤
i Σ

−Ǌµ−
n

ǋµ⊤
Σ

−Ǌµ+ c٠

= −
Ǌ
ǋ (

n∑

i=Ǌ
trac[V ar(Y i|yobs,µ

(m))Σ−Ǌ]

+
n∑

i=Ǌ
((V

(m)
i − V̄

(m)
)⊤Σ−Ǌ(V (m)

i − V̄
(m)

) + V̄
(m)⊤

Σ
−ǊV̄ (m)

)))

+ nV̄
(m)⊤

Σ
−Ǌµ−

n

ǋµ⊤
Σ

−Ǌµ+ c٠

= −
n

ǋ (µ− V̄
(m)

)⊤Σ−Ǌ(µ− V̄
(m)

) + b(m)

ɌƜšاŧ b(m) = − Ǌǋ
∑n

i=Ǌ[trac(V ar(Y i|yobs,µ
(m))Σ−Ǌ) + (V

(m)
i − V̄

(m)
)⊤Σ−Ǌ(V (m)

i − V̄
(m)

)] + c٠ ƽȎ
ƇɌƶود: اƦراز زɍر صورت ƽš ŦƷƄق دو ƽš V (m)

i Ţƛارت .Ŧƃا µ(m) از

V
(m)
i = Hiµ

(m) +Zi

ɎƻȎد. ƽůوŧ زɍر Ŭƶال ƽš ƶوضوع Ƈدن ƹƇرو šرای دارƺد. ɌگŨƄš Σ و yobs ƽš Zi و Σ Ƃɍرŧاƶ ƽš Hi ƽȎ

Σ Ƃƺاɍکوار Ƃɍرŧما و µ(m) = (µ
(m)Ǌ , µ

(m)ǋ )⊤ ƹɎگƺاɎم بردار با ƺرمال ŧوزɍع دارای yi = (yiǊ, yiǋ)⊤ کɎƻد فرض .Ǌ.ǋ Ŭƶال
و دارد اشاره گمشده مقدار به yiǋ و شده مشاهده مقدار به yiǊ که طوری به باشد

Σ =




σǋǊ σǊσǋρ

σǊσǋρ σǋǋ




،Ƃپƃ

V
(m)
i = E(Y i|yiǊ,µ(m)) = E[(YiǊ, Yiǋ)⊤|yiǊ,µ(m)] =




yiǊ
µ
(m)ǋ + σǋρ

σǊ (yiǊ − µ
(m)Ǌ )


 = Hi




µ
(m)Ǌ

µ
(m)ǋ


+Zi
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که، طوری به

Hi =




٠ ٠
−σǋρ

σǊ Ǌ


 ,Zi =




yiǊ
σǋρ
σǊ yiǊ




قرار šا اƻȎون .Ŧƃا V̄ (m)
= Hµ(m) + Z٠ Ƃپƃ šاƻƇد، Z٠ = Ǌ

n

∑n

i=Ǌ Zi و H = Ǌ
n

∑n

i=Ǌ Hi ɎƻȎد Ʀرض
دادن،

θ(m) = Σ
−

Ǌǋ µ(m) ,C = Σ
−

Ǌǋ HΣ
Ǌǋ ,θ = Σ

−
Ǌǋ µ ,Z = Σ

−
Ǌǋ Z٠ ,B = AΣ

Ǌǋ

:Ƶɍدار
V̄

(m)
= Hµ(m) +Z٠ = Σ

Ǌǋ Σ−
Ǌǋ HΣ

Ǌǋ Σ−
Ǌǋ µ(m) +Σ

Ǌǋ Σ−
Ǌǋ Z٠

و

(µ− V̄
(m)

)⊤ = (Σ
Ǌǋ Σ−

Ǌǋ µ−Σ
Ǌǋ Σ−

Ǌǋ HΣ
Ǌǋ Σ−

Ǌǋ µ(m) −Σ
Ǌǋ Σ−

Ǌǋ Z٠)⊤ = (Σ
Ǌǋ θ −Σ

Ǌǋ Cθ(m) −Σ
Ǌǋ Z)⊤

= (θ −Cθ(m) −Z)⊤Σ
Ǌǋ⊤

ƇɌƶود: ƽŰɎŨƺ زɍر صورت ƽš Q(µ;µ(m)) ƚšاŧ ƹɍراšاƻš

Q(µ;µ(m)) = −
n

ǋ ||Cθ(m) +Z − θ||ǋ + b(m)

ƇɌƶود. ƱɍدŢŧ AΣ
Ǌǋ Σ−

Ǌǋ µ = Bθ ≥ 0 Ʀرم ƽš Aµ ≥ 0 قɎد و
قصد ƶقɎد Ɍšاɍرآوردš ƱائƄƶ در ،D = {θ ∈ Rp : Bθ ≥ 0} و Q(θ;θ(m)) = −Q(µ;µ(m))+ b(m) دادن قرار šا
Ȏودو ƵŨɍگورƲا از اƧŨƃاده šا ŦƲاų ƹɍا در ƶقɎد ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد ƽȎ ƵɎƻȎ ƵƷɎƻɎƶ θ ∈ D ƽš ŦŢƄƺ را Q(θ;θ(m)) ƚšاŧ ،Ƶɍدار

.Ŧƃا µ(m) از ɌƜšاŧ θ(m) ƽȎ ɎƻȎد ƽůوŧ Ɍƶآɍد. Ŧƃدš دŨƄȏɍرا و
ƇɌƶود. اŸŨƺاب ɌƦصادŧ صورت ƽš ƹɍآغاز ƽƔقƺ ƵŨɍگورƲا ƹɍا در آورد. Ŧƃدš µ(m) اƃاس šر ŧɌƶوان را ƶقɎد EM ƵŨɍگورƲا

:Ŧƃا زɍر صورت ƽš ŦƲاų ƹɍا در ƶقɎد EM ƵŨɍگورƲا ɌƳȎ Ɠور ƽš

ƇɌƶود. اŸŨƺاب µ šرای ƹɍآغاز ƶقدار ƻƛوان ƽš µ(٠) اŨšدا -Ǌ

ƇɌƶود. ƽŢƃاŴƶ θ(m) ŠƄųرš Q(θ;θ(m)) ∝ ||Cθ(m) +Z − θ||ǋ ƚšاŧ ƶقدار E گام در -ǋ

صورت ƽš ƽȎθ(m+Ǌ) ƶقدار Ȏودو ƵŨɍگورƲا ɍا دŨƄȏɍرا ƵŨɍگورƲا از اƧŨƃاده šا µ(m+Ǌ) = Σ
Ǌǋ θ(m+Ǌ) دادن قرار šا M گام در -ǌ

ƇɌƶود. ƽŢƃاŴƶ ،Ŧƃا D روی Cθ(m) +Z ŧصوɍر Ʒƾان ɍا θ(m+Ǌ) = Π(Cθ(m) +Z|D)

ƱائƄƶ در t٠ ƶقدار ƇɌƶود. ȏŧرار šاƇد، ||µ(m) − µ(m+Ǌ)|| < Ǌ٠−t٠ ،t٠ Ŧšاū ŦŢŬƶ ƛدد ȍɍ šرای ƽȎ Ɍƺاƶز ŧا Ʀراƻɍد ƹɍا
داده ƈƺان µ̂ Ʒƺاد šا و Ɍƶگردد ƹɎɎƜŧ ،µ ƶقɎد ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد ƻƛوان ƽš µ(m+Ǌ) Ƃپƃ .Ŧƃا غɎره و ǌ ɍا ǋ ƥƳŨŸƶ

Ɍƶآɍد. Ŧƃدš Xβ = µ̂ ƽƲادƜƶ Ʊų از β̂ Ʒƾان ɍا β ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد ƹɍراšاƻš ƇɌƶود.
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ƶقɎد EM ƵŨɍگورƲا ɌɍگراƷه ǌ
{µ(m)} ƽȎ šاɎƇد ƽŨƇدا ƽůوŧ .ƵɎƾدɌƶ قرار ŪŴš ƶورد را Ƈده ɌƦرƜƶ ƵŨɍگورƲا ɌɍگراƷƾ ŷصوصɎات از Ɯŧدادی ŦƷƄق ƹɍا در

.Ŧƃا ƶقɎد EM ƵŨɍگورƲا ƒƃوŧ Ƈده ŧوɎƲد ƽƲاŢƺد

.Ŧƃا C = Σ
−

Ǌǋ HΣ
Ǌǋ آن در که Ŧƃا کراƺدار Ŧواخƻکɍ طور به {µ(m)} آƺگاه باشد، ∥C∥ < Ǌ اگر .Ǌ.ǌ ƵƲ

،ƹɍراšاƻš .θ(m+Ǌ) = Π(Z +Cθ(m)|D) ،Ƶɍدار ƶقɎد EM ƵŨɍگورƲا M گام ƥɍرƜŧ ƽš ƽůوŧ šا اūبات.

∥θ(m+Ǌ)∥ ≤ ∥Z +Cθ(m)∥ ≤ ∥Z∥+ ||Cθ(m)∥ = ||Z||+ ||Cθ(m) ||θ
(m)||

||θ(m)||
||

≤ ∥Z∥+ ∥C∥.∥θ(m)∥

≤ ∥Z∥+ ∥C∥∥Z∥+ ∥C∥ǋ∥Z∥+ · · ·+ ∥C∥m−Ǌ∥Z∥+ ∥C∥m∥Z∥+ ∥C∥m+Ǌ∥θ(٠)∥

≤ ∥Z∥(Ǌ + ∥C∥+ · · ·+ ∥C∥m) + ∥C∥m+Ǌ∥θ(٠)∥

<
∥Z∥

Ǌ − ∥C∥
+ ∥C∥m+Ǌ∥θ(٠)∥ ≤

∥Z∥

Ǌ − ∥C∥
+ ∥θ(٠)∥

ƽȎ Ɠوری ƽš r٠ =
∥Z∥

Ǌ − ∥C∥
+ ∥θ٠∥ ،ƵɎƾدɌƶ قرار اƻȎون .∥µ(m+Ǌ)∥ = ∥Σ

Ǌǋ θ(m+Ǌ)∥ ≤ ∥Σ
Ǌǋ ∥.∥θ(m+Ǌ)∥ ƽȎ

šرƾان و Ŧƃا {µ(m)} šرای Ŧŷواƻȏɍ Ȏران ȍɍ ∥Σ Ǌǋ ∥r٠ ،ƹɍراšاƻš šɌƶاƻƇد، µ šرای ƹɍآغاز ƽƔقƺ µ(٠) و θ(٠) = Σ
−

Ǌǋ µ(٠)

□ ƇɌƶود. ƱƶاȎ
زɍر گزاره ،Ŧƃا l(µ(m+Ǌ);yobs) ≥ l(µ(m);yobs) و Ȏراƺدار l(µ(m);yobs) ƚšاŧ ŨƶغɎره چƻد ƺرƶال ƶدل در ƽȏƻɍا ƽš ƽůوŧ šا

ƇɌƶود. ƽŰɎŨƺ

مɌشود. همگرا l(µ(m);yobs) ŧابع ،m −→ ∞ ɌŨوق .ǋ.ǌ گزاره

.Ŧƃهمگرا {µ(m)} آƺگاه باشد، ∥C∥ < Ǌ اگر .ǌ.ǌ قضɎه

:Ƶɍدار ،θ(m) = Π(Z +Cθ(m−Ǌ)|D) و θ(m+p) = Π(Z +Cθ(m+p−Ǌ)|D) ƽȎ ɌɍاŰƺآ از اūبات.

∥θ(m+p) − θ(m)∥ ≤ ∥C(θ(m+p−Ǌ) − θ(m−Ǌ))∥ ≤ ∥C∥.∥θ(m+p−Ǌ) − θ(m−Ǌ)∥

≤ ∥C∥m∥θ(p) − θ(٠)∥ ≤ ∥C∥m∥(∥θ(p)∥+ ∥θ(٠)∥) ≤ ǋ∥C∥mr٠

:Ƶɍدار Ƈده، داده ŦŢŬƶ ŲɎŴص p ƾر šرای آƺگاه šاƇد، ∥C∥ < Ǌ اگر ƹɍراšاƻš .r٠ =
∥Z∥

Ǌ − ∥C∥
+ ∥θ(٠)∥ ƽȎ

lim
m−→∞

∥θ(m+p) − θ(m)∥ = ٠

،ƹɎƻچƷƾ
∥µ(m+p) − µ(m)∥ = ∥Σ

Ǌǋ (θ(m+p) − θ(m))∥ ≤ ∥Σ
Ǌǋ ∥.∥θ(m+p) − θ(m)∥

□ ƇɌƶود. Ʒƾگرا ƽƲاŢƺد ƹɍا ،m −→ ∞ ɌŨوق Ʋذا و Ŧƃا ɌƇوȎ ƽƲاŢƺد ȍɍ {µ(m)} ƹɍراšاƻš
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نابرابر قɎدهای Ŧحŧ ƶقɎد EM ƵŨɍگورƲا کاربرد ۴
:ƵɎƾد اŰƺام را زɍر ƽɎرضƦ آزƶون ƵɎƾواŷɌƶ Y = Xβ + e ƶدل در





H٠ : µ = 0

HǊ : µ > 0

(Ǌ.Ǎ)

.Ŧƃا µ = Xβ ƽȎ
ɎƻȎد Ʀرض ،µ = (µǊ, µǋ)⊤ ɌƜواق ƶقدار ƻƛوان ƽš µ٠ = (µ٠Ǌ, µ٠ǋ)⊤ دادن قرار šا šگɎرɍد. ƺظر در را k = ǋ ŦƲاų
šرای و Ƈدهاƺد ƈƶاƾده Yiǋ و گƈƷده YiǊ ،i = m + Ǌ, · · · , k šرای گƈƷدهاƺد، Yiǋ و Ƈده ƈƶاƾده YiǊ ،i = Ǌ, · · · ,m šرای
Y obs = (YiǊ ; i = صورت، ƽš Ƈده ƈƶاƾده دادهƾای šردار ،ƹɍراšاƻš Ƈدهاƺد. ƈƶاƾده دو ƾر Yiǋ و YiǊ ،i = k + Ǌ, · · · , n
Ʀرض ŦŴŧ) ƶقɎد ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد ƽš µ̃(n) .Ŧƃا Ǌ, · · · ,m , Yiǋ ; i = m+Ǌ, · · · , k Y i ; i = k+Ǌ, · · · , n)
دادهƾای ɌɍاƷƻŨƃدر ƚšاŧ ƵŨɍگارƲ ƽš l(n)(µ;yobs) ƹɎƻچƷƾ دارƺد. اƇاره H٠ Ʀرض ŦŴŧ ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد ƽš µ̂(n) و (HǊ

ƇɌƶود: ƱɍدŢŧ زɍر Ʀرم ƽš (Ǌ.Ǎ) Ʀرض ƹɍراšاƻš ƇɌƶود. داده ƈƺان l(n)(µ) Ʒƺاد šا Ɍادگƃ šرای ƽȎ دارد اƇاره Ƈده ƈƶاƾده




H٠ : µǊ = ٠, µǋ = ٠
HǊ : µǊ > ٠, µǋ > ٠

(ǋ.Ǎ)

:ƵɎƻȎɌƶ ƥɍرƜŧ زɍر صورت ƽš را l(n)(µ) ƚšاŧ

l(n)(µ) =
m∑

i=Ǌ
log fǊ(yiǊ;µ) +

k∑

i=m+Ǌ
log fǋ(yiǋ;µ) +

n∑

i=k+Ǌ
log fǌ(yi;µ)

=

m∑

i=Ǌ
(yiǊ − µǊ)ǋ

ǋσǋǊ
+

k∑

i=m+Ǌ
(yiǋ − µǋ)ǋ

ǋσǋǋ
+

Ǌ
ǋ

n∑

i=k+Ǌ
(yi − µ)⊤Σ−Ǌ(yi − µ) + c

.Ŧƃا Ŧšاū ȍɍ c ƽȎ
:Ŧƃا زɍر ŧوزɍع دارای −ǋ(l(n)(µ̂)− l(n)(µ̃)) ɌɍماƻŨƃدر ŦبƄƺ آماره ،H٠ فرض Ŧحŧ .Ǌ.۴ قضɎه

lim
n−→∞

P (−ǋ(l(n)(µ̂)− l(n)(µ̃)) ⩾ t) =
ǋ∑

i=Ǌ
wiP (χǋ

i ⩾ t)

wǊ = و wǋ = limn−→∞ PH٠(µ̃Ǌ(n)
> ٠, µ̃ǋ(n)

> ٠) ƹɎƻهمچ دارد. اشاره آزادی درجه i با خɌدو ŧوزɍع به χǋ
i که

مɌباشƻد. limn−→∞ PH٠(µ̃Ǌ(n)
> ٠, µ̃ǋ(n)

= ٠) + limn−→∞ PH٠(µ̃Ǌ(n)
= ٠, µ̃ǋ(n)

> ٠)
ƹɍراšاƻš .Ŧƃا Ɍƺدرو ƽƔقƺ ȍɍ µ̃(n) ،ɌƻƜɍ šاƻƇد، µ̃ǋ(n)

> ٠ و µ̃Ǌ(n)
> ٠ ƽȎ šگɎرɍد ƺظر در را ɌŨƲاų اŨšدا اūبات.

.∂l(n)(µ)
∂µ

|µ=µ̃(n)
= 0

:Ƶɍدار (0, µ̃(n)) šاز šازه در ∂l(n)(µ)

∂µ
šرای ƹɎگƺاɎƶ ƶقدار ƽɎقض šردن ȏšار šا

∂l(n)(µ)

∂µ
|µ=µ̃(n)

=
∂l(n)(µ)

∂µ
|µ=0 +

∂ǋl(n)(µ)
∂µ∂µ⊤

|µ=µ̃∗

(n)
(µ̃(n))

،ƽŰɎŨƺ در
∂l(n)(µ)

∂µ
|µ=0 = −

∂ǋl(n)(µ)
∂µ∂µ⊤

|µ=µ̃∗

(n)
(µ̃(n))
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:Ƶɍدار šزرگ اƛداد قاƺون ƽš ƽůوŧ šا šɌƶاƇد. µ̃(n) و صƧر ƹɎš µ̃∗

(n) ƽȎ

lim
n−→∞

Ǌ
n

∂ǋl(n)(µ)
∂µ∂µ⊤

|µ=µ̃∗

(n)
= −I(0)

،ƽȎ
I(0) = lim

n−→∞
E[(

Ǌ
n

∂l(n)(µ)

∂µ
)(

Ǌ
n

∂l(n)(µ)

∂µ
)⊤|µ=0]

،ƹɎƻچƷƾ
n

Ǌǋ µ̃ L
−→ I−Ǌ(0)V

دارد. اƇاره ƚɍوزŧ در ɌɍگراƷƾ Ʒƺاد ƽš L و Ŧƃا I(0) Ƃƺاɍوار Ƃɍرŧاƶ و صƧر ƹɎگƺاɎƶ šا ƺرƶال ɌƦصادŧ ŨƶغɎر ȍɍ V ƽȎ Ɠوری ƽš
:Ƶɍدار ƶرȎزی ųد ƽɎقض ƽš ƽůوŧ šا ƹɎƻچƷƾ

Ǌ
n

Ǌǋ
∂l(n)(µ)

∂µ
|µ=0

L
−→ V

:Ƶɍدار µ̃(n) ƽƔقƺ ųول l(n)(µ̂) ƳɎŧور ƃری ƒƄš šردن ȏšار šا

l(n)(µ̂) = l(n)(µ̃(n)) +
Ǌ
ǋ µ̃⊤

(n)

∂ǋl(n)(µ)
∂µ∂µ⊤

|µ=µ̃∗

(n)
µ̃(n)

،ƽȎ
Ǌ
n

∂ǋl(n)(µ)
∂µ∂µ⊤

|µ=µ̃∗

(n)

a.s
−→ −I(0)

،Ƃپƃ دارد. اƇاره ɌƷŨų ŧقرŢɍاً ɌɍگراƷƾ Ʒƺاد ƽš a.s

−ǋ(l(n)(µ̂)− l(n)(µ̃(n))) = −µ̃
⊤

(n)

∂ǋl(n)(µ)
∂µ∂µ⊤

|µ=µ̃∗

(n)
µ̃(n)

،ƹɍراšاƻš
−ǋ(l(n)(µ̂)− l(n)(µ̃(n)))

L
−→ V ⊤I−Ǌ(0)V

و µ̃Ǌ(n)
> ٠ ƽȎ Ɍƺاƶز ƹɍراšاƻš ƻȎɌƶد. پɎروی آزادی ƽůدر ǋ šا Ɍŷدو ƚɍوزŧ از ƽȎ Ŧƃا ɌƦصادŧ ŨƶغɎر ȍɍ V ⊤I−Ǌ(0)V ƽȎ

:Ƶɍدار šرقرارƺد، µ̃ǋ(n)
> ٠

−ǋ(l(n)(µ̂)− l(n)(µ̃(n)))
L

−→ χǋǋ

و Ŧƃا µǊ = ٠ šاƻƇد، µ̃ǋ(n)
> ٠ و µ̃Ǌ(n)

= ٠ ƽȎ ɌŨƲاų در اƻȎون دارد. اƇاره آزادی ƽůدر ǋ šا Ɍŷدو ƚɍوزŧ ƽš χǋǋ ƽȎ
صورت ƹɍا در šاƇد، µǊ = ٠ ƽƔقƺ در ɌɍاƷƻŨƃدر ƚšاŧ ƵŨɍگارƲ ƶقدار l(n)(µǋ) ɎƻȎد Ʀرض ƇɌƶود. ƵƷɎƄȎاƶ µ̃ǋ(n)

ƽƔقƺ در l(n)(µ)
:Ƶɍدار šالا در ƽŨƦر ȏšار روش Ʒƾان šردن ȏšار šا .∂l(n)(µǋ)

∂µǋ
|µǋ=µ̃ǋ(n)

= ٠

−ǋ(l(n)(µ̂)− l(n)(µ̃(n)))
L

−→ χǋǊ

šاƇد، µǋ = ٠ ƽƔقƺ در ɌɍاƷƻŨƃدر ƚšاŧ ƵŨɍگارƲ ƶقدار l(n)(µǊ) ƽȎ Ʀرض ƹɍا šا دارد. اƇاره آزادی ƽůدر Ǌ šا Ɍŷدو ƚɍوزŧ ƽš χǋǊ ƽȎ
:Ƶɍدار šالا روش ƹŨƦگر ȏšار šا Ƃپƃ

−ǋ(l(n)(µ̂)− l(n)(µ̃(n)))
L

−→ χǋǊ
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:Ƶɍدار ųاƾŦƲا ƽƷƾ ƹŨƦگر ƺظر در šا ƹɍراšاƻš

lim
n−→∞

P (−ǋ(l(n)(µ̂)− l(n)(µ̃(n))) ⩾ t) = lim
n−→∞

P (µ̃Ǌ(n)
> ٠, µ̃ǋ(n)

> ٠)P (χǋǋ ⩾ t)

+ lim
n−→∞

P (µ̃Ǌ(n)
= ٠, µ̃ǋ(n)

> ٠)P (χǋǊ ⩾ t) + lim
n−→∞

P (µ̃Ǌ(n)
> ٠, µ̃ǋ(n)

= ٠)P (χǋǊ ⩾ t)

صورت، ƽš wǋ و wǊ ƥɍرƜŧ šا

wǊ = lim
n−→∞

PH٠(µ̃Ǌ(n)
> ٠, µ̃ǋ(n)

= ٠) + lim
n−→∞

PH٠(µ̃Ǌ(n)
= ٠, µ̃ǋ(n)

> ٠)

wǋ = lim
n−→∞

PH٠(µ̃Ǌ(n)
> ٠, µ̃ǋ(n)

> ٠)
،ƽȎ ƵɍرɎگɌƶ ƽŰɎŨƺ

lim
n−→∞

P (−ǋ(l(n)(µ̂)− l(n)(µ̃)) ⩾ t) =
ǋ∑

i=Ǌ
wiP (χǋ

i ⩾ t)

□

نɎŨجه�گɎری و Ūبح
ɌƦرƜƶ ȏƷƾاران و ɌƇ ƒƃوŧ ƽȎ ƳƜƶوم ƂƺاɍوارȎ Ƃɍرŧاƶ šا ƶدل ȍɍ šرای ɌƔŷ ƺاšراšریƾای ŦŴŧ ƶقɎد EM ƵŨɍگورƲا ،ƽƲقاƶ ƹɍا در

.ŦƦگر قرار ƽůوŧ ƶورد Ʀرض آزƶون ƽš ƶرšوط ƱائƄƶ و Ƈد Ŧšاū Ƈده پƿƻƈɎاد ƵŨɍگورƲا ɌɍگراƷƾ ŷصوصɎات Ƈد. Ɣƶرح ،Ŧƃا Ƈده
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