
،ɌŧاɎح ،ɌƛاƷŨůا Ƴƛوم ،Ɍƃاƻƈƺروا اŨƪصادی، ƾای داده در آƶاری ƻšدی ƶدل وɍژه ƽš و ɌƺوɎƃرگر ƱائƄƶ ƱɎƳحŧ و ƽɍزŰŧ در چکɎده:
ƹɍرŨƷȎ šرآوردگر ɌƜƪواƶ ƹɎƻچ در .ƵɎŨƄƾ ƽůواƶ درƔŷاƾا ɌگŨƄŢƷƾوŧا و پƈɎگو ŨƶغɎرƾای Ɏƶان در ɌƔŸƷƾ Ʊȏƈƶ šا ... و Ɍƃدƻƿƶ
دƾد. Ɍƶ ƽŰɎŨƺ پاراŨƶرƾا šرای را Ɍƻƿپ اƻɎƷƓان ƱواصƦ و Ƈده Ŧƶلاƛ و ƫƶدار Ʋحاظ از ƩɎƪادƺ šرآوردگرƾای ƽš Űƻƶر ɌƲوƷƜƶ ƶرƜšات
و ɎƲو šرآوردگرƾای ɌƦرƜƶ šا ƾا آن šر ƽŢƳغ Ʒƾزƶان، صورت ƽš ɌگŨƄŢƷƾوŧا و ƽƺدگاƻچ ɌƔŸƷƾ ȏƈƶلات Ɍƃررš ،ƽƲاƫƶ ƹɍا از ƾدف
ŸƶاƓره šردن ȏšار šا ، Rβ = r ɌƦصادŧ غɎر ɌƔŷ ƾای Ŧɍحدودƶ Ŧحŧ ɌƲوƷƜƶ ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ ƶرƜšات ƹɍرŨƷȎ šرآوردگر šا آن ƽƄɍاƫƶ
ƵɎƷƜŧ ɎƲو ƺوع šرآوردگر šرŧری šرای ɌƦاȎ و لازم ƒɍراƇ ƽƶادا در .Ŧƃا پاراŨƶری ƽƷɎƺ ɌƺوɎƃرگر ƶدل در Ɍƺوز ƜŨƶادل زɍان ƚšاŧ šر ɌƻŨŢƶ
Ɍƶ Ŧƃدš را ɎƲو پاراŨƶر šرای ƽƻɎƿš Ɍواحƺ و Ʒƺوده اŸŨƃراج ƽɎضƪ چƻد ŠƲغا در را ɌƲوƷƜƶ ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ ƶرƜšات ƹɍرŨƷȎ šرآوردگر šر ƽŨƦاɍ
šرآوردگرƾای šر پƿƻƈɎادی šرآوردگر šرŧری و ƽŨŷپردا Ƈده Ɏšان ƪضاɍای ɌŨƃدر Ɍƃررš ƽš ȎارƲو Ŧƺوƶ ƃازی ƽɎŢƇ ȍƷȎ ƽš اƿŨƺا، در .Ƶɍآور

داد. ƵɎƾواŷ ƈƺان ƽŨƄŢƷƾ Ɣŷاƾای šا ɌƔŷ رگرɎƃون ƶدل در را Ƈده ɌƦرƜƶ ɌƲوƷƜƶ
ƶدل ɎƲو، ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ Ƈده ƶحدود ɌƳاضƧŧ šرآوردگر ɎƲو، ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ šرآوردگر ،ɌƳاضƧŧ šرآوردگر ƜŨƶادل، زɍان ƚšاŧ کلɎدی: واژه�ƾای

پاراŨƶری ƽƷɎƺ رگرɎƃون
.ǏǋJ٠ǐ ،ǏǋG٠Ǒ : AMS ƶوضوع بندی ƽطبق

خطاƾای با پاراŨƶری ƽƷɎن رگرسɎون ƶدل در Ɍفاضلŧ روش بر ɌنŨبƶ لɎو برآوردگر Ɍɍکارا
ƽŨبسƷƾ
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ƽƶقدƶ Ǌ
حضور .Ŧƃا ƽůواƶ Ȏارšرد در Ƶƿƶ Ʊȏƈƶ ȍɍ šا رگرɎƃون ƶدل در ɌحɎوضŧ ŨƶغɎرƾای ƹɎšدر ɌƔŷ ɌگŨƄšوا ɍا ɌƔŷ ،ƽƺدگاƻچ ɌƔŸƷƾ
Ƃƺاɍوار و šرآوردگر ƩƳƔƶ ƫƶدار ɌƳȎورƓ ƽš دارد. (OLS) ɌƲوƷƜƶ ƶرƜšات ƹɍرŨƷȎ šرآوردگر روی ůدی اūرات دارای ƽƺدگاƻچ ɌƔŸƷƾ
.Ŧƃا ƽŨƦگر ƪرار ƽůوŧ ƶورد اŨƪصاد و آƶار در پاراŨƶری ƽƷɎƺ رگرɎƃون ƾای ƶدل گɎرƺد. ƪرار ŧأɎūر Ŧحŧ Ŧƃا ƹȏƷƶ رگرɎƃون Šɍضرا

šگɎرɍد ƺظر در را زɍر پاراŨƶری ƽƷɎƺ رگرɎƃون ƶدل

yi = X ′
iβ + f(ui) + εi i = Ǌ,ǋ, ..., n, (Ǌ.Ǌ)

-p پاراŨƶری šردار ȍɍ β = (βǊ, βǋ, ..., βp)
′ šاƇد، Ɍƶ ƱƫŨƄƶ ŨƶغɎرƾای از šردار ȍɍX ′

i = (xiǊ, xiǋ, ..., xip) ƽȎ Ɣšوری
و ɌƦصادŧ Ɣŷاƾای ƾا εi و šاƇد، Ɍƶ ƺاƳƜƶوم Ʒƾواره ƚšاŧ ȍɍ f(.) ، ƻŨƄƾد ɌƦصادŧ غɎر و ƳƜƶوم ƾا ui šاƇد، Ɍƶ ƿŰƶول Ɯšدی

ƻŨƄƾد. ƱƫŨƄƶ (Xi, ui) از و ƻŨƄƾد σǋ Ƃƺاɍوار و صƧر ƹɎگƺاɎƶ šا ƚɍوزŧ Ƶƾ و ƱƫŨƄƶ
ƵɎƻȎ Ɍƶ Ʀرض و Ȏراƺدارšوده گاه ƽɎȏŧ دارای ƾuiا . Ŧƃا Ʒƾوار ƚšاŧ ȍɍ ƽȎ ƵɎƻȎ Ɍƶ Ʀرض و ƺاɎƶده ƶدل ƺاپاراŨƶری ƆŸš را f(u)
{yi,Xi, ui} ƾای داده از اƧŨƃاده šا f(u) ƺاپاراŨƶری ƚšاŧ و β ƿŰƶول پاراŨƶری šردار šرآورد ƾدف . uǊ ≤ uǋ ≤ ... ≤ un ƽȎ

Ƈود Ɍƶ ƽŨƇوƺ زɍر Ʀرم ƽš (Ǌ.Ǌ) ƽƲادƜƶ ƶاŧرš/ɌƄɍرداری، Ʒƺاد Ƈد. ŷواƾد اŰƺام ɌƳاضƧŧ šرآوردگر ȍɍ ƩɍرƓ از اȏƻɍار ƽȎ šاƇد Ɍƶ

y = Xβ + f + ε, (ǋ.Ǌ)

.ε = (εǊ, ..., εn)′ ، f = (f(uǊ), ..., f(un))
′ ، X = [XǊ, ...,Xn]

′ ، y = (yǊ, ..., yn)′ ƽȎ
ƾای ƽƧƲوƶ از ɌŢɎȎرŧ آƿƺا زɍرا šاƻƇد، Ɍƶ ƃاده ɌƔŷ رگرɎƃون ƶدƿƲای از پذɍرŧر اƔƜƺاف پاراŨƶری ƽƷɎƺ ɌƔŷ رگرɎƃون ƶدƿƲای
ƱƫŨƄƶ ŨƶغɎر šا اƶا ،Ŧƃا ƽŨƄšوا X ŨƶغɎر ƽš y Ŷƃپا ŨƶغɎر ɌƔŷ ƶدل در ƽȎ Ŧƃا ƹɍا šر Ʀرض و ŢɎƶاƻƇد پاراŨƶری ƽƷɎƺ و پاراŨƶری
ƹɍگر) Ŧƃا Ƈده ƽارائ پژوƈƾگر ƹɍدƻچ ƒƃوŧ روƿƇا ƹɍرŨƷƿƶ دارد. وůود ƜŨƶددی روƿƇای f و β šرآورد šرای دارد. ɌƔŷرɎغ ƽƔšرا u

((ǊǒǑǎ) و ƄɎƻůون و ŦƲوƿƃ
ای ƽƧƲوƶ وůود از ɌƇاƺ روƺد šردن ƹɎš از šرای ɌƳاضƧŧ روش از اƧŨƃاده و ɌƔŷ ƽƧƲوƶ šرآورد šر (Ǌǒǒǐ) ɍاŧچɎو ،(ǋ.Ǌ) ƶدل در

Ʒƺود. šرآورد را ɌƔŷ پاراŨƶر ŧوان Ɍƶ ƵɎƫŨƄƶ Ɣšور و ŦƄɎƺ f ƚšاŧ šرآورد ƽš Ɏƺازی روش ƹɍا در .Ŧƃا Ʒƺوده ƷŧرȎز ƺاپاراŨƶری
.Ŧƃا ƥɎƜض ƶرƜšات Ʊƪحدا šرآوردگر ɌƔŸƷƾ وůود šا Ƈوƺد. Ɍƶ ƽůواƶ ɌƔŸƷƾ Ʊȏƈƶ šا ŠƳاغ ƶحƫƫان رگرɎƃون، آƺاɎƲز در
ƹȏƷƶ ɌƔŸƷƾ وůود Ƈود. Ɍƶ ƥɍرƜŧ y = Xβ + ε ɌƔŷ ƶدل در X Ƃɍرŧاƶ Ũƃون šردارƾای Ɏƶان در ɌƔŷ ɌگŨƄšوا ɌƔŸƷƾ
ƽارائ اŢŨƇاه Ƶɍلاƛ ɍا Ɍɍاƾرآوردš Ŧƃا ƹȏƷƶ و Ƈود Űƻƶر آƿƺا از ɌƔŷ ŠɎȎرŧ ɍا ɌƔŷ پاراŨƶرƾای šرای ƺاƶحدود اƻɎƷƓان ƽƳاصƦ ƽš Ŧƃا
šرآورد šرای و Ƈده ɌƓرƇ šد دچار šاƇد، šزرگ ɌƓرƇ ƛدد دارای X ′X اگر šاƇد. ɌƔŸƷƾ šرای ɎƜƶاری ŧواƺد Ɍƶ ɌƓرƇ ƛدد دƾد.

Ȏرد. اƧŨƃاده (Ǌǒǒǌ) ɎƲو šرآوردگر ،Ůɍر ɌƺوɎƃرگر šرآوردگر از šاɍد β
.Ŧƃا Ƈده ƽŨŷاƻƇ آƶد Ȏار Ɍاصلاح اƪدام ȍɍ ƻƛوان ƽš ŷوب ɌاضŢƫƺا šرآوردگرƾای اƷƛال ɌƔŸƷƾ از ɌƇاƺ ȏƈƶلات Ʊح ƻƶظور ƽš
ƵɎƾواŷ Ȏار ƽš را šود Ƈده داده پƿƻƈɎاد (Ǌǒǒǌ) ɎƲو ƒƃوŧ ƽȎ ɌاضŢƫƺا šرآوردƾای ɌƔŸƷƾ šردن ƹɎš از šرای ،ƽƲاƫƶ ƹɍا اƾداف šرای
Ɍƶ Ʀرض .( (Ǌǒǒǎ) ȎدɎƺز آ و ȎاچɎرƳƺر ) Ƈود Ɍƶ ƽŨƧگ ɎƲو šرآوردگر Ůɍر ɌƺوɎƃرگر šرآوردگر šا (Ǌǒǒǌ) ɎƲو šرآوردگر ŠɎȎرŧ .ŦƦگر

.Ŧƃا šزرگ ȍɎƃلاȎ روƿƇای از Ʊحاص ɌŢɍار دƾد Ɍƶ ƈƺان ƽȎ Ŧƃا šزرگ پاراŨƶری ƽƧƲؤƶ ɌƓرƇ ƛدد ƽȎ ƵɎƻȎ
در Rβ = r ɌƔŷ ɌƦصادŧرɎغ Ŧɍحدودƶ Ŧحŧ β پاراŨƶری šردار šرآورد šرای ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ Ƈده ƶحدود ɌƳاضƧŧ šرآوردگر ،ƽƲاƫƶ ƹɍا در

پاراŨƶری ƽƷɎƺ رگرɎƃون ƶدل در ɌƳاضƧŧ روش šر ɌƻŨŢƶ ɎƲو šرآوردگر 418
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پاراŨƶری šردار šرای ɎƲو ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ ɌƳاضƧŧ šرآوردگر Ƈود. Ɍƶ اƧŨƃاده و ƥɍرƜŧ اƺد، ƽŨƄŢƷƾ Ɣŷاƾا ɌŨƪو پاراŨƶری ƽƷɎƺ ɌƺوɎƃرگر ƶدل
.ƵɎƻȎ Ɍƶ Ɍƃررš (BLF ) زɍان ƚšاŧ Ŧحŧ را ƽƜƲاƔƶ Ŧحŧ šرآوردگرƾای ȏƳƷƛرد Ƈود. Ɍƶ ƥɍرƜŧ Ɏƺز پاراŨƶری ƽƷɎƺ ɌƺوɎƃرگر ƶدل در β

.ƵɎƾد Ɍƶ اŰƺام ƃازی ƽɎŢƇ ȍɍ پƿƻƈɎادی، šرآوردگرƾای ȏƳƷƛرد ƽƄɍاƫƶ ƻƶظور ƽš

Ɍفاضلŧ برآوردگرƾای و ƶدل ǋ
Ʒƺود: šرآورد زɍر ƱȏƇ ƽš ام m ƽŢŧرƶ ɌƳاضƧŧ روش ƽš را ɌƔŷ پاراŨƶر (Ǌǒǒǐ) ɍاŧچɎو پاراŨƶری، ƽƷɎƺ رگرɎƃون ƶدل در

šگɎرɍد: ƺظر در زɍر ƒɍراƇ šا را d = (d٠, dǊ, ..., dm)′ šردار
m
∑

j=٠
dj = ٠ &

∑

j = ٠mdǋ
j = Ǌ (Ǌ.ǋ)

:ƵɎƻȎ Ɍƶ ƥɍرƜŧ زɍر šصورت را D ،(n−m)× n ɌƳاضƧŧ Ƃɍرŧاƶ Ʀوق šردار اƃاس šر

D =





























d٠ dǊ dǋ · · · dm ٠ o · · · o

o do dǊ dǋ · · · dm o o · · · o

... ... ...
o o o · · · do dǊ · · dm o

o o o · · · do dǊ · · dm





























،Ŧƃا Ƈده ƻšدی ƽŢŧر ƾا داده ƽȎ ɌɍاŰƺآ از دƾد. Ɍƶ Ʃƫحƶ ƽš را پاراŨƶر اūر ƵɎƫŨƄƶ šرآورد اůازه ǋ.Ǌ ƶدل در ɌƳاضƧŧ Ƃɍرŧاƶ šردن Ȏار ƽš
دارای ƽȎ šاƇد ƺاƳƜƶوم ƚšاŧ ȍɍ f اگر ƻȎد. Ɍƶ حذف šزرگ ƾای ƽƺوƷƺ در را ƺاپاراŨƶری اūر ǋ.Ǌ ƶدل در D ɌƳاضƧŧ Ƃɍرŧاƶ از اƧŨƃاده

:ŦƇوƺ ŧوان Ɍƶ ɌƳاضƧŧ Ƃɍرŧاƶ šردن Ȏار ƽš šا ƹɍراšاƻš و Ƈده ȍɍزدƺ صƧر ƽš Df آƺگاه šاƇد، Ȏراƺدار اول ƩŨƈƶ

Dy = DXβ +Df +Dϵ, (ǋ.ǋ)

ɍا

ỹ ≈ X̃β + ε̃ (ǌ.ǋ)

ɌƳاضƧŧ šرآوردگر ȍɍ (ǋ٠٠ǌ) ɍاŧچɎو Ŧƃا ƿƈƶود اƻȎون Ǌ.ǋ Ŧɍحدودƶ Ɔƫƺ ƽȏɍورƓ ƽš ε̃ = Dε. و X̃ = DX ، ỹ = Dy و
Ƈود: Ɍƶ ƥɍرƜŧ زɍر صورت ƽš پاراŨƶری ƽƷɎƺ ɌƺوɎƃرگر ƶدل در β پاراŨƶر šرآورد šرای ɌƲوƷƜƶ ƶرƜšات ƹɍرŨƷȎ

β̂diff = [(DX)′(DX)]−Ǌ(DX)′(Dy). (Ǎ.ǋ)

Ƈود: Ɍƶ ƥɍرƜŧ زɍر šصورت ،E(εε′) = σǋV Ʀرض šا ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ ɌƳاضƧŧ šرآوردگر

β̂GD = (X̃ ′V −Ǌ
D X̃)−ǊX̃ ′V −Ǌ

D ỹ. (ǎ.ǋ)

419
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:Ŧƃا زɍر صورت ƽš ،σǋ ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ šرآوردگر و

σ̂ǋ
GD =

(ỹ − X̃β̂GD)′V −Ǌ
D (ỹ − X̃β̂GD)

tr[D′(I − P̃ )D]

=
ỹ′V

−
Ǌǋ

D (I − p̃)V
−

Ǌǋ
D ỹ

tr[D′(I − p̃)D]
, (Ǐ.ǋ)

ƽȎ Ŧƃا Ƈده ƈƶاƾده ǎ.ǋ ƽƲادƜƶ از .Ŧƃا Ƈده ƥɍرƜŧ P̃ = V
− Ǌǋ
D X̃(X̃

′
V −Ǌ
D X̃)−ǊX̃ ′

V
− Ǌǋ
D و Ŧƃا Ɠرح Ƃɍرŧاƶ ȍɍ P̃ و

دارد. ɌگŨƄš X̃ ′
V −Ǌ
D X̃ = G اƓلاƛات Ƃɍرŧاƶ ƾای Ɍژگɍو ƽš β ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ ɌƳاضƧŧ šرآوردگر ŷواص

لɎو ƽŨافɍ ƵɎƷعŧ Ɍفاضلŧ شده ƶحدود برآوردگر ǌ
šرآورد روƿƇای ƹɍدƻچ ƾا، ƽŨƇوƺ در Ɏƶرƃد. ƺظر ƽš ɌƓرƇ šد G Ƃɍرŧاƶ ƽȎ ɌŨƪو ƵɎƻȎ Ɍƶ Ūحš ɌŢɍار šرآورد روش درšاره ،ƆŸš ƹɍا در
ɎƲو šرآوردگر ،β̂(k) = (Z ′Z + kI)−ǊZ ′y, k > ٠ Ůɍر ɌƺوɎƃرگر šرآوردگر ƱŬƶ دارد، وůود ɌƔŸƷƾ Ʊȏƈƶ šا Ţƶارزه šرای ɌŢɍار
ƥɍرƜŧ زɍر šصورت ƽȎ را ɎƲو ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ ɌƳاضƧŧ šرآوردگر ƽƲاƫƶ ƹɍا در .β̂η = (Z ′Z + I)−Ǌ(Z ′Z + ηI)β̂OLS ,٠ < η < Ǌ

:ƵɎƻȎ Ɍƶ پƿƻƈɎاد Ƈود، Ɍƶ

β̃GD(η) = (X̃ ′V −Ǌ
D X̃ + I)−Ǌ(X̃ ′V −Ǌ

D ỹ + ηβ̃GD). (Ǌ.ǌ)

šگɎرɍد: ƺظر در را زɍر ɌƔŷ ɌƦصادŧ غɎر Ŧɍحدودƶ حال،

Rβ = r (ǋ.ǌ)

ƵɎƷƜŧ ɌƳاضƧŧ Ƈده ƶحدود šرآوردگر .Ŧƃا Ƈده داده r، q×Ǌ ƳƜƶوم šردار و Ŧƃا Ƈده داده q < p ƽŢŧر šا R، q× p Ƃɍرŧاƶ ƽȏɍورƔš
Ƈود: Ɍƶ ƥɍرƜŧ زɍر ƱȏƇ ƽš ƽŨƦاɍ

β̂GRD = β̂GD +G−ǊR′(RG−ǊR′)−Ǌ(r −Rβ̂GD). (ǌ.ǌ)

ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ ɌƳاضƧŧ šرآوردگر اصلاح šا را ɎƲو ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ ɌƳاضƧŧ Ƈده ƶحدود šرآوردگر šاƇد. Ɍƶ اƓلاƛات Ƃɍرŧاƶ G = X̃
′
V −Ǌ
D X̃

آɍد:. Ɍƶ Ŧƃدš زɍر šصورت Rβ = r Ƈرط šا ƾا ƶاƺده Ɍƪاš ƶرƜšات ƷŰƶوع Ȏردن ƵƷɎƻɎƶ ƽƳɎƃو ƽš

β̂GRD(η) = β̂GD(η) + (G+ I)−ǊR′[R(G+ I)−ǊR′]−Ǌ(r −Rβ̂GD(η)). (Ǎ.ǌ)

داریم ٢.٣ خطی Ŧمحدودی Ŧحŧ .Ǌ.ǌ ƽɎقض

bias(β̂GRD(η)) = E(β̂GRD(η))− β = −(Ǌ − η)Mβ. (ǎ.ǌ)

.M = C−Ǌ −C−ǊR′(RC−ǊR′)−ǊRC−Ǌ و C = G+ I بطوریکه
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Ɍوزن BLF زɍان Ŧحŧ β̂GRD(η) برای ƶخاطره ŧابع Ǌ.ǌ
:ŦƦگر ƺظر در ŧوان Ɍƶ را (BLF ) زɍر زɍان ƚšاŧ (ǊǒǒǍ) زƻƲر šرآورد، Ŧƪد و šرازش ɌɍوȏɎƺ ƽš ƽůوŧ šا

L(β∗, β) = w(X̃β∗ − ỹ)′(X̃β∗ − ỹ) + (Ǌ − w)(X̃β∗ − X̃β)′(X̃β∗ − X̃β), (Ǐ.ǌ)

šگɎرɍد: ƺظر در β̂GRD šرآوردگر šرای را زɍر در Ɍƺوز BLF زɍان ƚšاŧ .حال ٠ ≤ w ≤ Ǌ و Ŧƃا ɌƦصادŧ غɎر وزن w ƽȎ Ɠوری ƽš

L(β̂GRD, β) = w(X̃β̂GRD − ỹ)′V −Ǌ
D (X̃β̂GRD − ỹ) + (Ǌ − w)(X̃β̂GRD − X̃β)′V −Ǌ

D (X̃β̂GRD − X̃β)

(ǐ.ǌ)
.Ŧƃا Ɍƺوز Ƃɍرŧاƶ V −Ǌ

D و šاƇد Ɍƶ β از ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ ɌƳاضƧŧ Ƈده ƶحدود šرآوردگر ȍɍ β̂GRD

شود: می محاسبه زیر بصورت مŨعادل وزنی زیان بر مبŨنی مخاطره ŧابع .ǋ.ǌ ƽɎقض

R(β̂GRD, β) = wσǋ(n−m) + σǋtr(M٠G)− ǋwσǋtr(M٠G)

R(β̂GRD(η), β) = wσǋ(n−m)− ǋwσǋ(p− q)− ǋw(Ǌ − η)σǋtrM

+σǋtr[(G+ ηI)G−Ǌ(G+ ηI)(M −Mǋ)] + (Ǌ − η)ǋ{β′MGMβ} (Ǒ.ǌ)

M٠ = M٠GM٠ بطوریکه

پɎشنƿادی برآوردگرƾای ƽسɍقاƶ ۴
ƱاضƧŧ .ƵɎƻȎ Ɍƶ اŸŨƃراج šاƇد، β̂GRD از Ũƿšر β̂GRD(η) ƽȏƻɍا šرای را لازم و ɌƦاȎ ƇرƿƓای ،ƆŸš ƹɍا در

: Ƶɍدار زɍر Ʀرم ƽš ∆̃ = R(β̂GRD, β)−R(β̂GRD(η), β)

∆̃ =ǋσǋ(Ǌ − w)(Ǌ − η)trM − ǋσǋ(Ǌ − η)trMǋ

+ σǋ(Ǌ − ηǋ)tr(G−Ǌ(M −Mǋ))− (Ǌ − η)ǋβ′MGMβ, (Ǌ.Ǎ)

d

dη
∆̃ = −ǋσǋ(Ǌ − w)trM + ǋσǋtrMǋ − ǋσǋηtr[G−Ǌ(M −Mǋ)] + ǋ(Ǌ − η)β′MGMβ = ٠

⇒ ηopt =
−σǋ(Ǌ − w)trM + σǋtrMǋ + β′MGMβ

β′MGMβ + σǋtr[G−Ǌ(M −Mǋ)]

=
−σǋtr(M −Mǋ) + σǋwtrM + β′(M −Mǋ)β

β′(M −Mǋ)β + σǋtr[G−Ǌ(M −Mǋ)] , (ǋ.Ǎ)

ɌƦرƓ از
dǋ
dηǋ ∆̃ = −ǋσǋtr[G−Ǌ(M −Mǋ)]− ǋβ′MGMβ. (ǌ.Ǎ)

ƻȎد. Ɍƶ ƵƷɎƄȎاƶ را ∆̃ ƫƶدار ηopt ƽȎ ŦƦگر ƽŰɎŨƺ ŧوان Ɍƶ ، −β′(M −Mǋ)β < σǋtr[G−Ǌ(M −Mǋ)] اگر ،ƹɍراšاƻš
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سازی ƽɎشب ƽطالعƶ ۵
w و η از ɌƧƳŨŸƶ ƾای ŠɎȎرŧ ƱƶاƇ ƶا گɎری ƽƺوƷƺ Ɔɍاƶآز .ƵɎƻȎ Ɍƶ آزƶون را زɍان ƚšاŧ پƿƻƈɎادی šرآوردگرƾای ɌɍاراȎ ،ƆŸš ƹɍا در

:Ŧƃا زɍر šصورت
w = {٠٫ Ǌ,٠٫ ǌ,٠٫ ǎ,٠٫ ǐ,٠٫ ǒ} و η = {٠,٠٫ Ǌ,٠٫ ǋ,٠٫ ǌ,٠٫ Ǎ,٠٫ ǎ,٠٫ Ǐ,٠٫ ǐ,٠٫ Ǒ,٠٫ ǒ,Ǌ}

اƺد. Ƈده ŧوɎƲد n = Ǌ٠٠٠ šرای زɍر Ʀرƶول از اƧŨƃاده šا ɌحɎوضŧ ŨƶغɎرƾای ،ɌƔŸƷƾ ƥƳŨŸƶ درůات ƽš رɎƃدن šرای

xij = (Ǌ − γǋ) Ǌǋ zij + γzip, i = Ǌ,ǋ, ..., n, j = Ǌ,ǋ, ..., p, (Ǌ.ǎ)

Ɍƶ ƹɎɎƜŧ γǋ پاراŨƶر ƒƃوŧ ɌحɎوضŧ ŨƶغɎر دو ƾر ƹɎš ɌƔŷ ƽƔšرا و ƻŨƄƾد، ƱƫŨƄƶ اŨƃاƺدارد ƺرƶال ɌƦصادŧ ƾای ƛدد ƾzijا ƽȏɍورƔš
Ȏار در Ɍɍوů ƽƦصر ƱɎƲدš ƽȎ Ŧƃا Ƈده ƽŨƦگر ƺظر در و γ = ٠٫ Ǒ٠,٠٫ ǒ٠,٠٫ ǒǒ šا ƻŨƶاظر ɌگŨƄŢƷƾ از ƥƳŨŸƶ ƽƛوƷŰƶ ƽƃ Ƈود.

ƈɎƶود ƃازی ƽɎŢƇ زɍر Ʀرƶول از n = Ǌ٠٠٠ šرای ƽŨƄšوا ƈƶاƾدات .ƵɎƻȎ Ɍƶ گزارش γ = ٠٫ ǒ٠ šرای را ŮɍاŨƺ ƿƻŧا

yi =
Ǐ
∑

j=Ǌ
xjiβj + f(ti) + ϵi, i = Ǌ,ǋ, ...n (ǋ.ǎ)

از اƺد Ţƛارت V ƻƛاصر ƽȎ ε ∼ N(٠, σǋV ) و β = (ǌ,Ǌ,ǌ,ǋ,−ǎ,Ǎ) و

vij =

(Ǌ
n

)i−j

, σǋ = Ǐ
و

f(ti) =
Ǌ
Ǐ

∑

j=Ǌ,j ̸=Ǎ,Ǐ
φ

(

ti; j,

[

j + ǋ
Ǌ٠

]j)

,

šاƇد. Ɍƶ σǋ Ƃƺاɍوار و µ ƹɎگƺاɎƶ šا ƺرƶال ɌƲچگا ƚšاŧ ϕ(x;µ, σǋ) و ti = Ǌ٠i/n šرای ƽŨŸɎƶآ ƺرƶال ƽȎ
از Ţƛارƻŧد ɌƳاضƧŧ وزƿƺای .ƵɎƻȎ Ɍƶ m)اƧŨƃاده = Ǎ) ، Ǎ ƽŢŧرƶ ɌƳاضƧŧ روش از پاراŨƶرƾا šرآورد šرای

d٠ = ٠٫ ǑǑǐǌ, dǊ = −٠٫ ǌ٠ǒǒ, dǋ = ٠٫ ǋǍǏǍ, dǌ = −٠٫ Ǌǒ٠Ǌ, dǍ = −٠٫ ǊǍ٠ǒ
ƵɍرɎگ Ɍƶ ƺظر در زɍر ƱȏƇ ƽš را ɌƔŷ Ŧɍحدودƶ

R =





















Ǌ ǎ −ǌ −Ǌ −Ǌ ٠
−ǋ −Ǌ ٠ −ǋ ǌ Ǌ
Ǎ −Ǌ ǋ ǋ ٠ −ǋ
ǎ ǌ Ǎ −ǎ Ǌ ٠





















, r =





















٠
٠
...
٠





















گɎری ƽجɎŨن
و ƻŨƄƾد ƽŨƄš Ƶƾ Ɣŷاƾا پاراŨƶری ƽƷɎƺ رگرɎƃون ƶدل در β̂GD ،ƵɎƻȎ Ɍƶ پƿƻƈɎاد را ɎƲو ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ ɌƳاضƧŧ šرآوردگر ،ƆŸš ƹɍا در
پاراŨƶری ƽƷɎƺ رگرɎƃون ƶدل در ɌƔŸƷƾ حضور در .Ŧƃا Ƈده اŰɍاد β پاراŨƶری Ʀضای روی šر ɌƦاضا ɌƔŷ ƾای Ŧɍحدودƶ از Ɍŷرš

.β̂GRD(η) ،ƵɍردȎ پƿƻƈɎاد را ɎƲو ƽŨƦاɍ ƵɎƷƜŧ ɌƳاضƧŧ Ƈده ƶحدود šرآوردگر
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، w = ٠٫ ǌ چپ: ŦƷƃ šالا Ʒƺودار در ، w = ٠٫ Ǌ چپ: ŦƷƃ šالا Ʒƺودار .Ŧƃا Ƈده Ƶƃر γ = ٠٫ ǒ٠ و w ƥƳŨŸƶ ƫƶادɍر šرای η šراšر در ∆̃ Ʒƺودار :Ǌ ƱȏƇ
.w = ٠٫ ǒ چپ: ŦƷƃ ƹɎɍپا Ʒƺودار در و w = ٠٫ ǐ :Ŧƃرا ŦƷƃ ƒƃو Ʒƺودار ، w = ٠٫ ǎ چپ: ŦƷƃ ƒƃو Ʒƺودار
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.(n = Ǌ٠٠٠η = ٠٫ ǒ٠) w و η ƥƳŨŸƶ ƫƶادɍر šرای پاراŨƶرƾا و زɍاƿƺا ƚšاŧ Ɍšاɍارز :Ǌ ůدول
٠.ǒ ٠.ǐ ٠.ǎ ٠.ǌ ٠.Ǌ η

ǋ.ǒǐǏǍ ǋ.ǒǑǌǊ ǋ.ǒǑǒǒ ǋ.ǒǒǏǐ ǌ.٠٠ǌǏ β̂Ǌ
Ǌ.٠Ǌǋ٠ Ǌ.٠٠ǑǏ Ǌ.٠٠ǎǊ Ǌ.٠٠ǊǏ ٠.ǒǒǑǊ β̂ǋ
ǌ.٠ǊǍ٠ ǌ.٠Ǌ٠٠ ǌ.٠٠Ǐ٠ ǌ.٠٠Ǌǒ ǋ.ǒǒǐǑ β̂ǌ
Ǌ.ǒǒǍǑ Ǌ.ǒǒǏǌ Ǌ.ǒǒǐǑ Ǌ.ǒǒǒǋ ǋ.٠٠٠ǐ β̂Ǎ

- ǎ.٠٠٠ǌ - ǎ.٠٠٠ǋ - ǎ.٠٠٠Ǌ - ǎ.٠٠٠٠ - Ǎ.ǒǒǒǒ β̂ǎ
ǌ.ǒǎǎǐ ǌ.ǒǏǑǌ ǌ.ǒǑǊ٠ ǌ.ǒǒǌǑ Ǎ.٠٠Ǐǐ β̂Ǐ
ǍǍǌ.ǒǎǐ ǍǍǌ.ǒǌǒ ǍǍǌ.ǒǊǑ ǍǍǌ.ǒǌǌ ǍǍǌ.ǒǐǊ R(w = ٠٫ Ǌ)
Ǎǐǌ.ǎǌǒ Ǎǐǌ.ǎǊǋ Ǎǐǌ.ǎ٠ǐ Ǎǐǌ.ǎǋǏ Ǎǐǌ.ǎǏǒ R(w = ٠٫ ǌ)
ǎ٠ǌ.Ǌǋ٠ ǎ٠ǌ.٠ǒǐ ǎ٠ǌ.٠ǒǐ ǎ٠ǌ.Ǌǋ٠ ǎ٠ǌ.ǊǏǐ R(w = ٠٫ ǎ)
ǎǌǋ.ǐ٠ǋ ǎǌǋ.ǏǑǌ ǎǌǋ.ǏǑǐ ǎǌǋ.ǐǊǍ ǎǌǋ.ǐǏǎ R(w = ٠٫ ǐ)
ǎǏǋ.ǋǑǍ ǎǏǋ.ǋǏǒ ǎǏǋ.ǋǐǐ ǎǏǋ.ǌ٠Ǒ ǎǏǋ.ǌǏǌ R(w = ٠٫ ǒ)
٠.٠ǋǌǏ ٠.٠ǎǍǍ ٠.٠ǏǋǏ ٠.٠Ǎǐǐ ٠.٠٠ǒǋ ∆̃(w = ٠٫ Ǌ)
٠.٠ǋǊǐ ٠.٠ǍǑǎ ٠.٠ǎǋǐ ٠.٠ǌǌǑ - ٠.٠٠ǑǑ ∆̃(w = ٠٫ ǌ)
٠.٠Ǌǒǐ ٠.٠ǍǋǏ ٠.٠ǍǋǑ ٠.٠ǊǒǑ - ٠.٠ǋǏǒ ∆̃(w = ٠٫ ǎ)
٠.٠ǊǐǑ ٠.٠ǌǏǐ ٠.٠ǌǋǒ ٠.٠٠ǎǒ - ٠.٠Ǎǎ٠ ∆̃(w = ٠٫ ǐ)
٠.٠ǊǎǑ ٠.٠ǌ٠Ǒ ٠.٠ǋǌ٠ - ٠.٠٠Ǒ٠ - ٠.٠ǏǌǊ ∆̃(w = ٠٫ ǒ)
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