
ɌƷɎƷƜŧ II ƺوع فزاƻɍده ساƺسور Ŧحŧ Ʒƺا�Ɍɍشده واɍبل ƶدل برای اسƻŨباط
Ǌ ŧواƺگر ƿƶدی ،Ǌفردƶدی�ɎƜس ƹحسƶ

اصفƿان داƺشگاه آƶار گروه

ƃاƄƺور ŦŴŧ دو-ǤاراŨƶری ƷƺاƇ�Ɍɍده ƱŢɍوا ƚɍوزŧ šرای ŦƄȏƇ ƺرخ و اƷŨƛاد ŦɎƳšاƪ ƚšواŧ ǤاراŨƶرƾا، šرآورد ƽƲأƄƶ ƽƲاƫƶ ƹɍا در چکɎده:
ƱƋواƦ ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآوردگرƾای از اƧŨƃاده šا Ƈ�Ɍƶود. Ɍƃررš Ɏšزی و ȍɎƃلاȎ روش�ƾای از اƧŨƃاده šا ɌƷɎƷƜŧ II ƺوع Ʀزاƻɍده
ɌƜƪوا Ʒƛر Ɠول داده ƽƛوƷŰƶ ȍɍ روی ƿƻƈɎǤادی šرآورد روش�ƾای Ƃǥƃ Ƈ�Ɍƶود. ƽŨاخƃ šوت�اŨƃرپ اƻɎƷƓان ƱƋواƦ و ɌŢɍرƫŧ اƻɎƷƓان

Ƈ�Ɍƶود. اůرا
šوت�اŨƃرپ. ƱƋواƦ ،ɌƦوȎارƶ زɎŰƺر ȎارƲوی Ŧƺوƶ Ʀزاƻɍده��، ƃاƄƺور ƷƺاƇ�Ɍɍده، ƱŢɍوا ƚɍوزŧ کلɎدی: واژه�ƾای

.99X99 ،99X99 ،99X99 :(ǋ٠Ǌ٠) Ɍاضɍر ƶوضوع�بƻدی كد

ƽƶقدƶ Ǌ
اƷŨųال ɌƲگاǰ šا دɍگر ƱȏƇ ǤاراŨƶر ȍɍ Ȏردن ƽƦاضا ƽƔƃوا ƽš Ɯƶروف ƱŢɍوا ƚɍوزŧ از ɌƔƄš EW (α, θ) ƷƺاƇ�Ɍɍده ƱŢɍوا ƚɍوزŧ

f (x;α, θ) = αθxα−Ǌ exp (−xα) (Ǌ − exp (−xα))
θ−Ǌ

, x > ٠, α, θ > ٠ (Ǌ.Ǌ)

ƚɍوزŧ ƚšاŧ و

F (x;α, θ) = (Ǌ − exp (−xα))
θ (ǋ.Ǌ)

Ƌورت ƽš t زƶان در ƚɍوزŧ ƹɍا اƷŨƛاد ŦɎƳšاƪ ƚšاŧ š�ɌƶاƇد.

S (t) = Ǌ − (Ǌ − exp (−tα))
θ
, t > ٠, (ǌ.Ǌ)

Ƌورت ƽš t زƶان در ŦƄȏƇ ƺرخ ƚšاŧ و

h (t) =
αθtα−Ǌ exp (−tα) (Ǌ − exp (−tα))

θ−Ǌ
[Ǌ − (Ǌ − exp (−tα))

θ
] , t > ٠. (Ǎ.Ǌ)
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ŦŴŧ را ƚɍوزŧ ƹɍا اƷŨƛاد ŦɎƳšاƪ ƚšاŧ و ƱȏƇ ǤاراŨƶر دو Ɏšزی و ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآوردگرƾای (ǋ٠ǊǊ) ȏƷƾاران و ƵɎȎ .Ŧƃا
آوردƺد. Ŧƃد ƽš II ƺوع Ʀزاƻɍده ƃاƄƺور

آƶاری اŢƻŨƃاط ɌɍاراȎ و آن در اƧŨƃاده ƶورد واųدƾای Ɯŧداد ،Ɔɍاƶآز šرای Ƈده Ƌرف زƶان ƱȎ Ɏƶان ŧ�Ɍƶواƺد ƃاƄƺور Ɠرح ȍɍ
Ɠرح�ƾای ƹɍرŧداول�Ũƶ (ŦƄȏƇ) II ƺوع و (زƶان) I ƺوع ƃاƄƺور Ɠرح�ƾای ƻȎد. ƽƻɎƿš را آن و Ȏرده اŰɍاد Ɯŧادل Ɔɍاƶآز ŮɍاŨƺ šراƃاس
Ɔɍاƶآز Ǥاɍان ƻƛوان ƽš ŦƄȏƇ ƹɎƶا-m ƈƶاƾده II ƺوع ƃاƄƺور در و t Ƈده ƹɎɎƜŧ ƆɎǤ از زƶان I ƺوع ƃاƄƺور در ƻŨƄƾد. ƃاƄƺور
Ɍɍاƾان�ƶز در واųدƾا ƹŨƇگذا ƻȎار اȏƶان ƽȎ Ŧƃا آن دارد وůود II و I ƺوع ƃاƄƺورƾای در ƽȎ ɌƧƜض ƽƔƫƺ Ƈ�Ɍƶود. ƽŨƦگر ƺظر در
خƌوص ƽš Ƶɍگذارš ƻȎار Ɔɍاƶآز ƥƳŨخƶ Ʊųراƶ در را واųدƾا Ŧƃا لازم Ɍƾگا ƽȎ ɌƲاų در ƺدارد. وůود Ɔɍاƶآز Ǥاɍان زƶان از غɎر دɍگر
از Ƈ�Ɍƶوƺد ɌƦرƜƶ Ʀزاƻɍده ƃاƄƺورƾای ƺام ƽš ŧ�ɌƳȎری ƃاƄƺورƾای ƱɎƲد ƹɎƷƾ ƽš �Ɍƶآƻɍد. Ŧƃد ƽš ɌŨخƃ ƽš Ɔɍاƶآز داده�ƾای ƽȎ Ɍƶگاƻƾ
Ɠرح šودن Ɗخƈƶ ƆɎǤ از Ʀزاƻɍده، Ƈده ƃاƄƺور آزƶاƈɍات ɌųراƓ در Ɍƃاƃا Ʀرض Ʒƺود. اƇاره (ǋ٠٠ǐ) šالاȎرƻƈɍان ƽš ŧ�Ɍƶوان ƽƳƷů
را ƃاƄƺورƾا Ɯŧداد ɌƳɎƲد ƾر ƽš Ŧƃا ƹȏƷƶ آزƶاƈɍگر زɍرا ŦƄɎƺ اȏƶان�Ǥذɍر Ɏǰزی ƹɎƻǰ ɌƜƪوا Ʒƛر آزƶاƈɍات در اƶا š�ɌƶاƇد ƃاƄƺور

دƾد. ŧغɎɎر Ɔɍاƶآز Ɠول در

ɌƷɎƷƜŧ II ƺوع فزاƻɍده ساƺسور طرح ǋ
n Ɠرح ƹɍا در Ƈ�Ɍƶود. اƧŨƃاده ،Ŧƃا II ƺوع ƃاƄƺور از ɌƷɎƷƜŧ ƽȎ ،II ƺوع Ʀزاƻɍده ƃاƄƺور Ɠرح از Ʒƛر Ɠول آزƶاƈɍات ŠƳاغ در
ƚɍوزŧ ƚšاŧ و f(x) ɌƲگاǰ ƚšاŧ šا واųدƾا ƱƫŨƄƶ Ƶƾ از Ʒƛر Ɠول Xn ،...، XǊ ɎƻȎد Ʀرض Ƈ�Ɍƶود. Ɔɍاƶآز وارد ƧƋر زƶان در واųد
ƱƶاȎ Ɠور ƽš m∑

i=Ǌ
Ri +m = n و Ri ≥ ٠ šا R = (RǊ, Rǋ, ..., Rm) ƃاƄƺور Ɠرح ،Ɔɍاƶآز اŰƺام از ƆɎǤ .Ŧƃا F (x)

m ƈƶاƾده�ی ŧا Ɔɍاƶآز و Ƈ�Ɍƶوƺد خارج Ɔɍاƶآز از ɌƦادƌŧ Ɠور ƽš ƵƲاƃ واųد Ri ،ŦƄȏƇ ƹɎƶا-i وƪوع زƶان در Ƈ�Ɍƶود. Ɗخƈƶ
آƶاره�ƾای ƚƪوا در ƽȎ Ƈ�Ɍƶود داده ƈƺان XR

i;m:n; i = Ǌ, ...,m šا Ƈده ƈƶاƾده Ʒƛرƾای Ɠول و ɍ�Ɍƶاšد ƽƶادا (m < n) ŦƄȏƇ
šودن Ɗخƈƶ ƆɎǤ از Ʀزاƻɍده Ƈده ƃاƄƺور آزƶاƈɍات ɌųراƓ در Ɍƃاƃا Ʀرض š�ɌƶاƻƇد. Ŧƃرا از II ƺوع Ʀزاƻɍده Ƈده ƃاƄƺور ɌŢɎŧرŧ
Ɯŧداد Ŧƃا ƹȏƷƶ آزƶاƈɍگر زɍرا ƈƺود ƽŨƦگر ƺظر در Ŧƃا ƹȏƷƶ ɌƜƪوا Ʒƛر آزƶاƈɍات در Ʀرض ƹɍا ƽȎ ɌƲاų در .Ŧƃا ƃاƄƺور Ɠرح
Ȏردƺد ɌƜƃ ɌƷɎƷƜŧ II ƺوع Ʀزاƻɍده ƃاƄƺور Ɠرح ɌƦرƜƶ šا (ǋ٠٠ǒ) ȏƷƾاران و Ɍůان� Ʋذا دƾد ŧغɎɎر Ɔɍاƶآز Ɠول در را ƃاƄƺورƾا
Ƈده�اƺد ƹɎɎƜŧ ƆɎǤ از ƃاƄƺور Ɠرح و m ƶوثر ƽƺوƷƺ ƵŰų ɌƷɎƷƜŧ II ƺوع Ʀزاƻɍده ƃاƄƺور Ɠرح در دƻƾد. ƆƇوǤ را ƥƜض ƽƔƫƺ ƹɍا
اɍده�آل آزƶون زƶان ƱȎ ƻƛوان ƽš را T زƶان آزƶاƈɍگر ɎƻȎد Ʀرض ƻȎد. ŧغɎɎر Ɔɍاƶآز Ɠول در ƾRiا از Ɍرخš ƫƶادɍر Ŧƃا ƹȏƷƶ ɌƲو
Ɠرح šا Ɔɍاƶآز Xm;m:n < T اگر ɍاšد. ƽƶادا Ɏƺز T زƶان از Ɯšد Ɔɍاƶآز ƵɎƾد اůازه Ŧƃا ƹȏƷƶ ƽŨŢƲا šگɎرد. ƺظر در Ɔɍاƶآز šرای
Ţƛور T از Ɔɍاƶآز زƶان Ƌورت ƹɍا غɎر در (ǊƱȏƇ) Ƈ�Ɍƶود ƥƪوŨƶ Xm;m:n در و �Ɍƶرود ƆɎǤ Ƈده ƹɎɎƜŧ ƆɎǤ از Ʀزاƻɍده ƃاƄƺور
ƃرŧ�ƚɍر ƽǰ ƾر را Ɔɍاƶآز Ƶɍدار ɌƜƃ ƶا ƽȎ šگɎرɍد ƺظر در .Ŧƃا ƺرɎƃده m ƽš Ƈده ƈƶاƾده ƾ�ŦƄȏƇای Ɯŧداد ƻƾوز ƽȎ ɌƲاų در ƻȎ�Ɍƶد
šاƇد، T زƶان از ƱŢƪ Ƈده ƈƶاƾده ƾ�ŦƄȏƇای Ɯŧداد J ɎƻȎد Ʀرض ųال .ƵɎƺاƃرš Ǥاɍان ƽš m Ƈده ƹɎɎƜŧ ƆɎǤ از و Ŧšثا ƫƶدار šرای

.XJ;m,n < T < XJ+Ǌ;m,n; J = ٠,Ǌ, ...,m ɌƻƜɍ
ƽŨƇگذا ƻȎار šاƶ�Ɍƪاƺده ƵƲاƃ واųدƾای ƽƷƾ ƽȎ -ام m ŦƄȏƇ زƶان در ůز ƽš �ɌƷƺگردد ųذف واųدی ǯɎƾ ،T زƶان از گذر از Ɯšد
را ŦɎƜوض ƹɍا از ɌƈɍاƷƺ Ǌ ƱȏƇ .Rm = n−m−

J∑
i=Ǌ

Ri و RJ+Ǌ = ... = Rm−Ǌ = ٠ ŦƇدا ƵɎƾخوا ƹɍراšاƻš Ƈ�Ɍƶوƺد.
اگر ƻȎد. Űŧاوز T Ƈ�ƹɎɎƜŧده ƆɎǤ از ƽƺاŨƃآ از آزƶون ƶدت ƽȎ Ŧƃا ɌŨƲاų در آزƶون ƚɍرƄŧ Ɠرح ƹɍا ɌƳƋا ƾدف ƚƪوا در �Ɍƶدƾد. ƽارائ
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ŦƄȏƇ زƶان�ƾای šخواƾد اگر و Ȏرد خواƾد ųذف را ŨƷȎری واųدƾای آورد، Ŧƃد ƽš ƃرŧ�ƚɍر ƽǰرƾ را ƈƶاƾدات šاƇد ƛلاƻƶ�ƽƪد آزƶاƈɍگر
ƃاƄƺورƾا ƫƶادɍر ƹɎɎƜŧ در ɌƷƿƶ Ɔƫƺ T ƫƶدار ƹɍراšاƻš Ȏرد. خواƾد ųذف را ŨƈɎšری واųدƾای šاƇد، ƽŨƇدا šزرگŨری ƈƶاƾده�Ƈده
اگر ƽȎ šاɎƇد ƽŨƇدا ƽůوŧ ƻȎ�Ɍƶد. šرƪرار Ɯŧادل ƫƶدارŧر، šزرگ ƾ�ŦƄȏƇای ƈƶاƾده ƂƺاƇ و Ȏوŧاه�ŧر آزƶون ƶدت Ɏƶان ƹɎƻǱƷƾ و ƽŨƇدا
Ƈد. خواƾد ƱɍدŢŧ ɌƲوƷƜƶ ƃاƄƺور Ɠرح ƽš šاƇد T = ٠ اگر و II ƺوع Ʀزاƻɍده ƃاƄƺور ƽš Ƈده ɍاد ɌƷɎƷƜŧ ŦƲاų آƺگاه šاƇد T = ∞

ɍ�Ɍƶاšد. Ǥاɍان T زƶان از Ɯšد Ɔɍاƶآز :ǣǰ ŦƷƃ ɍ�Ɍƶاšد. Ǥاɍان T زƶان از ƱŢƪ Ɔɍاƶآز :Ŧƃرا ŦƷƃ :Ǌ ƱȏƇ

ɌɍاƷƻŨدرس ƵƷɎاکسƶ برآورد ǌ
اƷŨųال ɌƲگاǰ ƚšاŧ šا n ƵŰų ƽš Ʒƺو�ƽƺای از ƽȎ šاƇد، ɌƷɎƷƜŧ II ƺوع Ʀزاƻɍده ƃاƄƺورƇده ƽƺوƷƺ Xi;m,n; i = ٠,Ǌ, ...,m ɎƻȎد Ʀرض
ƹɎɎƜŧ šا .Ŧƃا R = (RǊ, Rǋ, ..., Rm) Ƌورت ƽš ɌƷɎƷƜŧ Ʀزاƻɍده ƃاƄƺور Ɠرح و Ƈده ƽŨƦگر F (x) ɌƜƷŰŧ ƚɍوزŧ ƚšاŧ و f(x)

Ƌورت ƽš ٠ < xRǊ;m,n,k < ... < xR
m;m,n,k < ∞ šرای ɌɍاƷƻŨƃدر ƚšاŧ ،J = j

f
(
xRǊ;m,n, ..., x

R
m;m,n

)
= BJ

[
m∏

i=Ǌ
f
(
xR

i;m,n

)
]

×
[

J∏

i=Ǌ
[Ǌ − F

(
xR

i;m,n

)]Ri

]
[Ǌ − F

(
xR

m;m,n

)]Cj
. (Ǌ.ǌ)

آن در ƽȎ šود، خواƾد
BJ =

m∏

i=Ǌ


n− i+ Ǌ −

min{i−Ǌ,J}∑

k=Ǌ
Rk




Ƌورت ƽš θ و α ɌɍاƷƻŨƃدر ƚšاŧ ،Ǌ.ǌ ƽƲادƜƶ در ǋ.Ǌ و Ǌ.Ǌ ƒšروا از اƧŨƃاده šا ųال .Cj = n−m−
J∑

i=Ǌ
Ri و

L (α, θ |x ) ∝
[
αmθm

m∏

i=Ǌ
ViU

θ−Ǌ
i

]
×
[

J∏

i=Ǌ

(
ζRi

i

)]
× [ζm]

Cj (ǋ.ǌ)

ƽȎ Ɠوری ƽš �Ɍƶآɍد، Ŧƃد ƽš




xi ≡ xR
i;m,n

Ui (α) ≡ Ui = Ǌ − exp (−xα
i )

Vi (α) ≡ Vi = xα−Ǌ
i exp (−xα

i )

ζi (α, θ) ≡ ζi = Ǌ − Uθ
i

(ǌ.ǌ)
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و ℓ (α, θ |x ) = logL (α, θ |x ) از اƧŨƃاده šا
∂

∂α
ℓ (α, θ |x ) = m

α
+

m∑

i=Ǌ
(ηǊi + (θ − Ǌ) ηǋi)−

J∑

i=Ǌ
(Riϕi)− Cjϕm = ٠ (Ǎ.ǌ)

∂

∂θ
ℓ (α, θ |x ) = m

α
+

m∑

i=Ǌ
logUi −

J∑

i=Ǌ
(RiQi)− CjQm = ٠ (ǎ.ǌ)

Qi = و ϕi = θUθ−Ǌ
i Wi ،Wi =

ϖi

ζi
ηǋi = ϖi

Ui
،ϖi = xα

i exp [−xα
i ] log xi ،ηǊi = (Ǌ − xα

i ) log xi آن در ƽȎ
از اƧŨƃاده šا θ̂ و α̂ ƺدارƺد، ɌƫɎƪد ůواب ƽƲادƜƶ دو ƹɍا ƽȎ آن�ůا از و �Ɍƶآƻɍد Ŧƃد ƽš ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآوردگرƾای Uθ

i logUi

ζi

Ɍژگɍو از اƧŨƃاده šا h(t) و S(t) ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآوردƾای ƹɍا šر ƛلاوه Ƈ�Ɍƶوƺد. ƽŢƃاŴƶ Ɏƺوŧون روش ƶاƻƺد ƛددی روش�ƾای
ƒšروا از Ɍادگƃ ƽš ML šرآوردگرƾای ɌɍاɍاǤ

Ŝ (t) = Ǌ −
(Ǌ − exp

(
−tα̂

))θ̂
, t > ٠ (Ǐ.ǌ)

و

ĥ (t) = α̂θ̂tα̂−Ǌ exp
(
−tα̂

)(Ǌ − exp
(
−tα̂

))θ̂−Ǌ[Ǌ −
(Ǌ − exp

(
−tα̂

))θ̂
]−Ǌ

, t > ٠ (ǐ.ǌ)

Ƈ�Ɍƶوƺد. ƱƋاų

Ɍبƺجاƶ اطƻɎƷان فواصل Ǎ
θو α اطƻɎƷان فواصل Ǌ.Ǎ

Ƶɍدار ɌɍاƷƻŨƃدر ƵŨɍگارƲ ƚšاŧ از اƧŨƃاده šا
∂ǋℓ (α, θ |x )

∂αǋ = −m

αǋ −
m∑

i=Ǌ

(
xα
i log

ǋxi

)
− (θ − Ǌ)

m∑

i=Ǌ
ηǋi (ηǋi − ηǊi)

−
j∑

i=Ǌ
(Riϕi ((θ − Ǌ) ηǋi + ηǊi + ϕi))− Cjϕm ((θ − Ǌ) ηǋm + ηǊm + ϕm). (Ǌ.Ǎ)

∂ǋℓ (α, θ |x )
∂α∂θ

=
∂ǋℓ (α, θ |x )

∂θ∂α
=

m∑

i=Ǌ
ηǋi −

J∑

i=Ǌ
(Riϕi∆i)− Cjϕm∆m (ǋ.Ǎ)

و
∂ǋℓ (α, θ |x )

∂θǋ =
−m

θǋ −
J∑

i=Ǌ

(
RiQi

logǋUi

ζi

)
− CjQm

logǋUm

ζm
(ǌ.Ǎ)

اƓلاع Ƃɍرŧاƶ ȏƜƶوس ƶوƾ�ƽƧƲای از θ و α šرای MLE ɌŢƺاŰƶ ƂƺاɍوارȎ Ƃƺاɍوار Ƃɍرŧاƶ .∆i = ( Ǌ
θ
+ logUi + Qi) ƽȎ

ƽƔšرا از اƧŨƃاده šا ƽȎ Ƈ�Ɍƶوƺد ƹɎɎƜŧ ƈɎƦر

I٠
(
α̂, θ̂

)
=




−∂ǋℓ(α,θ|x )
∂αǋ −∂ǋℓ(α,θ|x )

∂α∂θ

−∂ǋℓ(α,θ|x )
∂θ∂α

−∂ǋℓ(α,θ|x )
∂θǋ



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اƻɎƷƓان ƱƋواƦ Ʋذا
(
α̂, θ̂

)
∼ N

(
(α, θ) , I٠

(
α̂, θ̂

))
ƹɍراšاƻš Ŧƃا ƺرƶال ŰƶاŢƺاً MLE ƽȎ آن�ůا از Ƈ�Ɍƶود. زده Šɍرƫŧ

Ƈ�Ɍƶوƺد. ƱƋاų θ̂ ± Z γǋ

√
var
(
θ̂
)

و α̂± Z γǋ
√
var (α̂) Ƌورت ƽš ŠɎŧرŧ ƽš θ و α šرای Ǌ٠٠(Ǌ − γ)٪ ɌŢɍرƫŧ

h(t)و S(t) اطƻɎƷان فواصل ǋ.Ǎ
و GǊ =

(
∂S(t)
∂α

,
∂S(t)
∂θ

)
ƥɍرƜŧ šا .ƵɎƻȎ�Ɍƶ اƧŨƃاده دŨƲا روش از ĥ (t) و Ŝ (t) وارɍاƾ�Ƃƺای ɌŢɍرƫŧ šرآوردگرƾای ƹŨƦاɍ šرای

و V̂ ar
(
Ŝ (t)

)
≃
[
GTǊ I٠GǊ

] ∣∣∣(α̂,θ̂) Ƌورت ƽš ŠɎŧرŧ ƽš ĥ (t) و Ŝ (t) ɌŢɍرƫŧ ɌŢƺاŰƶ وارɍاƾ�Ƃƺای Gǋ =
(

∂h(t)
∂α

,
∂h(t)
∂θ

)

Ƌورت ƽš ŠɎŧرŧ ƽš h(t)و S(t) šرای ɌŢɍرƫŧ اƻɎƷƓان ƱƋواƦ ƹɍراšاƻš šود. خواƻƾد V̂ ar
(
ĥ (t)

)
≃
[
GTǋ I٠Gǋ

] ∣∣∣(α̂,θ̂)
(
Ŝ (t)− Z γǋ

√
V̂ ar

(
Ŝ (t)

)
, Ŝ (t) + Z γǋ

√
V̂ ar

(
Ŝ (t)

))
(Ǎ.Ǎ)

و
(
ĥ (t)− Z γǋ

√
V̂ ar

(
ĥ (t)

)
, ĥ (t) + Z γǋ

√
V̂ ar

(
ĥ (t)

))
(ǎ.Ǎ)

Ƈ�Ɍƶوƺد. ƱƋاų

بɎزی برآوردƾای ǎ
ƹɎƈɎǤ اƓلاƛات .Ƶɍردازǥš ǤاراŨƶرƾا ƶورد در اŢƻŨƃاط ƽš ƹɎƈɎǤ اƓلاƛات از اƧŨƃاده šا ƽȎ ƃ�Ɍƶازƺد ƵƾراƦ را اȏƶان ƹɍا Ɏšزی روش�ƾای
اŰƺام ƹɎƄǤ ƻȎاری ŧوزƾ�ƚɍای از اƧŨƃاده šا Ɏšز ŦƦاɎƾر در ǤاراŨƶرƾا روی اŢƻŨƃاط šاƻƇد. Ɔخš�Ɍƾگا غɎر�آ ɍا Ɔخš�Ɍƾگا آ ŧ�Ɍƶواƻƺد
Ŧƃد ƽš را h(t) و S(t) ،θ ،α ƺاƳƜƶوم ǤاراŨƶرƾای Ɏšزی šرآوردƾای خƔا ƚšرƶ زɍان ƚšاŧ از از اƧŨƃاده šا Ɔخš ƹɍا در Ƈ�Ɍƶود.
a > ٠ ، θ > ٠ ، α > ٠ šرای ŧوأم ƹɎƈɎǤ θ و α šرای G(c, d) و G(a, b) ƱƫŨƄƶ گاƶای ƹɎƈɎǤ ŧوزƾ�ƚɍای Ʀرض šا .Ƶɍآور�Ɍƶ

Ƌورت ƽš ŧوام ƹɎƄǤ ƚɍوزŧ ƂǤ šود، خواƾد π (α, θ) ∝ αa−Ǌe−bαθc−Ǌe−dθ Ƌورت ƽš d > ٠ و c > ٠ ، b > ٠ ،

π (α, θ |x ) ∝ αm+a−Ǌθm+c−Ǌe−bαe−dθ
(Ǌ − Uθ

m

)Cj

m∏

i=Ǌ
ViU

θ−Ǌ
i

j∏

i=Ǌ
ζRi

i .

ƽȎ Ɠوری ƽš ،ŦƇوƺ ŧ�Ɍƶوان Ɏƺز π (α, θ |x ) ∝ gǊ (α |θ, x ) gǋ (θ |α, x )D (α, θ |x ) Ƌورت ƽš را آن ƽȎ �Ɍƶآɍد، Ŧƃد ƽš
و šوده gǋ (θ |α, x ) ∝ θm+c−Ǌe−dθ و gǊ (α |θ, x ) ∝ αm+a−Ǌe−bα

m∏
i=Ǌ

Vi

D (α, θ |x ) ∝
(Ǌ − Uθ

m

)Cj

m∏

i=Ǌ
Uθ−Ǌ
i

j∏

i=Ǌ
ζRi

i .

Ƌورت ƽš u (α, θ) ƶاƻƺد ƚšاŧ ƾر Ɏšز šرآورد ƹɍراšاƻš

uB (α, θ) =

∫∞

٠
∫∞

٠ u (α, θ) gǊ (α |θ, x ) gǋ (θ |α, x )D (α, θ |x ) dαdθ∫∞

٠
∫∞

٠ gǊ (α |θ, x ) gǋ (θ |α, x )D (α, θ |x ) dαdθ (Ǌ.ǎ)

(MCMC) ɌƦوȎارƶ زɎŰƺر ȎارƲوی Ŧƺوƶ ƵŨɍگورƲا از اƧŨƃاده šا ŦƄɎƺ اȏƶان�Ǥذɍر ɌƳɎƳŴŧ Ƌورت ƽš آن Ŵƶا�ƽŢƃی ǰون و Ŧƃا
و Ɏšزی šرآوردƾای آن از اƧŨƃاده šا Ƃǥƃ Ȏرده، ŧوɎƲد را MCMC Ʒƺوƾ�ƽƺای ƹɍراšاƻš Ƈ�Ɍƶود. زده Šɍرƫŧ ƃازوار Ʒƺو�ƽƺگɎری و
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از اƧŨƃاده šا αi Ʋذا دارد، Ʋوگ-Ɯƫƶر ɌƲگاǰ ƚšاŧ gǊ (α |θ, x ) ƽȎ Ɍɍاů آن از .ƵɎƻȎ�Ɍƶ ƽŢƃاŴƶ را ƶرšوط اƻɎƷƓان ƱƋواƦ
و Ƈده ŧوɎƲد ،Ŧƃا G(m + c, d) ƚɍوزŧ دارای ƽȎ gǋ (θ |α, x ) از θi و gǊ (α |θ, x ) از (ǊǒǑǍ) دوروی روش ƵɎƷƜŧ
šا u (α, θ) ≡ Θ ≡ (α, θ, S (t) , h (t)) ƚšاŧ ƾر از ɌŢɍرƫŧ Ɏšزی šرآوردƾای ƂǤ Ƈ�Ɍƶود. ƱƋاų {(αi, θi) , i = Ǌ,ǋ, ...,M}

Ƌورت ƽš خƔا ƚšرƶ زɍان ƚšاŧ ƽš ƽůوŧ

Θ̂ = ûB (α, θ) =

Ǌ
M

M∑
i=Ǌ

u (αi, θi)D (αi, θi |x )

Ǌ
M

M∑
i=Ǌ

D (αi, θi |x )

ƽŨاخƃ
(
Θ̂( k

M ), Θ̂( k+[(Ǌ−γ)M]
M )

)
Ƌورت ƽš (Ǌǒǒǒ) Ƈائو و ƹǰ روش از اƧŨƃاده šا Θرایš Ǌ٠٠ (Ǌ − γ)٪ اŢŨƛار ƽƳƋاƦ و �Ɍƶآɍد Ŧƃد ƽš

š�ɌƶاƇد. ŲɎŴƋ ůز ƚšاŧ [.] و k = Ǌ,ǋ, ..,M − [(Ǌ − γ)M ] ƽȎ Ƈ�Ɍƶود،

اسŨرپ بوت اطƻɎƷان فواصل Ǐ
ɌŢɍرƫŧ اƻɎƷƓان ƱƋواƦ ƽȎ šوت�اŨƃرپ šازƷƺو�ƽƺگɎری روش�ƾای Ʋذا šاƻƇد ɎƧƶد ŧ�ɌƷƺواƻƺد ƺرƶال ƫŧرƾ�Šɍای šاƇد ƵȎ ƽƺوƷƺ اƺدازه اگر

.ƵɎɍاƷƺ�Ɍƶ ƿƻƈɎǤاد ǤاراŨƶری šوت�اŨƃرپ روش�ƾای šراƃاس اƻɎƷƓان ƽƳƋاƦ دو اů�ƹɍا در ɍ�Ɍƶاƻšد. ŦɎƷƾا ƻƻȎ�Ɍƶد، ƵƾراƦ را دŧ�ƩɎƪری

PB بوت�اسŨرپ Ɍصدک فواصل Ǌ.Ǐ
و Ȏرده ƽŢƃاŴƶ را Θ = (α, θ, S (t) , h (t)) ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد ɌƷɎƷƜŧ II ƺوع Ʀزاƻɍده Ƈده ƃاƄƺور داده�ƾای از اƧŨƃاده šا
و R = (RǊ, ..., Rm) Ƈده ƹɎɎƜŧ ƆɎǤ از ɌƷɎƷƜŧ Ʀزاƻɍده ƃاƄƺور Ɠرح اƃاس šر .ƵɎƾد�Ɍƶ ƈƺان Θ̂ =

(
α̂, θ̂, Ŝ (t) , ĥ (t)

)
šا

ǤاراŨƶر šا EW ƚɍوزŧ از ɌƷɎƷƜŧ II ƺوع Ʀزاƻɍده Ƈده ƃاƄƺور ƽƺوƷƺ ȍɍ (ǋ٠٠ǒ) ȏƷƾاران و Ɍůان� ƵŨɍگورƲا از اƧŨƃاده šا ،T زƶان ŧغɎɎر
Ȏار، ƹɍا ȏŧرار šار B šا .ƵɎƾد�Ɍƶ ƆɍاƷƺ Θ̂∗ šا و آورده Ŧƃد ƽš را Θ ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد آن از اƧŨƃاده šا و Ʒƺوده ŧوɎƲد

(
α̂, θ̂

)

،
(
α̂∗

(Bγǋ )
, α̂∗

(B( Ǌ−γǋ ))

)
Ƌورت ƽš ɌŢɎŧرŧ آƶاره�ƾای šا Ǌ٠٠ (Ǌ − γ)٪ اƻɎƷƓان ƱƋواƦ و Ƈ�Ɍƶوƺد ƱƋاų Θ̂∗Ǌ, Θ̂∗ǋ, ..., Θ̂∗

B

šود. خواƻƾد
(
ĥ∗

(Bγǋ )
, ĥ∗

(B( Ǌ−γǋ ))

)
و
(
Ŝ∗

(Bγǋ )
, Ŝ∗

(B( Ǌ−γǋ ))

)
،
(
θ̂∗
(Bγǋ )

, θ̂∗
(B( Ǌ−γǋ ))

)

BT Ɍŧ-بوت�اسŨرپ فواصل ǋ.Ǐ
ƱȏƇ ƽš را Ɍŧ آƶاره�ی

(
θ̂∗(Ǌ), θ̂∗(ǋ), ..., θ̂∗(B)

)
و
(
α̂∗
(Ǌ), α̂∗

(ǋ), ..., α̂∗
(B)

)
از اƧŨƃاده šا

T ∗
α(j) =

[(
α̂∗
(j) − α̂

)]

√
V ar (α̂)

, T ∗
θ(j) =

[(
θ̂∗(j) − θ̂

)]

√
V ar

(
θ̂
) , j = Ǌ,ǋ, ..., B.

šا و T ∗ǋ = T ∗
θ(j) و T ∗Ǌ = T ∗

α(j) ،k = Ǌ,ǋ ƽȎ Ɠوری ƽš Fk (x) = P (T ∗
k ≤ x) ƹŨƦگر ƺظر در šا و ƵɎƻȎ�Ɍƶ ƽŢƃاŴƶ

اƻɎƷƓان ƱƋواƦ ƳƜƶوم، x šرای θBT (x) = θ̂+F−Ǌǋ (x)

√
V ar

(
θ̂
)

و αBT (x) = α̂+F−ǊǊ (x)
√

V ar (α̂) ƥɍرƜŧ
ƽŨƦاɍ (θBT

(
γǋ
)
, θBT

(Ǌ − γǋ
)) و (αBT

(
γǋ
)
, αBT

(Ǌ − γǋ
Ƌورت(( ƽš ŠɎŧرŧ ƽš θ و αرایšBT ɌŢɍرƫŧ Ǌ٠٠ (Ǌ − γ)٪
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Ƌورت ƽš را Ɍŧ آƶاره
(
ĥ∗
(Ǌ), ĥ∗

(ǋ), ..., ĥ∗
(B)

)
و
(
Ŝ∗
(Ǌ), Ŝ∗

(ǋ), ..., Ŝ∗
(B)

)
از اƧŨƃاده šا اƻȎون Ƈ�Ɍƶوƺد.

T ∗
S(j) =

[√
m
(
Ŝ∗
(j) − Ŝ (t)

)]

√
V ar

(
Ŝ (t)

) , T ∗
h(j) =

[√
m
(
ĥ∗
(j) − ĥ (t)

)]

√
V ar

(
ĥ (t)

) , j = Ǌ,ǋ, ....B

T ∗ǋ = T ∗
h(j) و T ∗Ǌ = T ∗

S(j) ،k = Ǌ,ǋ ƽȎ Ɠوری ƽš Gk (x) = P (T ∗
k ≤ x) ƹŨƦگر ƺظر در šا و Ȏرده ƽŢƃاŴƶ

ƽŨƦاɍ (hBT

(
γǋ
)
, hBT

(Ǌ − γǋ
)) و (SBT

(
γǋ
)
, SBT

(Ǌ − γǋ
Ƌورت(( ƽš h(t) šرایS(t)و Ǌ٠٠ (Ǌ − γ)٪ ɌŢɍرƫŧBT اƻɎƷƓان ƱƋواƦ

آن در ƽȎ ، Ƈ�Ɍƶوƺد

SBT (x) = Ŝ (t) +G−ǊǊ (x)

√√√√V ar
(
Ŝ (t)

)

m
, hBT (x) = ĥ (t) +G−Ǌǋ (x)

√√√√V ar
(
ĥ (t)

)

m
.

ƛددی ƶثال ٧
Ƈده�اƺد. ƃاƄƺور داده�ƾا ƽɎƫš و گردɍده ƈƶاƾده داده Ǐ٠ šاƻƇد. ɌƷɎƷƜŧ II ƺوع Ʀزاƻɍده Ƈده ƃاƄƺور داده�ƾا ƽȎ ƵɍرɎگ�Ɍƶ ƺظر در را ɌŨƲاų
Ɗخƈƶ R =

(ǋ٠,٠ǎǑ,ǋ٠) Ƌورت ƽš را ƃاƄƺور Ɠرح و ƽŨƦگر ƺظر در را T = ǌ٫ ǌǌ و T = Ǌ٫ ǍǊ ƷŨƶاɍز ƫƶدار دو
T = ǌ٫ ǌǌ šرای و Xm;m,n > T ƂǤ j = Ǒ ، T = Ǌ٫ Ǎ٠ šرای (ǋ٠ǊǏ) ƃاƷɎƲان و ɌŴŢƌƲا داده�ƾای ƽš ƽůوŧ šا .ƵɎƻȎ�Ɍƶ
از Ţƛارƻŧد (n = m = Ǌ٠٠) ƱƶاȎ داده�ƾای ŦŴŧ ƺاƳƜƶوم ƾ�ŦɎƷȎای ML šرآوردƾای . Xm;m,n < T ɌƻƜɍ j = Ǐ٠ ،
šا ųال .

(
Ŝ (t = Ǌ٫ Ǐ) , ĥ (t = Ǌ٫ Ǐ)) = (٠٫ ǑǋǏ٠ǑǑ,٠٫ ǍǋǐǍǋ) و

(
α̂ML, θ̂ML

)
= (Ǌ٫ ٠ǋǎǊǍ,ǐ٫ ǒǋǌǋǋ)

درƋد ǒǎ اƻɎƷƓان ƱƋواƦ و BT ، PB ، ML šرآوردƾای šالا در Ƈده ذȎر ɌƷɎƷƜŧ II ƺوع Ʀزاƻɍده Ƈده ƃاƄƺور داده�ƾای از اƧŨƃاده
�ƹɎƈɎǤ از ،Ƶɍدارƺ ɌƻɎƈɎǤ اƓلاع ǰون ƻŨƄƾد. ƺاƳƜƶوم ǤاراŨƶر دو ƾر ƽȎ Ƈده Ʀرض Ɏšزی šرآوردƾای šرای Ƈ�Ɍƶوƺد. ƽŢƃاŴƶ ƶرšوط
Ǌ٠٠٠ ƱŢƪ Ɔخš در Ƈده ƽŨƧگ ƵŨɍگورƲا از اƧŨƃاده šا .(a = b = c = d = ٠) ƵɎƻȎ�Ɍƶ اƧŨƃاده ǤاراŨƶر دو ƾر šرای Ɔخš�Ɍƾگا غɎرآ

Ƈده�اƺد. آورده ǋ و Ǌ ůداول در ŮɍاŨƺ �Ɍƶآƻɍد. Ŧƃد ƽš ɌŢɍرƫŧ Ɏšزی šرآوردƾای و Ȏرده ŧوɎƲد ƽƺوƷƺ

t = Ǌ٫ Ǐ در �ƽƔƫƺای šرآوردƾای :Ǌ ůدول
T = ǌ٫ ǌǌ T = Ǌ٫ ǍǊ

MCMC BT PB ML MCMC BT PB ML
Ǌ٫ ٠Ǌ٠٠ Ǌ٫ ٠ǊǒǍ Ǌ٫ ٠ǋǊǌ Ǌ٫ ٠Ǌǎǐ Ǌ٫ ٠ǎǐǑ Ǌ٫ ٠ǐ٠ǎ Ǌ٫ ٠ǐǊǋ Ǌ٫ ٠ǏǋǍ α

ǐ٫ ǑǎǏǊ ǐ٫ ǒǍǒ٠ Ǒ٫ ٠Ǒǋǒ ǐ٫ ǒǍǑǎ ǐ٫ ǐǌǐǒ ǐ٫ Ǒ٠ǋǒ Ǒ٫ ٠٠Ǐǐ ǐ٫ ǐǐǒǏ θ

٠٫ Ǒǋǌǒ ٠٫ ǑǌǋǊ ٠٫ Ǒǋǒǎ ٠٫ Ǒǋǒǎ ٠٫ Ǒ٠Ǐǐ ٠٫ ǑǊǌǊ ٠٫ ǑǊǌǐ ٠٫ ǑǊ٠ǎ S(t)

٠٫ Ǎǋ٠ǋ ٠٫ ǍǊǌǍ ٠٫ ǍǊǐǑ ٠٫ ǍǊǏǐ ٠٫ Ǎǐǎǐ ٠٫ Ǎǐǌ٠ ٠٫ Ǎǐǌ٠ ٠٫ ǍǐǍǍ h(t)

ɎŨƺج�ƽگɎری و بحث
ŦƄȏƇ زƶان�ƾای و ƃاƄƺورƾا Ɯŧداد ƽš ƽůوŧ šا را Ɯšدی ƃاƄƺورƾای Ɯŧداد Ũšواƺد ŧا �Ɍƶدƾد اůازه آزƶاƈɍگر ƽš Ƈده، ɌƦرƜƶ ƃاƄƺور Ɠرح
روی از šرآوردگرƾا ƫƶا�ƽƄɍی šخƈد. ƚɍرƄŧ را آزƶون Ȏرد Űŧاوز T Ƈده ƹɎɎƜŧ ƆɎǤ از آŨƃا�ƽƺی از آزƶون ƶدت اگر و ƻȎد ƹɎɎƜŧ ɌƳŢƪ

ƺزد�ȍɍاƺد. ɎƄšار Ɏšز و ML šرآوردگرƾای ȏƳƷƛرد ƵɎƇاš ƽŨƇداƺ Ŧƃد در ɌƻɎƈɎǤ اƓلاع اگر �Ɍƶدƾد ƈƺان ůدول ƫƶادɍر
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t = Ǌ٫ Ǐ در درƋد ǒǎ ƻɎƷƓان ƱƋواƦ :ǋ ůدول
T = ǌ٫ ǌǌ T = Ǌ٫ ǍǊ
Ɠول ƽƳƋاƦ Ɠول ƽƳƋاƦ
٠٫ ǊǒǎǊ (٠٫ ǒǊǑǊ, Ǌ٫ ǊǊǌǋ) ٠٫ ǋ٠ǑǑ (٠٫ ǒǎǑ٠, Ǌ٫ ǊǏǏǑ) α ML
ǌ٫ ǍǒǑǋ (Ǐ٫ ǊǍǒǍ, ǒ٫ ǏǍǏǐ) ǌ٫ ǎǍǎǐ (Ǐ٫ ٠٠Ǐǐ, ǒ٫ ǎǎǋǍ) θ

٠٫ Ǌǋǌǌ (٠٫ ǐǏǐǑ, ٠٫ ǑǒǊǊ) ٠٫ ǊǋǑ٠ (٠٫ ǐǍǏǎ, ٠٫ ǑǐǍǎ) S(t)

٠٫ ǋǊǍǏ (٠٫ ǌ٠ǒǍ, ٠٫ ǎǋǍ) ٠٫ ǋǌǌǋ (٠٫ ǌǎǐǑ, ٠٫ ǎǒǊ) h(t)

٠٫ ǋ٠Ǐǋ (٠٫ ǒǋǎǋ, Ǌ٫ ǊǌǊǍ) ٠٫ ǋǊǏǋ (٠٫ ǒǏǒǑ, Ǌ٫ ǊǑǏ٠) α PB
ǌ٫ Ǐǋǋǋ (Ǐ٫ Ǎǒǎǐ, Ǌ٠٫ ǊǊǐǒ) ǌ٫ Ǐǐǒǋ (Ǐ٫ ǌǑǐǒ, Ǌ٠٫ ٠ǏǐǊ) θ

٠٫ ǊǊǒ٠ (٠٫ ǐǐǋ٠, ٠٫ ǑǒǊ٠) ٠٫ Ǌǋǌǋ (٠٫ ǐǍǒǎ, ٠٫ ǑǐǋǏ) S(t)

٠٫ ǋǊǏǑ (٠٫ ǌǊ٠ǋ, ٠٫ ǎǋǐ٠) ٠٫ ǋǍǌǒ (٠٫ ǌǏǎǋ, ٠٫ Ǐ٠ǒǊ) h(t)

٠٫ ǋ٠Ǐǌ (٠٫ ǒǊǌǒ, Ǌ٫ Ǌǋ٠ǋ) ٠٫ ǋ٠ǍǏ (٠٫ ǒǏǎǌ, Ǌ٫ ǊǏǒǒ) α BT
ǌ٫ ǏǋǐǍ (Ǐ٫ ٠ǌ٠Ǒ, ǒ٫ ǏǎǑǋ) ǌ٫ Ǐǒǋ (ǎ٫ ǐǐǊǍ, ǒ٫ ǍǏǌǎ) θ

٠٫ ǊǌǊǏ (٠٫ ǐǏǑǏ, ٠٫ ǒ٠٠ǋ) ٠٫ ǊǍ٠Ǐ (٠٫ ǐǍǐǐ, ٠٫ ǑǑǑǌ) S(t)

٠٫ ǋǍǊ (٠٫ ǋǒǒǊ, ٠٫ ǎǋǌǋ) ٠٫ ǋǍǑǐ (٠٫ ǌǒǊ, ٠٫ ǎǑǐǑ) h(t)

٠٫ ǊǒǍǌ (٠٫ ǒǊǊǑ, Ǌ٫ Ǌ٠Ǐ٠) ٠٫ ǋǊ٠ (٠٫ ǒǎ٠ǌ, Ǌ٫ ǊǏ٠Ǒ) α MCMC
ǌ٫ ǎǏǊǍ (Ǐ٫ ǊǏǍǋ, ǒ٫ ǐǋǎǏ) ǌ٫ ǌǐǒ (Ǐ٫ ٠ǐǋǋ, ǒ٫ Ǐ٠ǐǊ) θ

٠٫ Ǌǋǐǐ (٠٫ ǐǎǍǒ, ٠٫ ǑǑǋǎ) ٠٫ ǊǋǐǑ (٠٫ ǐǌǑǋ, ٠٫ ǑǏǎǒ) S(t)

٠٫ ǋ٠ǌ٠ (٠٫ ǌǋ٠٠, ٠٫ ǎǋǌ٠) ٠٫ ǋǋǏǊ (٠٫ ǌǏǐǌ, ٠٫ ǎǒǌǍ) h(t)
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