
اƓلاƛات ƽɍنظر ȍƷȎ šا رگرسɎون šرای ƽنɎƿš ƶدل انتŸاب و Šɍضرا داری ɌنƜƶ آزƶون
ǋ šرزادران ɌƷƈحتƶ غلاƶرضا ،ǊاŢɎȏƇ Ʀائزه
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Ɍƶ Ɣƶرح ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ ƱƋا ƽƶادا در Ƈود. Ɍƶ Ɏšان ƌŨŸƶر Ɠور ƽš اƓلاƛات ƽɍظرƺ Ɍŧاƶدƫƶ ƵɎƾاƧƶ اŨšدا ƽƲاƫƶ ƹɍا در چɎȏده:
ƶدل اŸŨƺاب و Šɍضرا داری ɌƻƜƶ آزƶون ،Ƃƺاɍوار و Šɍضرا šرآورد ،Ŷƃپا ŨƶغɎر ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ آوردن Ŧƃد ƽš ƺحوه ƹɎƻǱƷƾ و Ƈود

Ƈود. Ɍƶ ƻƛوان اƓلاƛات ƽɍظرƺ ȍƷȎ šا ƽƺاțدƻǰ رțرɎƃون ƶدل در ƽƻɎƿš
Ɏšزی. ƵƷɎƻɎƶ ɌŢƄƺ ɌروپŨƺآ و ƵƷɎƻɎƶ ɌŢƄƺ ɌروپŨƺآ ƳŢɎƲر، -ȍŢƲوȎ اƓلاع ،ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ ،ɌروپŨƺآ ȎلɎدی: واژه�ƾای

.99X99 ،99X99 ،99X99 :(ǋ٠Ǌ٠) Ɍاضɍر ƶوضوع�šندی كد

ƽƶقدƶ Ǌ
Ŧƛرƃ ƽȎ ɌƋاŷ Ʊƶواƛ ن ƺام ƽš ای ƽƲاƫƶ در Ǌ ŦƄɎوئȏɎƺ ƾری ƒƃوŧ ǊǒǋǍ ƃال در šار ƹɎƲاو اƓلاƛات ƽɍظرƺ ƶورد در ƩɎƫحŧ Ƈروع
ǋ ɌƳŧارƾ ƒƃوŧ ǊǒǋǑ ƃال در ن اƓلاƛات اƫŨƺال ن ƽƲاƫƶ زƶان ƹɍا در دȜɍر Ƶƿƶ Ȏار Ƈد. اƺجام ن دƻƾد Ɍƶ ƪرار ŧاɎūر Ŧحŧ را ȜƳŧراف
ن Ÿƶاšرات Ɍاضɍر ƽɍظرƺ ن ƽƲاƫƶ ƽš ŧوان Ɍƶ را اƓلاƛات ƽɍظرƺ ɌƜƪوا ŧوƲد .ŦƇذاț ƻšا را اƓلاƛات ƽɍظرƺ Ɍاضɍر ƾای ƽɍپا ƹɎƲاو ƽȎ šود
Ƈده Šوجƶ را ɎƄšاری ŧحولات ƻȎون ŧا ǊǒǍǑ ƃال از ɌروپŨƺآ Ūحš ƚɎƃوŧ و ȏƻȎاش داد. ŦŢƄƺ ǊǒǍǑ ƃال در ǌ ن Ƈاƺون ƳȎود ƒƃوŧ
ƹɍا ƽš اƇاره Ƈد، Ɣƶرح ǊǒǏǑ ƃال در Ǎ جƻɎز ƒƃوŧ ƽȎ ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ .Ŧƃاƿƺآ از Ɍȏɍ ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ Ūحš ƽƳƷج آن از ƽȎ Ŧƃا
ƺظر در را ɌƜɍوزŧ šاɍد ƽȎ ɌƻƜƶ ƹɍا ƽš .ƵɎƻȎ اƧŨƃاده Ƶɍدار ƽȎ ɌŧاƛلاƓا از šاɍد ƒƫƦ و ƒƫƦ ŨƶغɎر šرای ƚɍوزŧ اŸŨƺاب در ƽȎ دارد ŠƳƔƶ
ŦɎƜƔƪ ƛدم šا ɌƜɍوزŧ از اțر ƽȎ ǰرا šاƇد، ƽŨƇدا را šودن ɌƦادƌŧ ƹɍرŨƷȎ ɍا ŦɎƜƔƪ ƛدم ƹɍرŨƈɎš Ƈده داده اƓلاƛات Ŧحŧ ƽȎ ƵɍرɎȜš
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و ɌروپŨƺآ ƹɎš ƽƔšرا اɎŷر ƽƾد ƿǰار ɌƓ در .Ƶɍا Ȏرده اƧŨƃاده ƈƺده داده ƶا ƽš ƽȎ ɌŧاƛلاƓا از ƽȎ Ŧƃا ɌƻƜƶ ƹɍا ƽš ƵɎƻȎ اƧŨƃاده ŨƷȎر
ɌروپŨƺآ اƺد. šوده پȜƈɎام ɌروپŨƺآ ƽɍظرƺ و رțرɎƃون ŨƄțرش ƽƻɎƶز در (Ǌǒǎǐ) ǎ šلات روزن و ȍŢƲوȎ .Ŧƃا Ȏرده پɎدا ŨƄțرش رțرɎƃون

Ɏțرد. Ɍƶ ƪرار Ɍƃررš ƶورد ƶوضوع ƹɍا ƽƲاƫƶ ƹɍا در ƽȎ دارد Ɔƫƺ رțرɎƃون پاراŨƶرƾای داری ɌƻƜƶ آزƶون و šرآورد ،ɌƻɎš ƆɎپ šرای

اƓلاƛات ƽɍنظر šا ƒŢرتƶ Ɍاتƶقدƶ ƵɎƾاƧƶ ǋ
ɌروپŨƺآ آورد. Ɍƶ ƵƾراƦ اƓلاƛات و ƾا داده پردازش و اƫŨƺال در ƶوūر Ʊƶواƛ و ƒɍراƇ از Ɍاضɍر ɌƲدƶ اƓلاƛات ƽɍظرƺ ɌƳȎ Ɠور ƽš
Ɍƶ țزارش Ɍاضɍر ƽŸƄƺ ȍɍ Ƌورت ƽš را رŷداد ȍɍ šودن ɌƦادƌŧ Ɏƶزان ƚƪوا در Ƈود Ɍƶ ƽŨŷاƻƇ Ƶƾ Ƈاƺون ɌروپŨƺآ ƽš ƽȎ اƓلاƛات

از: Ŧƃا Ţƛارت Ƈاƺون ɌروپŨƺآ آȜƺاه šاƇد f(x) ɌƲاȜǰ ƚšاŧ šا ƽŨƃوɎپ ɌƦادƌŧ ŨƶغɎر X اțر ƻȎد.

H(X) = −

∫
∞

−∞

f(x) log f(x)dx.

Ƶƾ واțرا اƓلاع ɍا ɌŢƄƺ ɌروپŨƺآ را اƺدازه ƹɍا ƽȎ Ȏردƺد ɌƦرƜƶ را ƳŢɎƲر -ȍŢƲوȎ اƓلاع اƺدازه ǊǒǎǊ ƃال در Ǐ ȎوƳŢɎƲ-ȍŢƲر ƹɎƻǱƷƾ
ŨƶغɎر دو Y و X اțر šاƇد. Ɍƶ ŦɎƷƾا دارای آورد، Ɍƶ Ŧƃد ƽš را ɌƦادƌŧ ŨƶغɎر از ƚɍوزŧ دو ƹɎš اŨŷلاف اƺدازه ƹɍا ƽȎ ǰون و țوƻɍد
K(f : g) =

∫
∞

−∞
f(x) log

f(x)

g(x)
dx šا šراšر ƳŢɎƲر -ȍŢƲوȎ اƓلاع šاƻƇد، g(x) و f(x) ƾای ɌƲاȜǰ ƚšاŧ šا ƽŨƃوɎپ ɌƦادƌŧ

.Ŧƃا
آȜƺاه، باشƻد، g ∼ N(µµµg,ΣΣΣg) و f ∼ N(µµµf ,ΣΣΣf ) اțر .Ǌ.ǋ ƶثال

K(f : g) =
Ǌ
ǋ (tr(ΣΣΣfΣΣΣ

−Ǌ
g )− n)−

Ǌ
ǋ log

|ΣΣΣf |

|ΣΣΣg|
+

Ǌ
ǋ (µµµf −µµµg)

′ΣΣΣ−Ǌ
g (µµµf −µµµg).

باشد. Ɍƶ ΣΣΣfΣΣΣ
−Ǌ
g Ƃɍرŧاƶ اثر tr ƵɎباش ƽŨداش ƽوجŧ

ƵƷɎسȎاƶ Ɍآنتروپ ǌ
.Ƶɍآور Ŧƃد ƽš را Ƈاƺون ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ ƵɎƾواŷ Ɍƶ ƆŸš ƹɍا در ƽȎ Ŧƃا اƓلاƛات ƽɍظرƺ در Ƶƿƶ ŪاحŢƶ از Ɍȏɍ ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ

.ƵɎƻȎ Ɍƶ Ɣƶرح را Ǌ·ǌ ƽɎضƪ اŨšدا ƻƶظور ƹɍا šرای
ȍƷȎ ƽب (Ŧƃا ƳƜƶوم ƚابŧ ȍɍ F آن در ƽȎ) ƵɎباش ƽŨداش را I =

∫ b

a
F (x, f(x), f ′(x))dx ƽƔراب ƵɎƻȎ فرض اțر .Ǌ.ǌ ƽɎقض

:(Ǌǌǐǋ ǐ Ɏƺا بزرگ و (وحɎدɍان آɍد Ɍƶ Ŧƃد ƽب زɍر Ƅŧاوی از ƻȎد Ɍƶ ƵƷɎƄȎاƶ را I ƽȎ ای f(x) ƚابŧ اوƳɍر، لاțراƺژ ƽƲادƜƶ
∂F

∂f(x)
−

∂

∂x
(

∂F

∂f ′(x)
) = ٠.

šرای را Ƈاƺون ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ ŧوان Ɍƶ ƽɎضƪ ƹɍا ȍƷȎ šا ƽȎ Ȏردƺد ɌƦرƜƶ را زɍر ƽɎضƪ ȏƷƾاران و Ǒ Ȏاțان ،Ǌ·ǌ ƽɎضƪ ȍƷȎ ƽš
آورد. Ŧƃد ƽš X ɌƦادƌŧ ŨƶغɎر
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ri(x), i = Ǌ, ..., k ƚوابŧ ƹɎƻچƷƾ و f(x) > ٠ ،D țاه ƽɎȏŧ ƽب ƩƳƜŨƶ x ƾر ازای ƽب ƽȎ باشد Ɍصادفŧ ŨƶغɎر X ƾرțاه .ǋ.ǌ ƽɎقض
ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ دارای ƚɍوزŧ آȜƺاه باشƻد، Ŧثاب ƾا αi و ∫

D
f(x) = Ǌ ، ∫

D
f(x)ri(x) = αi, i = Ǌ, ..., k ƽȎ باشƻد Ɠوری

(Ȏاțان آƻɍد Ɍƶ Ŧƃد ƽب شده ذȎر ƒɍشرا ȍƷȎ ƽب λ٠, λǊ, ..., λk ƽȎ باشد Ɍƶ f∗(x) = eλ٠+λǊrǊ(x)+...+λkrk(x) ɌɍاƷƺ فرم ƽب
.(Ǌǒǐǌ ȏƷƾاران و

Ʊح šاɍد را ∂F

∂f(x)
ƒƫƦ و Ŧƃا f(x) و x از ɌƜšاŧ اȜŨƺرال Ŧƶلاƛ زɍر ƚšاŧ ƹɍراšاƻš Ƶɍدارƺ را f ′ ƚšاŧ ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ در ǰون

.ƵɎƻȎ
ɌروپŨƺآ EXǋ = b و EX = a اțر و ɌɍاƷƺ ƱȏƇ ƽš ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ EX = a ɌƧƻƶاƺ ɌƦادƌŧ ŨƶغɎر šرای اțر Ŭƶال ƻƛوان ƽš

šود. ŷواƾد Ŧŷواƻȏɍ ƚɍوزŧ دارای ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ ƈƺود، ذȎر ɌƓرƇ ǯɎƾ Ŧɍاƿƺ در و ƺرƶال ƚɍوزŧ Ƌورت ƽš ƵƷɎƄȎاƶ

ɌƔŷ رگرسɎون ƶدل Ŷپاس ƶتغɎر šرای ƵƷɎسȎاƶ Ɍآنتروپ Ǎ
ƽŢŧرƶ از رțرɎƃون Ƃɍرŧاƶ دƻƾده ƈƺان X ،n× Ǌ ƈƶاƾدات šردار YYY ƽȎ šاƇد Ɍƶ YYY = Xβββ + εεε Ʀرم ƽš ƽƺاțدƻǰ ɌƔŷ رțرɎƃون ƶدل

.( εεε ∼ N(٠٠٠, σǋIIIn) ) šاƇد Ɍƶ Ɣŷا ƾای Ţƛارت از n× Ǌ ɌƦادƌŧ šردار εεε و رțرɎƃون Šɍضرا از p× Ǌ šردار βββ ،n× p

و E(YYY ) = Xβββ ƾای Ŧɍحدودƶ Ŧحŧ ƽƺاțدƻǰ رțرɎƃون ƶدل Ŷƃپا ŨƶغɎر ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ ، Ǌ·ǌ ƽɎضƪ ƽš ƽوجŧ šا حال
šاƇد. Ɍƶ N(Xβββ, σǋIIIn) šا šراšر V ar(YYY ) = σǋIn

رگرسɎون ɌنɎš ƆɎپ و šرآورد ǎ
ɌروپŨƺآ از θθθ šرآورد ƾدف ،Ƶɍدار اɎŨŷار در را šاƻƇد Ɍƶ f(yyy) ŨƶغɎره n ƚɍوزŧ از ɌƈɍاƷƺ ƽȎ yǊ, ..., yn ƈƶاƾدات از ای ƽƛوƷجƶ
ɌروپŨƺآ ȏšارɎțری θθθ پاراŨƶر šرآورد ƾای راه از Ɍȏɍ .(Ŧƃا Šɍضرا از Ɍɍاŧ p šردار ȍɍ θθθ ) šاƇد Ɍƶ رțرɎƃون ƶدل Ŷƃپا ŨƶغɎر ƵƷɎƄȎاƶ
ŦƄŧارŢƛ f∗(yyy, θ̃θθ) و f(yyy) ƹɎš ƳŢɎƲر -ȍŢƲوȎ اƓلاع ŠƄرحš θθθ پاراŨƶر ƵƷɎƻɎƶ ɌŢƄƺ ɌروپŨƺآ šرآورد .Ŧƃا (MDI) ƵƷɎƻɎƶ ɌŢƄƺ

،(ǊǒǒǏ ǒ ɌƦوƋ) از

θ̃θθMDI = argθθθMinK{f(yyy) : f∗(yyy, θ̃θθ)},

šر θθθ پاراŨƶر Ɏšزی ƵƷɎƻɎƶ ɌŢƄƺ ɌروپŨƺآ ƽȎ آورد Ŧƃد ƽš (MDIB) Ɏšزی ƵƷɎƻɎƶ ɌŢƄƺ ɌروپŨƺآ روش از را θθθ پاراŨƶر ŧوان Ɍƶ ƹɎƻǱƷƾ
(ǊǒǒǏ ɌƦوƋ) ƽƔšرا از ƳŢɎƲر -ȍŢƲوȎ اƓلاع ƒƃوŨƶ ŠƄح

θ̃θθMDIB = argθθθMinE{K{f(yyy) : f∗(yyy, θ̃)}|y}, (Ǌ.ǎ)

X =
Ǌ
n

∑n

i=Ǌ Xi ƽȏƻɍا ƽš ƽوجŧ šا ،θ̃θθ ŠƄح šر f∗(yyy,θθθ) و f(yyy) ƹɎš ȎوƳŢɎƲ-ȍŢƲر اƓلاع ƒƃوŨƶ ƽȎ Ŧƃا ذȎر Ʊšاƪ Ƈود. Ɍƶ ƱƋحا
Ƈود. Ɍƶ ƥɍرƜŧ K{f(yyy) : f∗(yyy, θ̃θθ)} ≡

Ǌ
n
K{f(yyy) : f∗(yyy, θ̃)}, Ƌورت ƽš šاƇد، Ɍƶ

و E(YYY ) = Xβββ ƾای Ŧɍحدودƶ Ŧحŧ رțرɎƃون ƶدل Ŷƃپا ŨƶغɎر ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ ƽȎ ƵɍردȎ اشاره ƪبلا .Ǌ.ǎ ƶثال
ƽب را σǋ و βββ بɎزی ƵƷɎƻɎƶ ɌبƄƺ ɌروپŨƺآ برآورد ƵɎƾواŷ Ɍƶ ƶثال ƹɍا در باشد. Ɍƶ N(Xβββ, σǋIIIn) با برابر V ar(YYY ) = σǋIIIn

Soofیǒ
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(Ǌ·۵) ƽƔراب ƽب ƽوجŧ با باشد. ΩΩΩ = ωǋIIIn ƵɎƻȎ Ɍƶ فرض و ƵɍرɎț Ɍƶ ƺظر در را f(y,µµµ,ΩΩΩ) دŸƲواه ƚابŧ ƻƶظور ƹɍا برای .Ƶɍآور Ŧƃد
برƪرارƺد: زɍر ƾای برابری ،

β̃ββMDIB = (X′X)−ǊX′E(µµµ|yyy), (ǋ.ǎ)
σ̃ǋ
MDIB = E(ωǋ|yyy) + Ǌ

n
E(µµµ′µµµ|yyy) +

Ǌ
n
E(µµµ′|yyy)X(X′X)−ǊX′E(µµµ|yyy). (ǌ.ǎ)

باشƻد. Ɍƶ µµµ′µµµ بردار ɌƓشر ƹɎȜƺاɎƶ E(µµµ′µµµ) ،(ǌ·۵) ƽƔراب در و µµµ بردار ɌƓشر ƹɎȜƺاɎƶ ،E(µµµ|yyy) ،(ǋ·۵) ƽƔراب در
با Ɯƶادل ƫŧرɍبا (ǌ·۵) و (ǋ·۵) ƒرواب بɎزی ƵƷɎƻɎƶ ɌبƄƺ ɌروپŨƺآ برآوردƾای ƵɎباش ƽŨداشƺ ƹɎشɎپ ƚɍوزŧ درباره ɌƛلاƓا Ɏƾچ ƽȎ ɌŨƪو

باشƻد. Ɍƶ Ŷƃپا ŨƶغɎر ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ ƶدل Ŧحŧ σǋ و βββ ƵƷɎƄȎاƶ ɌɍاƷƻŨƃدر برآوردțرƾای

Ɏšزی ƵƷɎنɎƶ ɌŢنس Ɍآنتروپ ƾای آزƶون Ǐ
Ʒŧام Ƃɍرŧاƶ X ،(εεε ∼ N(٠٠٠, σǋIIIn)) ،n × Ǌ Ɍɍاƾردارš εεε و YYY ƽȎ Ŧƃا šرƪرار YYY = Xβββ + εεε ƽƔšرا ɎƻȎد Ʀرض ɌƳȎ ŦƲحا در

šاƻƇد. Ɍƶ p× Ǌ šرداری βββ و n× p ƽŢŧر
آزƶون šرای





H٠ : βββ = βββ◦

HǊ : βββ ̸= βββ◦

در ƽȎ ƳŢɎƲر -ȍŢƲوȎ اƓلاع و f∗(yyy,βββ, σǋ) = N(Xβββ, σǋIIIn), ƱȏƇ ƽš ƽȎ Ŷƃپا ŨƶغɎر ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ ƽš Ɏƺاز ،ɌروپŨƺآ ȍƷȎ šا
از، ŦƄŧارŢƛ f∗

βββ◦ و f∗

βββ ƹɎš ȎوƳŢɎƲ-ȍŢƲر اƓلاع ƹɍراšاƻš .Ƶɍدار ،Ƶɍا آورده Ŧƃد ƽš Ǌ·ǋ Ŭƶال

K(f∗

βββ : f∗

βββ◦ , σǋ) = (βββ − βββ◦)′X′ X(βββ − βββ◦)

ǋσǋ .

šاƇد Ɍƶ جƧرɍز اƓلاع šا šراšر HǊ : βββ ̸= βββ◦ ƽɎرضƦ Ʊšاƫƶ در H٠ : βββ = βββ◦ ƧƋر ƽɎرضƦ آزƶون šرای آزƶون آƶاره ƽجɎŨƺ در
šا šراšر آزƶون آƶاره ƹɍراšاƻš آɍد. Ɍƶ Ŧƃد ƽš J(f∗

βββ : f∗

βββ◦ , σǋ) = K(f∗

βββ : f∗

βββ◦ , σǋ) + K(f∗

βββ◦ : f∗

βββ , σ
ǋ) ƽƔšرا از ƽȎ

آȜƺاه šاƇد، βββ◦ = ٠ اțر ŷاص ŦƲحا در .Ŧƃا J(f∗

βββ : f∗

βββ◦ , σǋ) = (βββ − βββ◦)′X′X(βββ − βββ◦)

σǋ
ƽȎ ƵɍردȎ اƇاره Ţƪلا .(ǊǒǒǏ ɌƦوƋ) Ŧƃا σǋ Ɏšزی ƵƷɎƻɎƶ ɌŢƄƺ ɌروپŨƺآ šرآورد Ʒƾان σ̂ǋ ƽȎ Ĵ(f∗

βββ : f∗

βββ◦ , σǋ) = (βββ)′X′X(βββ)

σ̂ǋ
šرآوردțرƾای šا Ɯƶادل ƵɎƇاš ƽŨƇداƺ ƹɎƈɎپ ƚɍوزŧ درšاره ɌƛلاƓا ǯɎƾ ɌŨƪو رțرɎƃون ƽƲادƜƶ در σǋ و β Ɏšزی ƵƷɎƻɎƶ ɌŢƄƺ ɌروپŨƺآ šرآورد
و β̃MDIB = (X′X)−ǊX′YYY = bbb ƒšروا ɌƻƜɍ šاƻƇد. Ɍƶ Ŷƃپا ŨƶغɎر ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ ƶدل Ŧحŧ σǋ و βββ ƵƷɎƄȎاƶ ɌɍاƷƻŨƃدر

šرƪرارƺد. σ̃ǋ
MDIB ≈ Ǌ

n
(YYY − Xbbb)′(YYY − Xbbb) = σ̂ǋ

ƒšروا ƽȎ Ƶɍدار ƽوجŧ ƹɎƻǱƷƾ .sǋ =
(YYY − Xbbb)′(YYY − Xbbb)

n− p
ƽجɎŨƺ در nσ̂ǋ = (n− p)sǋ ƽȎ Ŧƃا ذȎر Ʊšاƪ

(Ĵ(f∗

βββ : f∗

βββ◦ , σǋ) ∼ pFp,n−p ) آزƶون آƶاره و دارƺد وجود (YYY − Xbbb)′(YYY − Xbbb)
n− p

∼ χǋ
n−p, و (βββ)′X′X(βββ)

p
∼ χǋ

p,

Ȏرد. رد ŧوان ɌƷƺ را H٠ ƽɎرضƦ |Ĵ(f∗

βββ , f
∗

βββ◦ , σǋ)| < pFp,n−p اțر ƻȎد. Ɍƶ پɎروی n− p و p آزادی ƽدرج šا ƽƺاțدƻǰ F ƚɍوزŧ از
Ǌ٠ ŧوƺا و ƹɍاور) باشد Ɍƶ ǋ٠٠۴ ŧا ǊǒǐǑ ƾای ƃال ƹɎب اŨɍاɎƲا Ȏشور در ƿƶاجرت Ɏƶزان ƽب ƶربوط Ǌ جدل ƾای داده .Ǌ.Ǐ ƶثال

Evren and TunaǊ٠
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.(ǋ٠Ǌǋ

ǊǒǐǑ-ǋ٠٠Ǎ ƾای ƃال ƹɎš اŨɍاɎƲا ƈȎور ƿƶاجرت Ɏƶزان ƾای داده :Ǌ جدول
ƃال Y ƿƶاجرت ƊƲاŷ (XǊ) ƽƺراƃ (Xǋ) ȏɎšاری ŦŢƄƺ (Xǌ) ŦɎƜƷج ƱȎ

ǊǒǐǑ ٠/Ǌ ǎ/Ǎ٠Ǐ ǐ/ǋ ǎǎǍǍǏ
Ǌǒǐǒ ٠/Ǌ Ǐ/ǐǌǎ ǐ/ǐ ǎǎǏ٠ǋ
ǊǒǑ٠ ٠/Ǌ Ǒ/ǊǍǑ ǐ/Ǐ ǎǎǏǎǐ
ǊǒǑǊ -٠/ǌ ǐ/ǌǍǍ ǐ/ǒ ǎǎǐǐǍ
ǊǒǑǋ Ǌ/ǒ ǐ/ǋǑǊ Ǒ/ǎ ǎǎǒǒǎ
ǊǒǑǌ ǋ/Ǎ ǐ/ǎǍǐ ǒ/Ǎ ǎǏǋǋǑ
ǊǒǑǍ Ǌ/Ǐ ǐ/Ǎǎǐ Ǌ٠/Ǌ ǎǏǌǍǍ
ǊǒǑǎ -٠/ǎ ǐ/Ǐǒǒ Ǌ٠/ǌ ǎǏǍǒǑ
ǊǒǑǏ -٠/Ǎ Ǌ٠/ǒ٠ǋ ǊǊ/Ǌ ǎǏǎǐǏ
ǊǒǑǐ -٠/ǋ Ǌǌ/ǐǊǎ Ǌǋ ǎǏǏǏǍ
ǊǒǑǑ ٠ Ǌǎ/ǐǊ Ǌǋ ǎǏǐǏǌ
ǊǒǑǒ ٠/ǋ Ǌǎ/ǐǑǑ Ǌǋ ǎǏǑǌǐ
Ǌǒǒ٠ ٠/ǋ Ǌǒ/ǒǑǌ ǊǊ/Ǎ ǎǏǐǌǐ
ǊǒǒǊ ٠/Ǌ ǋǊ/٠ǎǒ Ǌ٠/ǒ ǎǏǐǏ٠
Ǌǒǒǋ ǌ/ǋ ǋǋ/ǋǑǏ Ǌ٠/ǎ ǎǏǑǎǒ
Ǌǒǒǌ ǌ/ǋ Ǌǐ/ǒǏǎ ǒ/ǐ ǎǏǍǍǋ
ǊǒǒǍ ǋ/Ǐ ǊǑ/ǎǍ Ǌ٠/Ǐ ǎǏǏǋǌ
Ǌǒǒǎ Ǌ/Ǐ Ǌǒ/Ǒ٠ǒ ǊǊ/ǋ ǎǏǐǍǎ
ǊǒǒǏ ǋ/Ǐ ǋǋ/Ǌǎǋ ǊǊ/ǋ ǎǏǑǋǏ
Ǌǒǒǐ ǋ/ǋ ǋ٠/ǒǎǐ ǊǊ/ǌ ǎǏǒǍǊ
ǊǒǒǑ Ǌ/Ǐ ǋǊ/ǌǑǏ ǊǊ/ǌ ǎǐ٠Ǎ٠
Ǌǒǒǒ Ǌ/Ǒ ǋǊ/٠ǒǏ ǊǊ ǎǐ٠ǐǑ
ǋ٠٠٠ ǌ/Ǌ Ǌǒ/ǋǏǒ Ǌ٠/ǋ ǎǐǊǑǒ
ǋ٠٠Ǌ ǋ/ǋ Ǌǒ/Ǐ٠ǒ ǒ/Ǌ ǎǐǌǍǑ
ǋ٠٠ǋ Ǐ/Ǌ ǋǊ/ǌǋǏ Ǒ/Ǐ ǎǐǍǐǍ
ǋ٠٠ǌ Ǌ٠/Ǐ ǊǏ/ǊǏǍ Ǒ/ǎ ǎǐǍǐǑ
ǋ٠٠Ǎ ǐ/ǒ ǋǒ/Ǐǒǒ Ǒ/Ǌ ǎǐǎǎǌ

صفر ƽɎفرض آزƶون ƹɍابراƻب دارد. اثر ƿƶاجرت Ɏƶزان بر شده ذȎر Ʊƶواƛ از ȍɎƶداȎ ƽȎ ƵɎƺبدا ƵɎƾواŷ Ɍƶ ƶثال ƹɍا در
HǊ : β◦β◦β◦′ =

[
−ǋǊ٠/ǑǍ ٠/٠٠Ǐ −Ǌ/Ǌǌ ǌ/ǒǎ

]
Ʊابƫƶ در H٠را : βββ′ =

[
−ǋǊ٠/ǑǍ ٠/٠٠Ǐ ٠ ǌ/ǒǎ

]

J{f∗(yyy,βββ, σǋ) : f∗(yyy,β◦β◦β◦, σǋ)} = Ǌǐǎǋ و K{f∗(yyy,βββ, σǋ) : f∗(yyy,β◦β◦β◦, σǋ)} = ǑǐǏ ƽجɎŨƺ در .ƵɍرɎț Ɍƶ ƺظر در

509 šرزادران ɌƷƈŨحƶ ŢɎȏƇا-
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وجود رțرɎƃون ƶدل در داری ɌƻƜƶ ƽƔراب ȍɍ و شود Ɍƶ رد صفر ƽɎفرض ƵɍرɎț Ɍƶ ƽجɎŨƺ آزƶون، آƶاره بزرگ ƫƶدار ƽب ƽوجŧ با باشƻد. Ɍƶ
.Ŧƃا ƿƶاجرت Ɏƶزان بر ɌƷƿƶ Ʊƶاƛ و دارد اثر ƿƶاجرت بر بȏɎاری ŦبƄƺ ƽȏƻɍا ɌƻƜɍ دارد.

ƽš Ɏšزی ƾای آزƶون در ƵɎƾواŷ Ɍƶ حال .Ŧƃا T ǋ ∼ FǊ,n−ǋ آȜƺاه T ∼ tn−ǋ ƽȎ ƵɍردȎ اƇاره ȍɎƃلاȎ ƾای آزƶون در ƹɎƻǱƷƾ
.ƵɎƻȎ پɎدا Ŧƃد دارد، وجود ( ǊǊ ȚƻɎƳŨƾ T ǋ ) ŨƶغɎره ƻǰد t ƚɍوزŧ و F ƚɍوزŧ ƹɎš ƽȎ ای ƽƔšرا

Ɍƶ آȜƺاه šاƇد، X ∼ N(٠٠٠,ΣΣΣ) و n× p ƽŢŧرƶ از ɌƄɍرŧاƶ X ƽȎ ŦƇوƺ MMM = X′X Ƌورت ƽš Ũšوان را MMMp×p Ƃɍرŧاƶ ƵɎƻȎ Ʀرض
Ɍƶ ،ΣΣΣ = IIIp ɌŨƪو .MMM ∼ Wp(ΣΣΣ, n) ƵɎƄɍوƺ Ɍƶ ،Ŧƃا n آزادی ƽدرج و ΣΣΣ Ɏƫƶاس Ƃɍرŧاƶ šا وƈɍارت ƚɍوزŧ دارای MMM țوƻɍد

.Ŧƃا اŨƃاƺدارد Ƌورت ƽš ƚɍوزŧ ƽȎ țوƻɍد
šاƇد. Ɍƶ σǋχǋ

n ƚɍوزŧ Ʒƾاƻƺد WǊ(σǋ, n) ƚɍوزŧ ɌƻƜɍ .MMM ∼ WǊ(σǋ, n) آȜƺاه ،ΣΣΣ = σǋ و p = Ǌ اțر ƽȎ Ŧƃا ذȎر Ʊšاƪ

ƱƫŨƄƶ Ƶƾ از ddd و MMM ،MMM ∼ Wp(III, n) و ddd ∼ N(٠٠٠, III) آن در ƽȎ ƵɎƄɍوƻب mddd′MMM−Ǌddd صورت ƽب ƵɎƺواŨب را α اțر .ǋ.Ǐ ƥɍرƜت
.( α ∼ T ǋ(p, n) ) باشد Ɍƶ n و p پاراŨƶرƾای با ȚƻɎƳŨƾ T ǋ ƚɍوزŧ دارای α ƽȎ ƵɎɍوț Ɍƶ آȜƺاه ƻŨƄƾد،

(Ǌǒǐǒ ȏƷƾاران و Ǌǋ (ƶاردɍا آȜƺاه MMM ∼ Wp(ΣΣΣ, n) و X ∼ N(µµµ,ΣΣΣ) اțر .ǌ.Ǐ ƽɎقض

n(X−µµµ)′MMM−Ǌ(X−µµµ) ∼ T ǋ(p, n).

Ƅȏɍان T ǋ(Ǌ, n) ƚɍوزŧ و FǊ,n ƚɍوزŧ دȜɍر Ţƛارت ƽš .Ŧƃا T ǋ(Ǌ, n) ƚɍوزŧ دارای ،n آزادی ƽدرج šا ŨƶغɎره ȍɍ t ƚɍوزŧ ƚšرƶ
šاƇد. Ɍƶ ȚƻɎƳŨƾ T ǋ ƚɍوزŧ دارای Ɏšزی آزƶون آƶاره ƽجɎŨƺ در اƺد.

ƽنɎƿš ƾای ƶدل ٧
ƽƔšرا ƾرțاه țوƻɍد، ƽƻɎƿš را Mk∗ ƶدل .ƵɎƻȎ پɎدا رțرɎƃون ƶدل šرای را ƽƻɎƿš ƶدل ƵɎƾواŷ Ɍƶ اƓلاƛات ƽɍظرƺ ȍƷȎ šا

Ɍƶ ȎوƳŢɎƲ-ȍŢƲر اƓلاع šرآورد K̃ و ƶدل پاراŨƶر šرآورد θ̃θθ آن در šاƇد. šرƪرار K̃(f(yyy) : f∗

k∗(yyy, θ̃θθk∗)) ≤ K̃(f(yyy) : f∗

k (yyy, θ̃θθk))

FIC(k) =
ǋK̂(f∗

βββk
: f∗

βββl
, σǋ)

pl − pk
, (Mk ≤ Ml) ƱȏƇ ƽš ƽȎ Ŧƃا F اƓلاع ɎƜƶار ƶدل šودن ƽƻɎƿš šرای دȜɍری ɎƜƶار šاƻƇد.

آȜƺاه ،ƵɎƻȎ ƥɍرƜŧ ǋK̂(f∗

βββk
: f∗

βββl
, σǋ) = ǋK(f∗

bbbk
: f∗

bbbl
, σ̂ǋ

l ), ƽƔšرا اțر šاƇد. Ɍƶ
و Mk : YYY = Xkβββk + εεεk šا šراšر Ml و Mk ƽȎ Ŧƃا ذȎر Ʊšاƪ FIC(k) =

(n− pl)(σ̂
ǋ
k − σ̂ǋ

l )

(pl − pk)σ̂
ǋ
l

, (Mk ≤ Ml),

Ŷƃپا ŨƶغɎر ƵƷɎƄȎاƶ ɌروپŨƺآ ƵƷɎƄȎاƶ ɌɍاƷƻŨƃدر šرآوردțرƾای σ̂ǋ
l و β̂ββk, σ̂

ǋ
k, β̂ββl ƹɍا šر ƛلاوه šاƻƇد. Ɍƶ Ml : YYY = Xlβββl + εεεl

šود. ŷواƾد ŧر ƽƻɎƿš Mk ƶدل آȜƺاه šاƇد FIC(k) ≤ FIC(l) اțر ƹɍراšاƻš šاƻƇد. Ɍƶ Mk,Ml رțرɎƃون ƶدل
šرای ɌɍاƾارɎƜƶ اƻɍجا در šود. ŷواƾد ŧر ƽƻɎƿš ƶدل آن ƽجɎŨƺ در šاƇد ŨƷȎر آن ɌțدƻȎپرا ƫƶدار ɌƻƜɍ ŨƷȎر ƶدل ȍɍ Ɣŷای ƽǰ ƾر ƽȎ ƵɎƺدا Ɍƶ
-ȍŢƲوȎ اƓلاع از اƧŨƃاده šا ǊǍ ƃاوا و Ǌǌ ȍɎائȎ آ šاƇد. Ɍƶ رțرɎƃون ƶدل Ɣŷای اƃاس šر ƽȎ Ƈود Ɍƶ Ɣƶرح رțرɎƃون ƶدل اŸƻŧاب

HotellیngǊǊ

MardیaǊǋ

AیaییeǊǌ

SawaǊǍ
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šراšری Ǌǒǐǌ ƃال در ȍɎائȎ آ اƺد. Ȏرده اŸŨƺاب ƻŢƶا ƹɍا šر را ƽƻɎƿš رțرɎƃون ƶدل و اƺد آورده Ŧƃد ƽš را رțرɎƃون ƶدل Ɣŷای ƫƶدار ƳŢɎƲر
νk = pk+Ǌ, νl = pl+Ǌ ) Ŧƃا Ȏرده ƥɍرƜŧ f∗

k (yyy, θ̂θθk) و f∗

k (yyy,θθθl) ƹɎš ƳŢɎƲر -ȍŢƲوȎ اƓلاع ɌاضɍدرɎƶا šراšر دو šرای را زɍر
.(

ǋE
θ̂θθk

{K[f∗

k (yyy,θθθl) : f
∗

k (yyy, θ̂θθk)]} ≈ −
ǋ
n
log

f∗

k (yyy, θ̂θθk)

f∗

k (yyy, θ̂θθl)
+

ǋνk
n

−
νl
n
. (Ǌ.ǐ)

Ŧšاū را f∗

k (yyy, θ̂θθl) و νl ،n (Ǌ·ǐ) ƽƔšرا در ȍɎائȎ آ آɍد. Ɍƶ Ŧƃد ƽš ƈɎƦر اƓلاع و ƳŢɎƲر -ȍŢƲوȎ ɌروپŨƺآ اƃاس šر (Ǌ·ǐ) ƽƔšرا ƽȎ
ƻƛوان ƽš داد. ƈƺان AIC(k) = −ǋ log f∗

k (yyy, θ̂θθk)+ǋνk, νk = Ǌ,ǋ, ... Ʀرƶول šا را ƶدل Ɣŷای Ŧɍاƿƺ در و ƽŨƦرț ƺظر در
šا šراšر ȍɎائȎ آ ƶدل Ɣŷای ،Mk = N(Xkβββk, σ

ǋ
kIIIn), (νk = pk + Ǌ) رțرɎƃون ƶدل šرای Ŭƶال

ƶدل Ɣŷای k ƥƳŨŸƶ ƫƶادɍر ازای ƽš ƽȎ Ŧƃا AIC(k) = −ǋ log f∗(yyy, θ̂θθk) + ǋνk = ǋH(f∗

k (yyy, β̂ββk, σ̂
ǋ
k)) + ǋ(pk+Ǌ).

رțرɎƃون ƶدل ƽجɎŨƺ در Ŧƃا ŨƷȎر رțرɎƃون ƶدل ȍɎائȎ آ )Ɣŷای اƓلاع ƹɍرŨƈɎš) šاƇد ŨƷȎر ɌروپŨƺآ ƽǰ ƾر ƽȎ آɍد Ɍƶ Ŧƃد ƽš رțرɎƃون
Ɏšان f(yyy, β̃ββ, σ̃ǋ) و f(yyy,µµµ, ω) ƹɎš ȎوƳŢɎƲ-ȍŢƲر اƓلاع ɌاضɍدرɎƶا šراšر دو šرای را زɍر šراšری (ǊǒǐǑ) ƃاوا šود. ŷواƾد ŧر ƽƻɎƿš

:Ŧƃا Ȏرده

ǋE
β̃ββ,σ̃ǋK{f(yyy,µµµ, ω) : f(yyy, β̃ββ, σ̃ǋ)} = ǋH(f(yyy,µµµ, ω)) + log ǋπe+ log σǋ٠ +

pk + Ǌ
n

(
ωǋ
σǋ٠

)

−
Ǌ
n
(
ωǋ
σǋ٠

)ǋ. (ǋ.ǐ)

Ƌورت ƽš را ƶدل Ɣŷای ƃاوا (ǋ·ǐ) ƽƔšرا ƽš ƽوجŧ šا ƹɍراšاƻš

BIC(k) = −ǋ log(f∗

k (yyy, β̂ββk, σ̂
ǋ
k)) + ǋ(pk + Ǌ)(ωǋ

σ̂ǋ
k

)− ǋ(ωǋ
σ̂ǋ
k

)ǋ,

BIC(k) = ǋH(f∗

k (yyy, β̂ββk, σ̂
ǋ
k))+ǋ(pk+Ǌ)( ŵǋ

σ̂ǋ
k

)− šا šBIC(k)راšر Ɣŷای رțرɎƃون ƶدل šرای Ŭƶال ƻƛوان ƽš Ȏرد. ƥɍرƜŧ
ƶدل Ɣŷای šاƻƇد، ŨƷȎر Ƃƺاɍوار ŦŢƄƺ و ɌروپŨƺآ ƽǰ ƾر šاƇد. Ɍƶ ɌƲزوƺ pk ƽš ŦŢƄƺ ŵǋ

σ̂ǋ
k

Ƃƺاɍوار ŦŢƄƺ آن در ƽȎ Ŧƃا ǋ( ŵǋ
σ̂ǋ
k

)ǋ

.Ŧƃا ŨƷȎر رțرɎƃون

نتɎج�ƽگɎری و šحث
ɌŢƄƺ ɌروپŨƺآ šرآورد و ƵƷɎƻɎƶ ɌŢƄƺ ɌروپŨƺآ (šرآورد رțرɎƃون ƶدل Ƃƺاɍوار و Šɍضرا šرآورد šرای ƵɍردȎ Ɣƶرح ƽȎ ƽǱƺآ ƽš ƽوجŧ šا
آزƶون ƹɎƻǱƷƾ و Ƶɍدار ƳŢɎƲر -ȍŢƲوȎ اƓلاع ƽš Ɏƺاز اƓلاƛات ƽɍظرƺ از اƧŨƃاده šا رțرɎƃون šرای ƽƻɎƿš ƶدل اŸŨƺاب و ( Ɏšزی ƵƷɎƻɎƶ
آزƶون روش ƽš ƽɎرضƦ آزƶون ی ƽجɎŨƺ ƽȎ Ŧƃا ذȎر Ʊšاƪ Ȏرد. Ɍƃررš جƧرɍز اƓلاع ȍƷȎ šا ŧوان Ɍƶ را Ɏšزی ƵƷɎƻɎƶ ɌŢƄƺ ɌروپŨƺآ ƾای
در .Ŧƃا ƽŨƦر Ȏار ƽš σǋ Ɏšزی ƵƷɎƻɎƶ ɌŢƄƺ ɌروپŨƺآ šرآورد آزƶون، آƶاره در Ɏšزی آزƶون در ƒƫƦ šاƇد Ɍƶ Ɏšزی آزƶون Ʒƾاƻƺد ȍɎƃلاȎ

.Ŧƃا ƳŢɎƲر -ȍŢƲوȎ اƓلاع اƃاس šر ƵɍردȎ šرƪرار اƓلاƛات ƽɍظرƺ و رțرɎƃون ƹɎš ƽȎ ɌƓاŢŧار ƽȎ ŦƧț ŧوان Ɍƶ Ŧɍاƿƺ
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