
رده šندی ɌɍنماŨدرس انŨگرال ȍمȎ ƽš ɌȎوƳš خوشš ƽندی در مدل انŨخاب
ǌ Ɍƪرز منصور ،ǋ گƱ عɌƳ زاده Ɍموس ، Ǌ Ɍمƪ Ɍفاطم سادات حمɎده

ŧرŦɎš مدرس دانشگاه آمار ǋ,Ǌگروه

ŧرŦɎš مدرس دانشگاه ȎامپɎوŧر عƳوم ǌگروه

Ƃɍرŧاƶ در Ũƃون ƾا و Ɣƃر Ʒƾزƶان اƦراز Šůوƶ ƽȎ Ŧƃا ƹȜƷƾ Ƴšوک ƾای Ƌ ƽšورت ƃاخŨاری ƹŨƦاɍ ،ɌȎوƳš خوƻš ƽƇدی ƾدف چɎȏده:
از ɌƇرŨƄț ȍɍ ƚƪدروا ƽȎ Ŧƃا ƻŢƶا ƶدل خوƻš ƽƇدی ƶدل ȍɍ ƻƛ ƽšوان ƻƶظور ƹɍا šرای پƿƻان ɌȎوƳš ƶدل Ȏ ƽšارɎțری Ƈ Ɍƶود. داده
ɌŧاɎų ƶوضوع ȍɍ خوƾ ƽƇا Ɯŧداد ƹɍرŨƿš ƹŨƦاɍ ƺظر از ƶدل اŨƺخاب ،ƽɍوƃ ȍɍ خوƻš ƽƇدی در ƽȎ Ʒƾان Ɠور .Ŧƃا ɌƾاƻŨƶ ƽŨخɎƶآ ƶدل
Šɍرƫŧ šر ɌƻŨŢƶ ƽƔšضا ،ƽƲاƫƶ ƹɍا در ɎȜšرد. ƪرار Ɍƃررš ƶورد šاɍد Ƴšوک ƾا Ɯŧداد ƹɍرŨƿš ƹŨƦاɍ Ɏƺز Ʒƾزƶان خوƻš ƽƇدی در Ɍƶ رود؛ ƷƇ ƽšار
ضاƾ ƽƔšا ƹɍا Ɍƶ آɍد. Ŧƃدš آن ȍƷȎ ƽš Ɏƺز Ɏšزی اƓلاع ɎƜƶار ȍɍ و Ƈ Ɍƶود داده ƵɎƷƜŧ ɌȎوƳš ƶدل šرای رده ƻšدی ɌɍاƷƻŨƃدر اȜŨƺرال

Ƈد. خواƻƾد ƽƄɍاƫƶ خوƾ ƽƇا Ʊداخŧ از ƽŨƃد ƻǰد šا و Ƃɍرŧاƶ از ƥƳŨخƶ اƺدازه ƾای šا و Ƈده ƃ ƽɎŢƇازی داده ƾای روی
رده ƻšدی. ɌɍاƷƻŨƃدر اȜŨƺرال ƶدل، اŨƺخاب پƿƻان، ɌȎوƳš ƶدل ،ɌȎوƳš خوƻš ƽƇدی ɎƳȎدی: واژه ƾای

.62− 07 ،62H30 :(ǋ٠Ǌ٠) Ɍاضɍر موضوع šندی كد

ƽدمƫم Ǌ
Ŧƃا داده Ƃɍرŧاƶ ȍɍ در ǊانƶزƷƾ خوƻš ƽƇدی Ȏ ƽšارɎțری خوƻš ƽƇدی، ƽƻɎƶز در ƫƫŴƶان ƽƪلاƛ ƶورد روش ƾای از Ɍȏɍ اخɎر ƃال ƾای در
ƶدل ƺ ƽšام ɌƲاƷŨųا ƶدل ȍɍ ȍƷȎ ƽš ǋɌȎوƳš خوƻš ƽƇدی دارد. Ȏارšرد ƹŨƶ ƱɎƳŴŧ و ȍɎŨƺژ اȜƲو، ƊɎخƈŧ ƶاƻƺد ɌƧƳŨخƶ زƾ ƽƻɎƶای در ƽȎ

h.sadat.fatemi@gmail.com : Ɍمƪ Ɍفاطم ǊحمɎده سادات
Ǌ Biclustering
ǋ Block clustering
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ƊɎخƈŧ را (خوƾ ƽƇا) ƹȜƷƾ Ƴšوک ƾای Ũƃون ƾا، و Ɣƃر Ʒƾزƶان اƦراز šا Ƃɍرŧاƶ ȍɍ در ƽȎ Ŧƃا روش ƾا ƹɍا از Ɍȏɍ ǌانƿƻپ ɌȎوƳš
اŨƺخاب ƹɍراšاƻš Ŧƃا اȏƶان پذɍر Ƴšوک از ɌƧƳŨخƶ اƜšاد šا خوƻš ƽƇدی ƺوع ƹɍا پɎاده ƃازی اƶا .((ǋ٠٠Ǒ) ƥɍدƺ و (țووارت Ɍƶ دƾد
روش ƾای ŧاƻȎون Ɍƶ رود. ƷƇ ƽšار Ʒƾزƶان خوƻš ƽƇدی ƽƳƷů از خوƻš ƽƇدی Ŵšث در Ƈده ƽŨاخƻƇ Ƶƿƶ ƽƳئƄƶ ȍɍ خوƾ ƽƇا Šƃاƻƶ Ɯŧداد
Ʒƾزƶان خوƻš ƽƇدی ƽƳئƄƶ ذات از ɌƋخا اɍده روȏɍرد ƹɎƲاو .Ŧƃا Ƈده ƽŨƦرț Ȏ ƽšار Ʒƾزƶان خوƻš ƽƇدی šرای ƶدل اŨƺخاب šرای ɌƧƳŨخƶ
ŠɎȎرŧ وŨƃون ƾا Ɣƃر šرای Ʒƺودن ƽŢƃاŴƶ دوšار šا را ƾ ƱɎƃات) ƽƔšضا (ƺظɎر ƽɍوƃ ȍɍ خوƻš ƽƇدی šرای Ɍšاɍارز ƽƔšضا ƿƻŧا و Ɏț ɌƷƺرد
را Ƴšوک ƾا ƹɎš Ɍɍراțوا دȜɍر، ɌƇرو در (ǋ٠٠Ǒ) ɌǱɍو و Ɍƃرو .((ǋ٠Ǌ٠) ȏƷƾاران و ǰاراد و (ǋ٠٠Ǒ) ȏƷƾاران و (اǱƃپر ƻȎ Ɍƶد
Ƈده ƽŨƦرț Ȏ ƽšار ɌȎوƳš خوƻš ƽƇدی šرای ƶدل، اŨƺخاب šرای اƓلاع ضاƾ ƽƔšای Ɍرخš ƹɎƻǱƷƾ Ȏردƺد. ƵɎƄƫŧ ɌȎوƳš خوƻš ƽƇدی Ɍɍراțوا ƽš
ɌƻŨŢƶ ƽƔšضا Ɏƺز اخɎر ƃال ƾای در اƶا Ʒƺودƺد. ɌƦرƜƶ ƻƶظور ƹɍا ƽš Ƈده اƋلاح ȍɎائȎ آ ƽƔšضا ȍɍ (ǋ٠٠ǒ) ȏƷƾاران و ȍŰɍد ون اƺد.
ƵɎƾخوا ƷŨƶرȎز ƽƔšضا ƹɍا روی ƽƲاƫƶ ƹɍا در ƽȎ Ŧƃا Ƈده داده ƵɎƷƜŧ ((ǋ٠٠٠) ȏƷƾاران و ɌȎاƺرɎš) رده ƻšدی ɌɍاƷƻŨƃدر اȜŨƺرال šر
اȜŨƺرال šراƃاس ƶدل اŨƺخاب Ƈ Ɍƶود. Ųɍرƈŧ پƿƻان ɌȎوƳš ƶدل ǋ Ɔخš در .Ŧƃا Ƈده ƹɍدوŧ زɍر Ƌ ƽšورت ųاضر ƽƲاƫƶ ƃاخŨار Ƈد.

.Ŧƃا Ǎ Ɔخš ƱɎȏƈŧ دƻƾده ƃ ƽɎŢƇازی ƽƜƲاƔƶ و Ɍƶ آɍد ǌ Ɔخš در رده ƻšدی ɌɍاƷƻŨƃدر

پنƿان ɌȎوƳš مدل ǋ
Šůوƶ ƽȎ Ŧƃا اƦرازی ȍɍ z روش ƹɍا در .Ŧƃا (z, w) Ũƃون ƾا و Ɣƃرƾا Ʒƾزƶان اƦراز ƹŨƦاɍ ƾدف ،ɌȎوƳš ɍا Ʒƾزƶان خوƻš ƽƇدی در
داده ƾا ƚɍوزŧ ŦƲاų ƹɍا در .Ŧƃا ƽƇخو m ƽš (J) Ũƃون ƾا ƽƛوƷŰƶ روی اƦراز ȍɍ Ɏƺز w و Ƈ Ɍƶود ƽƇخو g ƽš (I) Ɣƃرƾا خوƻš ƽƇدی
روی ƹȏƷƶ اƦرازƾای ƽɎƳȎ ƈƺان دƻƾده U آن در ƽȎ داد ƈƺان f(x, θ) =

∑

u∈U

p(u)f(x |u, θ) اƷŨųال ɌƲاȜǰ ƚšاŧ šا ŧ Ɍƶوان را
Ʋذا و p(u) = p(z)p(w) ŦƲاų ƹɍا در Ƈوƺد، Ʀرض Ƶƾ از ƱƫŨƄƶ J و I روی اƦرازƾا ƽƛوƷŰƶ اțر .Ŧƃا I × J

f(x; θ) =
∑

(z,w)∈Z×W

p(z)p(w)f(x |z, w;α) , (Ǌ . ǋ)

ƽůوŧ šا Ɍƶ دƻƾد. ƱɎȏƈŧ را ƽƇخو m ƽš J و ƽƇخو g ƽš I ƹȏƷƶ اƦرازƾای ƽƷƾ ƽƛوƷŰƶ پƿƻان، ŨƶغɎرƾای ƻƛ ƽšوان W و Z آن در ƽȎ
Ƌ ƽšورت w و z روی Ƈدن ɌƓرƇ šا ɌƲاȜǰ ƚšاŧ ǎانƿƻپ Ȏلاس ƶدل ƽš ƶرšوط ǍɌƺاȏƶ اƫŨƃلال Ʀرض ƽš

f(x |z, w; θ) =
∏

i,j,k,l

f(xij ;αkl)
zikwjl .

ƹɎƈɎپ اƷŨųال ƹɍا و šاƻƇد ρl و πk اƷŨųال ƾای šردارƾای ρ = (ρǊ, ..., ρm) و π = (πǊ, ..., πg) Ƈ Ɍƶود Ʀرض Ɍƶ آɍد. Ŧƃدš
ɌȎوƳš ƶدل šرای ɌɍاƷƻŨƃدر ƚšاŧ (Ǌ . ǋ) ƽš ƽůوŧاš šاƇد. ƽƧƲوƶ ƹɎƶا l و ƽƧƲوƶ ƹɎƶا k ƽš ƩƳƜŨƶ ŠɎŧرŧ ƽš Ũƃون و Ɣƃر ƽȎ Ɏšان ƻƻȎد را

Ƌ ƽšورت

f(x; θ) =
∑

(z,w)∈Z×W

∏

i,k
πzik
k

∏

j,l
ρ
wjl

k

∏

i,j,k,l

f(xij ;αkl)
zikwjl (ǋ . ǋ)

ƹɎš ƻŨƶاوب Ʀرآƻɍدی ƱƶاƇ ƽȎ EM ƵŨɍورȜƲا روƺد ƻŨƄƾد؛ اƦرازƾا ƹɎɎŢŧ šرای پƿƻان ɌɍاƾرɎغŨƶ ƱƶاƇ ƶدل ƽȎ ɌɍاŰƺآ از Ɍƶ آɍد. Ŧƃدš
Ɍƶ ƱƶاȎ داده از اƧŨƃاده šا رده ƻšدی ɌɍاƷƻŨƃدر ƵŨɍارȜƲ Ɍƶ رƃد. ƹƾذ ƽš اŦƃ؛ (M (țام ƶاƃ ƵƷɎƄȎازی țام و (E (țام اɎƶدɎțری țام

ǌ Latent Block Model (LBM)
Ǎ Local independence
ǎ Latent class model
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Ƈود: ƽŨƇوƺ زɍر Ƌ ƽšورت ŧواƺد

LC(x, z, w, θ) =
∑

i,k

zik log πk +
∑

j,l

wjl log ρl +
∑

i,j,k,l

zikwjl log f(xij ;αkl).

ƹɍا ƚƦر šرای .Ŧƃراůا ƱšاƪرɎغ P (ZikWjl = Ǌ|θ(c), X = x) ƽŢƃاŴƶ ضرورت ƱɎƲد ƽš LBM šرای EM ƵŨɍورȜƲا روƺد اƶا
ƹɍا در E țام در ƵŨɍورȜƲا ƹɍا ƽš ƻšا دادƺد. پƿƻƈɎاد را Ǐ ŧغɎɎرțرا EM ƵŨɍورȜƲا ƺ ƽšام Šɍرƫŧ ȍɍ (ǋ٠٠Ǒ) ƥɍدƺ و țووارت Ʊȏƈƶ

ƽƔšضا و Ƈد خواƾد p(z|X, θ)p(w|X, θ) ųاƳƋضرب šا šراšر p(z, w|X, θ) ŧوأم ƚɍوزŧ ƵŨɍورȜƲا

F (P, θ) = EP (LC(z, w, θ)) +H(P ) (ǌ . ǋ)

ƵŨɍارȜƲ ƹɎɍپا Ȏران ȍɍ ƽȎ F ƫƶدار ،ɌɍراȜƷƾ از Ɯšد (ǋ٠Ǌǋ) ȏƷƾاران و ƹɎŢɍرȎ پƿƻƈɎاد ƽš Ɏț Ɍƶرد. ƪرار ƃازی ƵƷɎƄȎاƶ ƶورد
ƳŨƄƶزم LBM šر ɌƻŨŢƶ ƵŨɍورȜƲا ƹɍا پɎاده ƃازی Ŧƃا ƽš ذȎر لازم Ƈود. ƽŨƦرț درƺظر آن از ɌŢɍرƫŧ ƻƛ ƽšوان ŧ Ɍƶواƺد اŦƃ؛ ɌɍاƷƻŨƃدر

.Ŧƃا ɌƾاƻŨƶ ƽŨخɎƶآ ƶدل ƾای šر ɌƻŨŢƶ Ũƃون ƾا Ɣƃرƾا روی خوƻš ƽƇدی ƵŨɍورȜƲا دو šرای ƻŨƶاوب Ɍɍاƾ امț اůرای

مدل انŨخاب ǌ
ů ƽšای (g,m) ɌƻƜɍ خوƾ ƽƇا Ɯŧداد از زوج ȍɍ ƽȎ Ŧƃا ƹɍا ƱɎƲد ƹɎƲاو .Ŧƃا Ƅƶئƃ ƽƳاز ƱɎƲد ƻǰد ƽš LBM در ƶدل اŨƺخاب ƶوضوع
اŨƺخاب šرای ƽȎ BIC و AIC ƺظɎر ƶوůود ůرƽƷɍ ای ɌɍاƷƻŨƃدر ضاƾ ƽƔšای ƽȎ Ŧƃا ƹɍا ƱɎƲد ƹɎƶدو Ƈود. اŨƺخاب šاɍد ƿƻŧا ƛدد ȍɍ
ƽš ولاƷƜƶ ƶدل اŨƺخاب ƽȏƻɍا ƃوم Ɏțرƺد. ƪرار اƧŨƃاده ƶورد ƵɎƫŨƄƶ Ɠ ƽšور ŧ ɌƷƺواƻƺد Ƈ Ɍƶوƺد؛ ƽŨƦرț Ȏ ƽšار ƻŢƶا ƶدل خوƻš ƽƇدی در ƶدل
واųد Ɯŧداد اŨƺخاب دȜɍر Ɍƺاšز ƽš .Ŧƃا šراɎȜƺز ƃؤال LBM در ƶوضوع ƹɍا Ɔƻɍزț Ʋذا ،Ŧƃا ƽŨƄšوا ƶدل آƶاری واųدƾای Ɯŧداد
ƶدل اŨƺخاب ،ƽƳئƄƶ ƹɍا ƹŨƦرț درƺظر šا ƽƶدرادا Ɏțرد. Ƌورت Ƴƃول ƾا Ɯŧداد ɍا d ŨƶغɎرƾا Ɯŧداد ɍا n ƈƶاƾدات Ɯŧداد از šاɍد ƶدل آƶاری
ƶدل، ƹɍرŨƿš Ɏšزی ǰارǰوب در .Ŧƃا ƶدل ƹɍرŨƿš ƽš رɎƃدن Ƈ Ɍƶود؛ دŢƺال ƶدل اŨƺخاب Ŵšث در ƽȎ ɌƦدƾ ،ɌƳȎ Ɠ ƽšور Ƈ Ɍƶود. Ɍƃررš
Ɍƺاšز ƽš šاƇد. دارا را ƹɎƄپ اƷŨųال ƹɍرŨƈɎš ƽȎ Ƈ Ɍƶود اŨƺخاب ɌƲدƶ ƶدل، ɌƾاƻŨƶ ƽƛوƷŰƶ Ɏƶان در ŦƫɎƫųدر .Ŧƃاƿƺآ ƹɍرŧ ƱƷŨŴƶ

ƃاده
Mh = argmax

M∈M

p(M|X).

p(X|M) Ʒƺودن ƵƷɎƄȎاƶ šا Ɯƶادل p(M|X) Ʒƺودن ƵƷɎƄȎاƶ آȜƺاه šاƇد؛ Ŧšثا ƶدل، ƾر šرای p(M) ƹɎƈɎپ اƷŨųال ƽȎ Ƈود Ʀرض اțر
Ʋذا ƻȎد. ƵƷɎƄȎاƶ را ɌɍاƷƻŨƃدر اȜŨƺرال ƽȎ Ƈ Ɍƶود ɌƲدƶ ƹŨƦاɍ ƾدف Ƃپƃ و Ŧƃا

Mh = argmax
M

p(X|M),

ƶدل šرای θ پاراŨƶر ƹɎƈɎپ اƷŨųال p(θ|M) و پاراŨƶر Ʀضای Θ اŰƻɍا در . p(X|M) =
∫

Θ
p(X|M ; θ)p(θ|M)dθ ƽȎ وریƓ

ɌɍاƷƻŨƃدر اȜŨƺرال ƵŨɍارȜƲ از ɌŢƺاŰƶ Šɍرƫŧ šرای Ɍƾرا ȍɍ BIC ƽƔšضا šاƻƇد؛ ƚɍوزŧ Ƶƾ و ƱƫŨƄƶ ƈƶاƾدات ƽȎ Ɍŧالاų در .Ŧƃا M
Ƌورت ƽš ƽƔšضا ƹɍا اŨƃاƺدارد Ʀرم .Ŧƃا

BIC(M) = logL(x; θ̂ML)−
Ǌ
ǋDM log(n)

Ǐ Variational EM (VEM)
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ɌȜŨƄšوا ƃاخŨار ƱɎƲد ƽš Šɍرƫŧ ƹɍا اƶا .Ŧƃا ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ L(y; θ̂ML) و ƈƶاƾده Ɯŧداد n ƶدل، Ɯšد DM آن در ƽȎ Ŧƃا
ƶدل، اŨƺخاب از دȜɍری ƥɍرƜŧ ،Ʊȏƈƶ ƹɍا Ʊų šرای Ƈود. ƽŨƦرț Ȏ ƽšار ،ɌȎوƳš ƶدل در ŧ ɌƷƺواƺد Ũƃون ƾا و Ɣƃرƾا ƹɎš ƈƶاƾدات

آن در ƽȎ Ƈد ƽارائ Mc = argmax
M

P (X, z, w|M) Ƌ ƽšورت

P (X, z, w|M) =

∫

Θ

p(X, z, w|θ;M)p(θ|M)dθ.

ɌɍاƷƻŨƃدر اȜŨƺرال اخƌŨار ƽš و Ƈده ƥɍرƜŧ ICL(M) = logP (X, z, w|M) Ƌ ƽšورت ƹŨƦرț ƵŨɍارȜƲ šا ƶدƺظر، ƽƔšضا Ŧɍاƿƺدر
:Ƶɍدار šرƾ ŠƄǰا اƫŨƃلال Ʀرض ŦŴŧ ƹɎƻǱƷƾ .((ǋ٠Ǌǋ) ȏƷƾاران و ŦƶوƲ) Ƈ Ɍƶود ƺاɎƶده ǐ رده ƻšدی) (ɍا ƱƶاȎ

ICL(M) = log p(X|z, w,M) + log p(z|M) + log p(w|M). (Ǌ . ǌ)

ƺدارد. ɌȜŨƄš پاراŨƶرƾا ƹɎƈɎپ ƚɍوزŧ ƽš ƋرŴɍاً Šɍرƫŧ ƹɍا ƽȎ Ƈ Ɍƶود ƈƶاƾده Ƈ Ɍƶود. ɌƦرƜƶ ICL از ɌŢƺاŰƶ Šɍرƫŧ ȍɍ ƽƶادا در
Ƈ Ɍƶود. ƽارائ ɌȎوƳš ƶدل šرای BIClike Ʒƺاد šا BIC ƽšاƈƶ ƽƔšضا آن از اƿƲام šا ƹɎƻǱƷƾ

ɌȎوƳš مدل در BIC ƽطšضا آوردن Ŧدسš و ICL Šɍرƫŧ Ǌ . ǌ
Ƌ ƽšورت ICL اول Ɔخš ، p(θ) = p(α)p(π)p(ρ) ɌƻƜɍ ، پاراŨƶرƾا ƹɎƈɎپ اƫŨƃلال Ʀرض ŦŴŧ

log p(X|z, w,M) =

∫

A

p(X|z, w,M, α)p(α|M)dα)

∫

P×R

p(π|M)p(ρ|M)dπdρ

︸ ︷︷ ︸

=Ǌ
ɌƻƜɍ Ƈود. زده Šɍرƫŧ BIClike از اƧŨƃاده šا ŧ Ɍƶواƺد Ɔخš ƹɍا Ƈ Ɍƶود. ƽŢƃاŴƶ

log p(X|z, w,M) = max log p(X|z, w,M, α)−
λ

ǋ log(nd)

D(a, ..., a) ƽƳȏɍرɍد Ɔخš Ɍƾاțاآƺ ƚɍوزŧ ƹŨƦرț درƺظر و p(z|π) = ∏

i,k

πzik
k ƩŢƓ .Ŧƃا A Ʀضای در α پاراŨƶر šردار Ɯšد λ آن در ƽȎ

Ƌ ƽšورت p(z) Ɏšز، ƪاƺون از šااƧŨƃاده و ، π šرای ƹɎƈɎپ ƚɍوزŧ ƻƛ ƽšوان

p(z) =
p(z|π)p(π)

p(π|z)
=

Γ(ga)

Γ(a)
g

∏

k Γ(z.k + a)

Γ(n+ ga)

،((ǋ٠٠Ǌ) (راšرت Ƨůرɍز Ɔخš Ɍƾاțاآƺ ƚɍوزŧ ȍɍ šرای a = Ǌǋ دادن ƪرار šا Ƈ Ɍƶود. ƽŢƃاŴƶ p(w) روƺد، ƹɎƷƾ šا و Ɍƶ آɍد Ŧƃدš
Ƌ ƽšورت ƹɎƈɎپ ŧوزƾ ƚɍای ƵŨɍارȜƲ

log p(z|M) = log Γ( gǋ ) +
g∑

k=Ǌ
log Γ(nk + Ǌǋ )− g log Γ( Ǌǋ )− log Γ(n+ gǋ ),

log p(w|M) = log Γ(mǋ ) +
m∑

l=Ǌ
log Γ(dl +

Ǌǋ )−m log Γ( Ǌǋ )− log Γ(d+ mǋ ).

šرای Γ(t+Ǌ) ≈ tt+Ǌ/ǋ exp(−t)(ǋπ)Ǌ/ǋ ȚƻɎƲرŨƃا Šɍرƫŧ Ȏ ƽšارɎțری šا šاƻƇد؛ šزرگ ɌƦاȎ اƺدازه ƽš dl و nk اțر šود. خواƻƾد
Ƈد: خواƻƾد ƱƋاų زɍر Ƌ ƽšورت ƹɎƈɎپ ƚɍوزŧ ƵŨɍارȜƲ ƻŨƄƾد؛ O(Ǌ) از ƽȎ Ɍɍاƾ Ɔخš ƹŨƦرț ƺادɍده و țاƶا ƚšاŧ

log p(z|M) ≈

g
∑

k=Ǌ
nk log nk − n log n−

Ǌ
ǋ (g − Ǌ) log n

ǐ Integrated Complete(Classification) Likelihood (ICL)

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


620 Ɍƪرز و �ɌƳƛ�Ʊțزاده ،ɌƷƪ�ɌƷƓاƦ

log p(w|M) ≈
m∑

l=Ǌ
dl log dl − d log d−

Ǌ
ǋ (m− Ǌ) logm.

و ∑g
k=Ǌ nk log

nk

n
= maxπ log p(z|π,M) ƽƔšرا ∑

k

πk = Ǌ Ƈرط و p(z|π) = ∏

k

πnk

k Ƅŧاوی ȍƷȎ ƽš ،ƹɍراš ƛلاوه
(z, w) šرƾ ŠƄǰای šردار و θ پاراŨƶر ůای țذاری šا آƶد. خواƻƾد Ŧƃدš ∑m

l=Ǌ dl log dl

d
= maxρ log p(w|ρ,M) ƽšاƈƶ Ɠ ƽšور

Ƈد: خواƾد ƱƋاų زɍر Ƌ ƽšورت ICL ƽƔšضا ƃراŰƺام V EM ƵŨɍورȜƲا ƩɍرƓ از

ICLBIC(M) = Lc(X, ẑ, ŵ|M, θ̂)−
λ

ǋ log(nd)−
g − Ǌ

ǋ log n−
m− Ǌ

ǋ log d.

ƹɎƻǱƷƾ و ŧوزƾ ƚɍا šا ƒŢŧرƶ پاراŨƶرƾای ƚƷů ƽƷɍرů Ɔخš آن در ƽȎ Ƈ Ɍƶود ƄŴƶوب ůرƽƷɍ ای رده ƻšدی ɌɍاƷƻŨƃدر ȍɍ ƽƔšضا ƹɍا
،ȍɎƃلاȎ ƽŨخɎƶآ ƶدل در ICL = BIC +H ƽƔšرا از اƿƲام šا ƻŨƄƾد. ɌƺوŨƃ ƾ ŦŢƄƺای و Ɣƃری ƾ ŦŢƄƺای ƽš ƶرšوط پاراŨƶرƾای

Ƌ ƽšورت BIClike ƽƔšضا šرƾ ŠƄǰاŦƃ؛ ɌƓرƇ اƷŨųال ƾای ƽš ƶرšوط ɌروپŨƺآ Ɔخš ȍɍ ƿƻŧا H ƽȎ

BIClike = log p(X|M, θ∗)−
λ

ǋ log(nd)−
g − Ǌ

ǋ log n−
m− Ǌ

ǋ log d (ǋ . ǌ)

Ƈ Ɍƶود. ƱƋاų

ICL ƩɎƪد ƽطšضا ƽŢمحاس ǋ . ǌ
šرای ƹɎƈɎپ  ƚɍوزŧ اƶا ƺدارد؛ ɌŢƺاŰƶ ƥɍرƜŧ ǯɎƾ ƽš Ɏƺازی ƽƔšضا ƹɍا Ɍƶ آɍد. Ŧƃدš (Ǌ . ǌ) ƥɍرƜŧ šرای ɌƫɎƪد ƽƔšضا Ɔخš ƹɍا در

Ƈ Ɍƶوƺد: دŢƺال ŦƲاų دو šرای ƶوضوع ƹɍا Ƈوƺد. ƽŨƦرț درƺظر ɌŢƃاƻƶ Ɠ ƽšور šاɍد پاراŨƶرƾا
Ɍɍدودو داده šرای ICL ƩɎƪد ƽطšضا اƲف)

αkl ∼ B(b, b) و ρ ∼ D(a, ..., a) ، π ∼ D(a, ..., a) Ƌ ƽšورت ɌƲوƺرš ŨƶغɎر ƽš ƶرšوط پاراŨƶرƾای šرای ƹɎƈɎپ ŧوزƾ ƚɍای
Ʋذا، Ƈ Ɍƶود. ƽŨƦرț درƺظر

ICL(a,b)(g,m) = log p(x, z, w)

= log Γ(ga)− (m+ g) log Γ(a) +mg(log Γ(ǋb)− ǋ log Γ(b))

− log Γ(n+ ga)− log Γ(d+ma) +
∑

k

log Γ(z.k + a) +
∑

l

log Γ(w.l + a)

+
∑

k,l

[

(

ǋ∑

h=Ǌ
log Γ(Nh

kl + b))− log Γ(z.kw.l + rb)

]

.

اƜšاد šرای a = ǊǏ ƫƶدار Ɏƺز و Ǒ از ŨƷȎر خوƾ ƽƇای Ɯŧداد šرای a = Ǎ اšرپاراŨƶرƾای ƹŨƦرțظرƺدر (ǋ٠ǊǍ) ȏƷƾاران و ƹɎŢɍرȎ ƩŢƓ
Ȏرد. خواƾد ƱƋاų را Ũƿšری ŮɍاŨƺ b = Ǌ اšرپاراŨƶر ƹŨƦرț درƺظر ƹɎƻǱƷƾ و šزرŨțر

ƽŨوسɎپ داده šرای ICL ƩɎƪد ƽطšضا ƽŢمحاس ب)
Ƴšوک ƾر ɌƓرƇ ƹɎȜƺاɎƶ šرای (µ٠, σǋ

kl

κ٠ ) پاراŨƶرƾای šا ƺرƶال ƹɎƈɎپ ƚɍوزŧ ȍɍ Ƴšوک، ƾر وارɍاƾ Ƃƺای šودن ƧŨƶاوت Ʀرض šا
، (σǋ

kl) Ƴšوک ƾر Ƃƺاɍوار پاراŨƶر šرای Ƈده Ɏƫƶاس خɌ دوی ȏƜƶوس ƹɎƈɎپ ƚɍوزŧ ȍɍ ƹɎƻǱƷƾ Ƈ Ɍƶود. ƽŨƦرț ƺظر در µkl|σ
ǋ
kl ɌƻƜɍ

Ƌ ƽšورت (Ǌ . ǌ) ƽƲادƜƶ اول Ɔخš آȜƺاه . σǋ
kl ∼ Scale− Inv − χǋ(υ٠, σǋ٠) دŧ ƩɎƪر، Ɍƺاšز ƽš Ƈ Ɍƶود. ŴƲاظ

log p(X|z, w,M) = −
nd

ǋ log π +
gmυ٠

ǋ log(υ٠σǋ٠)− gm log Γ(
υ٠
ǋ ) +

gm

ǋ log κ٠
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−
∑

k,l

υ٠ + nkdl
ǋ log(υ٠σǋ٠ + (nkdl − Ǌ)sǋ∗

kl +
κ٠nkdl

κ٠ + nkdl
(x̄kl − µ٠)ǋ)

+
∑

k,l

log Γ

(
υ٠ + nkdl

ǋ
)

−
Ǌ
ǋ log(κ٠ + nkdl).

ƹɎȜƺاɎƶ ، x̄kl = Ǌ/(nkdl)
∑

i,j zikwjlxij (k, l) Ƴšوک در Ũƃون ƾا و Ɣƃرƾا Ɯŧداد ŠɎŧرŧ ƽš dl و nk آن در ƽȎ Ƈد خواƾد
(π, ρ) ŦŢƄƺ پاراŨƶرƾای šرای ƻŨƄƾد. Šɍاارƺ Ʒƺوƽƺ ای Ƃƺاɍوار ، sǋ∗

kl = Ǌ/(nkdl − Ǌ)∑i,j zikwjl(xij − x̄kl)
ǋ Ʒƺوƽƺ ای،

Ƈ Ɍƶود. ƽŨƦرț درƺظر (a, ..., a) پاراŨƶرƾای šا ƽƳȏɍرɍد ƹɎƈɎپ ƚɍوزŧ ȍɍ ƻŨƄƾد، ƧŨƶاوت ƷƾدȜɍر از آن دراƾ ƽɍای ƽȏƻɍا Ʀرض šا ،
ɍ Ɍƶاƻšد: ŧغɎɎر زɍر Ƌ ƽšورت ŠɎŧرŧ ƽš (Ǌ . ǌ) ƽƲادƜƶ آخر Ɔخšدو ƹɍراšاƻš

log p(z|M) = log Γ(ga) +
∑

k

log Γ(nk + a)− g log Γ(a)− log Γ(n+ ga)

log p(w|M) = log Γ(ma) +
∑

l

log Γ(dl + a)−m log Γ(a)− log Γ(d+ma).

ƹɍا ƹŨƦرț درƺظر ƽǰرțا دارد. ɌȜŨƄš پاراŨƶرƾا ƹɎƈɎپ ƚɍوزŧ ƽš ICL ƩɎƪد ƽƔšضا ، ICL و BIC ɌŢɍرƫŧ ضاƾ ƽƔšای šرخلاف
Ƈده داده ŲɎůرŧ ƃ ƽɎŢƇازی ƾا در ųال ƹɍا šا Ȝšذارد؛ اثر ƶدل پاراŨƶرƾای ƹɎƷخŧ ƹɍراšاƻš و ŵ و ẑ اŢƻŨƃاط در ŧ Ɍƶواƺد ƹɎƈɎپ اƓلاƛات
Šƃاƻƶ ICL ƩɎƪد ƽƔšضا šرای Ŧƃا ƹȏƷƶ و Ŧƃا ƜŨƶارف غɎر اŨƺخاب ƹɍا ƽǰرț Ƈ Ɍƶود. اƧŨƃاده ɌɍاƷƻŨƃدر ƵƷɎƄȎاƶ šرآورد از ƽȎ

Ƈود. ƽƄɍاƫƶ Ƅȏɍان پاراŨƶرƾای šرآورد šا ƶدل اŨƺخاب ضاƾ ƽƔšای šا ŧا Ɍƶ دƾد اůازه .(ǋ٠ǊǍ) ȏƷƾاران و ŦƶوƲ ƽš ƻšا ɌƲو ŢƺاƇد؛
ƹɎƈɎپ ȍɍ ƾ ŦŢƄƺا، پاراŨƶرƾای ƽš ƶرšوط ƽƳȏɍرɍد ƚɍوزŧ šرای دارد. Ɏƺاز (a, µ٠, κ٠, ν٠, σǋ٠) اšرپاراŨƶر ǎ ƽš ICL ƽƔšضا
Ƃɍرŧاƶ ɌƳȎ ƹɎȜƺاɎƶ ، µ٠ ɌƻƜɍ Ƴšوک ƾر Ɏƶاƾ ƹɎȜƺای ƽš ƶرšوط پاراŨƶر šرای Ƈد. خواƾد اŨƺخاب a = Ǌǋ ɌƻƜɍ Ƨůرɍز Ɔخš Ɍƾاțاآƺ
ƾر در دراƾ ƽɍا Ɯŧداد ƹŨƦالارš šا ƫƶدار ƹɍا ƽȎ Ŧƃا Ųواض Ƈ Ɍƶود. ŴƲاظ √nd/gm šراšر Ɏƺز κ٠ اšرپاراŨƶر Ƈ Ɍƶود. ƽŨƦرț درƺظر داده
داده Ɯšد ƆɍزاƦا šا ƽȎ ŦƄƾ Ɏƺز ƽŨȏƺ ƹɍا țوɍای ƚƪدروا و Ŧƃا Ƈده ŴƲاظ ƽƳئƄƶ ɌțدɎǱɎپ اŨƺخاب، ƹɍا šا ƽȎ ɍ Ɍƶاšد ƆɍزاƦا ،ƽƇخو
ƽŰɎŨƺ ،ŦŢƄƺ ƹɍا از دوم ƽƈɍر ƹŨƦرț Ƈده داده ƈƺان ɌšرŰŧ Ƌ ƽšورت (ǋ٠ǊǍ) ȏƷƾاران و ŦƶوƲ ƩŢƓ ɍ Ɍƶاšد. ƆƾاȎ خƔا ŦŢƄƺ
ƾر Ƃƺاɍوار ƽš ƶرšوط ƹɎƈɎپ šرای Ƈ Ɍƶود؛ اŨƺخاب Ƴšوک ƾر ƹɎȜƺاɎƶ ƹɎƈɎپ Ƃƺاɍوار šرای ƽȎ ɌŨŢƄƺ Ȏرد. خواƾد ƱƋاų را Ũƿšری
Ʒƺوƽƺ ای Ƃƺاɍوار šراšر ( ν٠σǋ٠

ν٠+ǋ ) ɌƻƜɍ Ƈده، Ɏƫƶاس خɌ دو ȏƜƶوس ƚɍوزŧ ƶد ƽȎ ƻȎ Ɍƶد اŨƺخاب Ɠوری را σǋ٠ و ν٠ اšرپاراŨƶر Ƴšوک،
Ƈ Ɍƶود ƽŨƦرț درƺظر ǋ٠sǋ∗ Ƌ ƽšورت σǋ٠ ƫƶدار ŨƈɎšر، Ɍɍراțوا اŰɍاد ƻƶ ƽšظور Ǌ٠−Ǌ ƫƶدار ƹŨƦرț درƺظر šا ƽŰɎŨƺدر šاƇد. داده Ƃɍرŧاƶ

.Ŧƃا Šɍاارƺ Ʒƺوƽƺ ای Ƃƺاɍوار sǋ∗ اŰƻɍا در ƽȎ

شƽɎŢ سازی ƽعƲمطا ۴
اůرا Ɍɍدودو ƺوع از ǌ × ǋ ŲɎŴƋ Ƴšوک اƜšاد šا Ƈده ƃ ƽɎŢƇازی داده ǋ٠ روی ɌȎوƳš خوƻš ƽƇدی ƵŨɍورȜƲا ،ƥƳŨخƶ ƾای m و g šرای
ƽƃ šرای Ƃɍرŧاƶ اƺدازه ، Ǌ ůدول در ɎȜšرƺد. ƪرار ƽƄɍاƫƶ ƶورد ɌƜƪوا ICL و BIClike ، ICLBIC ضاƾ ƽƔšای ȏƳƷƛرد ŧا Ƈدƺد
Ʊداخŧ Ɏƶزان در پاراŨƶرƾا ƹɎɎƜŧ Ŧƃا Ɍƿɍدš .Ŧƃا Ƈده ƽŨƦرț درƺظر Ɍɍدودو داده ƾای روی خوƾ ƽƇا Ʊداخŧ از ƽŨƃد دو و ƥƳŨخƶ Ɯšد
ƵŨɍورȜƲا از ƱƋاų خƔای ŦŢƄƺ Ƈ Ɍƶود. ƹɎɎƜŧ Ƈده šرآورد اƦراز دو ƹɎš خƔا ŦŢƄƺ šراƃاس Ʊداخŧ ƹɍا و šود خواƾد ƶوثر خوƾ ƽƇا
ƻƛ ƽšوان و δ(u, u′) = Ǌ − Ǌ

nd

∑

i,j,k,l

zikwjlz
′
ikw

′
jl Ƌ ƽšورت u′ = (z′, w′) ŲɎŴƋ اƦراز و u = (z, w) ɌƻƜɍ خوƻš ƽƇدی،
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و (++) Ƈ ȍɎȏƧŧده ŨŢƄƺاً Ʊداخŧ šا داده از ƽŨƃد دو ƹɍا šرای δ̄ šازه Ƈ Ɍƶود. ƥɍرƜŧ Ǒ اŢŨƇاه رده ƻšدی ƾای خƔای Ɯŧداد ƹɎȜƺاɎƶ
اƜšاد ƊɎخƈŧ Ɯŧداد ůدول Ʊداخ اƛداد țرƽŨƦ اƺد. ƪرار [٠٫Ǌǋ,٠٫ǋǋ] و [٠٫٠Ǌ,٠٫Ǌ٠] ƹɎš ŠɎŧرŧ ƽš (+ + +) ƥɎƜض Ƈ ȍɎȏƧŧده

Ɍƶ دƻƾد. ƈƺان را ƽƓوšرƶ ضاƾ ƽƔšای ŦŴŧ و ƥƳŨخƶ ųاƾ ŦƲای در Ƴšوک

Ɖ ǃɔŨƍازی ǃعƸطاƼ از Ʒحاص ŴɓاŮǀ :ǐ ŵدول
+ + + ++

ǔ٠٠ × Ǒ٠٠ Ǒ٠٠ × ǐǑ٠ ǖ٠ × ǒ٠ ǔ٠٠ × Ǒ٠٠ Ǒ٠٠ × ǐǑ٠ ǖ٠ × ǒ٠

Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ

ICLBIC

Ǔ Ǒ Ǒ ǐǐ Ǒ Ǒ ǐ Ǒ Ǒ
ǐǕ ǒ Ǒ ǐǒ ǒ ǘ ǒ Ǒ٠ ǒ ǐǘ ǒ ǐ Ǔ ǘ ǒ

Ǔ ǐ ǐ ǒ Ǔ Ǔ Ǔ Ǔ ǐ ǔ Ǔ

Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ

BIClike

ǐǓ Ǒ Ǒ ǐǗ Ǒ Ǒ ǐǕ Ǒ Ǒ Ǒ
Ǖ ǒ ǒ ǐǒ ǒ Ǒ ǒ Ǒ٠ ǒ ǐǓ ǒ ǐ Ǔ ǘ ǒ

Ǔ ǐ ǒ Ǔ Ǔ Ǔ Ǔ Ǔ Ǔ

Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ Ǔ ǒ Ǒ

ƯɔưدICL
ǐ Ǒ Ǒ ǘ Ǒ Ǒ Ǒ Ǒ

ǐǕ ǒ ǐ Ǒ ǐǒ ǒ ǐ ǐ٠ ǒ Ǒ٠ ǒ Ǒ٠ ǒ ǐ Ǔ ǘ ǒ
ǐ Ǒ Ǔ ǐ ǒ Ǔ Ǔ Ǔ Ǔ ǐ ǔ Ǔ

ƼوƸفǄ ǃا ŭفکͷɔ پذɓری ɔƼزان ƌǄکا و ƈɓرŭاƼ اǀدازه ƌɓافزا ŧا ضاŧطǄ ǃای عͺƹƽرد Ŭɔفɔک ͬ ƍود؛ Ƽ ǃلاحظƼ ǃک ƽǄان طور
کŧ ƻرآورد ǃŧ Ʒɓاƽŭ BIClike ǃͺɔƸدرحا اŬƉ؛ ŬƉدر Ƽدل اŮǀخاب ǃŧ ưادر ICLBIC ǃطŧضا Ƽوارد ŮƎɔŧر در ͬ ɓاŧد. Ƽ ƌɓافزا
ǃک ŬƉا ƿɓا کرد؛ ǃارائ اƼر ƿɓا ŧرای ͬ ŭوان Ƽ ǃک ͬƹɔƸد ŧاƍد. کوچŭ ͷر ƈɓرŭاƼ اŧعاد ǃک ͬ ƼگاǁǄ ǃŧ خصوص دارد؛ خوǄ ǃƍا ŭعداد
دŮƉرس غɔر ƷɔƸد ǃŧ ǃطŧضا ƿɓا در دͽɓر ͬǀاɔŧ ǃŧ ŧاƍد. کافͬ BIClike ɒŨǀاŶƼ ŦɓرƱŭ از اŮƉفاده اعŨŮار ŧرای ͬ ŭواǀد ƽǀ ƈɓرŭاƼ ŧعد
و ɒɓاƽǁŮƉدر رفŮار ŭفاوت ŧر ǃک ƍد اŮƉفاده آزاد اǀرژی ƻƽɔƊاکƼ از ɒŨɓرƱŭ ǃŧ عǁوان آن ƿɔɓپا کران از ɒɓاƽǁŮƉدر ƻƽɔƊاکƼ ŧودن

ͬ کǁد. Ƽ ŭاکɔد ƼوƸفǄ ǃا ŭعداد ƌɓافزا ŧا آن ƿɔɓپا کران

نتیجه گیری و بحث
.ŬƉا ƿͽƽǄ ƹŧوک Ǆای ǃŧ داده ƈɓرŭاƼ ͷɓ ͬǄدǀاƼازƉ ŧرای پاراŮƼرǄا ŭعداد ŧرآورد ǀظر از ǃصرف ǃŧ آƼاری Ƽدل ͷɓ پǅǁان ƹŧوکͬ Ƽدل
ǃطŧضا ƻɔƽعŭ روی ŧر حاضر ǃƸاƱƼ ǃک ŬƉا ƉاخŮارǄا ƿɓا ŧرای ͬƎƸچا ͷɓ ͬǀوŮƉ و Ɖطری خوǄ ǃƍای ŦƉاǁƼ ŭعداد اŮǀخاب ǃƹئƊƼ
داده Ǆای ͬ ŭر ƹک ǃŧ طور و ɒɓدودو داده ŧرای ͺƎƼلات از ͬͺɓ ɔƼان ƿɓا در اƼا .ŬƉا ƍده  ƽŮƼرکز رده ǁŧدی ɒɓاƽǁŮƉدر اŮǀگرال ŧر ͬǁŮŨƼ
ɔŧزی ŬافɔǄر ͬ رƉد Ƽ ǀ ǃŧظر .ŬƉا کوچŭ ͷر اŧعاد در ǃŧ خصوص خوǄ ǃƍا ŧرخͬ ŧودن ͬƸخا پدɓده ŧا ƍدن روŧرو اͺƼان رده ای،

.ŬƉا ǃƸاƱƼ ǀوǁƊɓدگان Ƽدǀظر آǁɓده ƼطاƸعات ǃŧ عǁوان ǃک کǁد ƹŵوگɔری ǃƹئƊƼ ƿɓا از حدی ŭا ͬ ŭواǀد Ƽ
ǑMisclassification
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