
خطا ƚربƶ و Ʃطلƶدر�ƪ ƹɍرŨƷک روش�ƾای اساس بر Ʀازی Ɍخط رگرسɎون ƶدل�ƾای
ǋ اکبری Ƶاسƪد�Ʒحƶ ،Ǌدوریƫƶ سپɎده

آƶار گروه ، بɎرجƻد داƺشگاه ، ارشد Ǌکارشƻاس

�آƶار، گروه ɌƷلƛ ƾيأت ƛǋضو

و ƾاƃدورف Ũƶر از اƧŨƃاده šا ƻŨƄƾد، Ʀازی Šɍضرا و Ɍůروŷ ƽȎ ɌŨƲحا در Ʀازی ɌƔŷ رțرɎƃون Šɍضرا ƹɎƷŸŧ ƽš ƽƲاƫƶ ƹɍا در چکɎده:
ƱƋحا ŮɍاŨƺ و Ƶɍپرداز�Ɍƶ ƶرƜšات، ƹɍرŨƷȎ و Ɣŷا ƩƳƔƶدر�ƪ ƹɍرŨƷȎ روش ƽš Ƈده�اƺد، ɌƦرƜƶ ƺوƻƄɍده ƒƃوŧ ƽȎ d و k پƿƻƈɎادی Ũƶر�ƾای

.ƵɎƻȎ�Ɍƶ ƽƄɍاƫƶ šرازش، ɌɍوȏɎƺ ɎƜƶار ƽƃ ƺظر از ɌƳŢƪ ƹɎƫƫحƶ روش šا را
Ɣŷا. ƩƳƔƶدر�ƪ ƹɍرŨƷȎ روش ƶرƜšات، ƹɍرŨƷȎ روش šرازش، ɌɍوȏɎƺ Ʀازی، رțرɎƃون ،LR Ʀازی ƛدد کلɎدی: واژه�ƾای

.62J86 ،62J05 :(ǋ٠Ǌ٠) Ɍاضɍر ƶوضوع�بƻدی كد

ƽƶدƫƶ Ǌ
ƽظريƺ در Ƈد. ƽارائ آƶريكا، ɌƳركš داȜƈƺاه اŨƃاد و Ɍƺايرا داƻƷƈƺد (ǊǒǎǏ)؛ زاده ɌƧƔƲ پروƄƦور ƒƃوŧ Ʀازی، ƷŰƶوƾ�ƽƛای ƽظريƺ
ƷŰƶو�ƽƛی ƛضو šاƇد، Ɍțويژ آن دارای �ɌƇء ȍي اțر Ƈ�Ɍƶود. ƊŸƈƶ ƥريƜŧ ŷوش Ɍțويژ ȍي šا ƽƛوƷŰƶ ƾر ،ɌƲوƷƜƶ ƷŰƶوƾ��ƽƛای
ƾر šرای ƽȎ Ȏرد ƥɍرƜŧ ƈƺاȜƺر ƚšاŧ ȍɍ ŧ�Ɍƶوان Ƈود، Ʀرض ،X ƚůرƶ ƽƛوƷŰƶ اțر ،ثلاƶ .ŦƄيƺ آن ƛضو ŢƺاƇد، اțر و Ŧƃا ƻŨƶاظر
ƧƋر ƫƶدار ،A ƽš ƩƳƜŨƶ غɎر ƛضو ƾر šرای و ȍɍ ƫƶدار Ƈود، Ɍƶ� ƊŸƈƶ ƥريƜŧ ŷوش Ɍțويژ ȍي šا ƽȎ A ƽƛوƷŰƶ ƽš ƩƳƜŨƶ ƛضو

ɌƻƜɍ ɎȜšرد،
IA(x) =











Ǌ x ∈ A,

٠ x ̸∈ A.

ŦƇدا ƵɎƾواŷ Ŧɍضوƛ ƚšاŧ ȍɍ ،ƵɎƾد ƽƜƃوŧ [٠,Ǌ] šازه ƽš {٠,Ǌ} ƛضوی دو ƽƛوƷŰƶاز را ƈƺاȜƺر ƚšاŧ šرد اțر زاده، پƿƻƈɎاد ƽš ƻšا
šالای در ∼ Ŧƶلاƛ از Ʀازی، ƽƛوƷŰƶ ȍɍ از ɌƲوƷƜƶ ƽƛوƷŰƶ ȍɍ Ʒŧاɍز šرای �Ɍƶدƾد. ŦŢƄƺ [٠,Ǌ] šازه از را ƛددی ،X از x ƾر ƽš ƽȎ
ƽƛوƷŰƶ .ƵɎƾد�Ɍƶ ƆɍاƷƺ Ã(x) Ƌورت ƽš ƌŨŸƶر Ɠور ƽš ɍا و µÃ(x) Ʒƺاد šا را Ã Ʀازی ƽƛوƷŰƶ Ŧɍضوƛ ƚšاŧ Ƈ�Ɍƶود. اƧŨƃاده آن

Ƈ�Ɍƶود: ƥɍرƜŧ زɍر Ƌورت ƽš X ƚůرƶ ƽƛوƷŰƶ از Ã Ʀازی
{
(x, Ã(x)) : x ∈ X

}
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.Ŧƃا Ã در x Ŧɍضوƛ ƚšاŧ Ã(x) : X → [٠,Ǌ] ƽȎ

ƽɎاول ƵɎƾاƧƶ ǋ
ƽƛوƷجƶ) Ã -šرش γ šاƇد، γ Ɍزرگš ƽš Ʊƪحدا Ã Ʀازی ƽƛوƷجƶ در آƿƺا Ŧɍضوƛ ƽدرج ƽȎ را X از ƻƛاصری ƽƷƾ ƽƛوƷجƶ .Ǌ.ǋ ƥɍرƜŧ

Ƈ�Ɍƶود: داده ƈƺان Ã[γ] šا و ƺاɎƶده (Ã γام ŧراز

Ã[γ] = {x ∈ X|µÃ(x) ≥ γ}, ٠ < γ ≤ Ǌ.

اگر ،Ƶگويي Ʀازی ƛدد يك را R از Ã Ʀازی ƽƛوƷجƶ .ǋ.ǋ ƥɍرƜŧ
.Ã(x٠) = Ǌ ƽك šاƇد ƽŨƇدا وجود x٠ ∈ R يك ɌƻƜي šاƇد. ɌائƷƺ ŧك Ã (Ǌ

šاƻƇد. كراƺدار و ƽŨسš šازه�ƾای ،γ ∈ (٠,Ǌ] ƾر ازای ƽš ،Ã š-γرش�ƾای (ǋ
صورت ƽš آن Ŧضويƛ ƚšاŧ اگر گويƻد، LR Ʀازی ƛدد يك را Ã šاƇد. X ƚرجƶ ƽƛوƷجƶ روی Ʀازی ƛدد يك Ã كƻيد Ʀرض .ǌ.ǋ ƥɍرƜŧ

šاƇد: زير
µÃ(x) =






L(
m − x

α
), x ≤ m,

R(
x − m

β
), x > m,

šا را Ã ƶاƻƺد LR Ʀازی ƛدد ȍɍ .Ŧاس L(٠) = R(٠) = Ǌ و ƾسƻŨد [٠,Ǌ] ƽš R+ از صƜودی غير ɌƜšواŧ R و L آن در ƽȎ
Ƈ�Ɍƶوƺد. ƺاɎƶده Ã Ŧراس پƻƿای و چپ پƻƿای ŠɎŧرŧ ƽš β و α Ʒƺا، ƫƶدار m ɌƫɎƫح ƛدد .Ƶيƾد�Ɍƶ ƈƺان Ã = (m,α, β)LR Ʒƺاد
.L(x) = R(x) = max{٠,Ǌ−|x|} اگر: �Ɍƶدƻƾد، ƈƺان Ã = (m,α, β)T Ʒƺاد šا و ƺاƻƶد ɌثƳثƶ Ʀازی ƛدد يك را Ã ƹɎƻچƷƾ

ƇɌƶود. داده ƈƺان Ã = (m,α)L šا و ƺاɎƶده ƫŨƶارن را Ʀازی ƛدد آنگاه ،α = β و L = R ƽȎ Ɍŧصور در
Ƈ�Ɍƶود: ƥɍرƜŧ زɍر صورت ƽš Ã š-γرش آن�گاه šاƇد LR Ʀازی ƛدد يك Ã = (m,α, β)LR ɎƻȎد Ʀرض .Ǎ.ǋ ƥɍرƜŧ

Ã[γ] = [m − αL
−Ǌ

(γ),m + βR
−Ǌ

(γ)]

:Ƶداري آƺگاه λ ∈ R و B̃ = (mb, αb, βb)LR و Ã = (ma, αa, βa)LR اگر .ǎ.ǋ ƽɎضƪ
Ã ⊕ B̃ = (ma, αa, βa)LR ⊕ (mb, αb, βb)LR

= (ma + mb, αa + αb, βa + βb)LR,

Ã ⊖ B̃ = (ma, αa, βa)LR ⊖ (mb, αb, βb)LR

= (ma − mb, αa + βb, βa + αb)LR,

λ ⊗ Ã =






(λma, λαa, λβa)LR, λ > ٠,
(λma,−λβa,−λαa)RL, λ < ٠.

اŢŨƛار ƽدرج ƚšاŧ ƻƛوان ƽš آن از ƽȎ Ȏرده ɌƦرƜƶ ɌƫɎƫح اƛداد و Ʀازی اƛداد ƹɎš ƽسɍاƫƶ šرای را ɎƜƶاری (ǋ٠Ǌǌ) ɎƲو .Ǐ.ǋ ƥɍرƜŧ
داده: ƆɍاƷƺ زɍر صورت ƽš و Ȏرده ɍاد (x ɌƫɎƫح ƫƶدار ƽš ŦŢسƺ Ã Ʀازی ƛدد ɌȏوچȎ (Ɏƶزان

C : F (R) → [٠, Ǌ]
آن در ƽȎ

C(Ã ≤ x) =
supy≤xµÃ(y) + Ǌ − supy>xµÃ(y)

ǋ .
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Ã ȍƇ-α šاƇد، α Ɍزرگš ƽš Ʊƪحدا آن�ƾا اŢŨƛار ƽدرج ƚšاŧ ƽȎ را Ã[٠] از ƻƛاصری Ʒŧام ƽƛوƷجƶ šالای Ȏران ƹɍرŨȏوچȎ .ǐ.ǋ ƥɍرƜŧ
: ɌƻƜɍ ،ƵɎƾد�Ɍƶ ƆɍاƷƺ Ãα šا و ƺاɎƶده

Ãα = inf{x ∈ Ã[٠] : C{Ã ≤ x} ≥ α}

،ȍƇ-α ƿƧƶوم از اƧŨƃاده šا Ƌورت ƹɍا در šاƻƇد. ɌثƳثƶ Ʀازی ƛدد دو B̃ = (b, l′, r′)T و Ã = (a, l, r)T ƽȎ ɎƻȎد Ʀرض حال
Ʀازی رțرɎƃون ƶدل پاراŨƶر�ƾای ƹɎƷŸŧ šرای آن�ƾا از و Ȏرده ƥɍرƜŧ زɍر Ƌورت ƽš ŠɎŧرŧ ƽš Ʀازی ƛدد دو ƹɍا ƹɎš را k و d Ũƶر�ƾای

.ƵɎƻȎ�Ɍƶ اƧŨƃاده
d(Ã, B̃) =

√∫ Ǌ
٠
(Ãα − B̃α)ǋdα

=

√∫ ٠٫ǎ
٠

(Ãα − B̃α)ǋdα +

∫ Ǌ
٠٫ǎ
(Ãα − B̃α)ǋdα

=

√∫ ٠٫ǎ
٠

(Ãα − B̃α)ǋdα +

∫ ٠٫ǎ
٠

(ÃǊ−α − B̃Ǌ−α)ǋdα

=

√

(a − b)ǋ +
(a − b)

ǋ [(r − l) − (r′ − l′)] +
(r − r′)ǋ + (l − l′)ǋ

Ǐ
k(Ã, B̃) =

∫ Ǌ
٠

|Ãα − B̃α|dα

Ũƶر صورت ƹɍا در šاƇد، Rn روی Ɯšدی n Ɍƿŧاƺ ƈƦرده ƶحدب ƶجƷوƾ�ƽƛای ƽƷƾ از خاƺواده�ای Kc(R
n) ƽȎ ɎƻȎد Ʀرض .Ǒ.ǋ ƥɍرƜŧ

Ƈ�Ɍƶود: ƥɍرƜŧ زɍر صورت ƽš A,B ∈ Kc(R
n) ƽƛوƷجƶ دو ƹɎš ƾاسدورف

dH(A,B) = max{sup
b∈B

inf
a∈A

∥a − b∥, sup
a∈A

inf
b∈B

∥a − b∥}

.Ŧƃا ɌƃدɎƳƪا ƺرم ∥.∥ آن در ƽȎ
آƺگاه: šاƇد، Iǋ = [bǊ, bǋ] و IǊ = [aǊ, aǋ] ،R روی اگر .ǒ.ǋ Ƶل

dH(IǊ, Iǋ) = max{|aǊ − bǊ|, |aǋ − bǋ|}

= |midIǊ −midIǋ|+ |sprIǊ − sprIǋ|

.Ŧاس sprIǊ =
aǋ − aǊǋ و midIǊ =

aǊ + aǋǋ آن در ƽȎ
Ƈ�Ɍƶود: ƥɍرƜŧ زɍر صورت ƽš B̃ و Ã Ʀازی اƛداد ƹɎš ƽŨƦاɍ�ƵɎƷƜŧ ƾاسدورف Ũƶر .Ǌ٠.ǋ ƥɍرƜŧ

Dp(Ã, B̃) =





(
∫ Ǌ٠ [dH(Ã[γ], B̃[γ])]pdγ)

Ǌ
p , p ∈ [Ǌ,∞)

supγ∈[٠,Ǌ]dH(Ã[γ], B̃[γ]) , p = ∞

٩.ǋ ƵƲ ƽš ƽوجŧ šا صورت ƹɍا در šاƻƇد، ƫŨƶارن LR Ʀازی اƛداد Ñ = (n, λn)L و M̃ = (m,λm)L ƽȎ ɎƻȎد Ʀرض .ǊǊ.ǋ ƽɎضƪ
š�ɌƶاƇد: زɍر صورت ƽš Ʀازی ƛدد دو ƹɍا ƹɎš ƾاسدورف Ũƶر

dH(M̃ [γ], Ñ [γ]) = |m − n| + L
−Ǌ

(γ)|λm − λn|

�Ɍƶآɍد: Ŧƃد ƽš زɍر Ũƶر Ñ = (n, λn)L و M̃ = (m,λm)L ƫŨƶارن LR Ʀازی اƛداد šرای Ʀوق، ƽɎضƪ از اƧŨƃاده šا ƹɎƻچƷƾ

DǊ(M̃, Ñ) = |m− n|+ LǊ|λm − λn|, LǊ =

∫ Ǌ
٠

L−Ǌ(γ)dγ.
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Ʀازی رگرسɎون برای برازش ɌɍکوɎƺ ǌ
رɎƃدن راŨƃای در Ȏرد. ƽƄɍاƫƶ Ƶƾ šا را ƥƳŨŸƶ ƶدل�ƾای ŧا Ȏرد اƧŨƃاده Ɍɍاƾار�ɎƜƶ ɍا ɎƜƶار از šاɍد Ʀازی، ɌƺوɎƃرțر ƶدل�ƾای Ɍƃررš در

.ƵɎƻȎ�Ɍƶ ɌƦرƜƶ را Ŧƿšاƈƶ اƺدازه ȍɍ و Ɣŷا ɎƜƶار دو ƆŸš ƹɍا در ƾدف ƹɍا ƽš
خطا ɎƜƶار

šرآورد و Ƈده ƈƶاƾده Ʀازی پاƾ�Ŷƃای Ŧɍضوƛ ƫƶادɍر ƹɎš ƱاضƧŧ از (ǊǒǒǑ) ƈɎšو و ƵɎȎ Ʀازی، رțرɎƃون ƶدل ȍɍ اŢŨƛار Ɍšاɍارز šرای
.ƵɎƻȎ�Ɍƶ ɌƦرƜƶ را آن زɍر در ƽȎ Ȏردƺد اƧŨƃاده ɎƜƶار ȍɍ ƻƛوان ƽš Ƈده

ƶدل ȍɍ از Ƈده šرآورد Ʀازی ƛدد و Ƈده ƈƶاƾده پاسخ Ʀازی ƛدد ŠɎŧرŧ ƽš ˆ̃yi و ỹi ɎƻȎد Ʀرض برآورد: نسبی خطای .Ǌ.ǌ ƥɍرƜŧ
Ƈود: Ɍƶ ƥɍرƜŧ زɍر صورت ƽš ƛدد دو ƹɍا Ŧɍضوƛ ƚšواŧ ƹɎš ɌŢسƺ ƱاضƧŧ šاƇد. ɌƺوɎرگرس

EǊ(ỹi, ˆ̃yi) =

∫

Sỹi
∪S ˆ̃yi

|ỹi(x) − ˆ̃yi(x)|dx

∫

Sỹi

ỹi(x)dx

ɌɍوȏɎƺ šرای Ɏƺز (ǋ٠٠ǒ) Țƺوا و ɎƲو و (ǋ٠٠Ǒ) Țƺدا و ƹچ ɎƜƶار ƹɍا از ƻŨƄƾد. ˆ̃yi و ỹ țاه ƽɎȏŧ ŠɎŧرŧ ƽš Sˆ̃yi
و Sỹi

آن در ƽȎ
Ȏرده�اƺد. اƧŨƃاده ŷود Ʀازی رțرɎƃون ƶدل šرازش

صورت ƽš و ƻȎ�Ɍƶد ƽŢحاسƶ را Ƈده šرآورد و Ƈده ƈƶاƾده پاسخ ŨƶغɎر Ŧɍضوƛ ƚšواŧ ƱاضƧŧ Ƈاخص، ƹɍا برآورد: خطای .ǋ.ǌ ƥɍرƜŧ
Ƈ�Ɍƶود: ƥɍرƜŧ زɍر

Eǋ(ỹi, ˆ̃yi) =

∫

Sỹi
∪S ˆ̃yi

|ỹi(x) − ̂̃yi(x)|dx, i = Ǌ, ..., n

اƧŨƃاده ŷود Ʀازی رțرɎƃون ƶدل šرازش ɌɍوȏɎƺ šرای ɎƜƶار ƹɍا از (ǋ٠٠ǋ) چɎو و Ȏائو ،(ǋ٠٠ǒ) Țƺوا و ɎƲو ،(ǋ٠٠Ǒ) Țƺدا و ƹچ
Ȏرده�اƺد.

Ŧƿشابƶ اƺدازه
دوƛدد ƹɎš ƽȎ Ɍɍاƾ�Ŧƿšاƈƶ اƺدازه از Ɍȏɍ ƻȎ�Ɍƶد. Ɏšان Ƶƾ ƽš را دو آن Ŧƿšاƈƶ Ɏƶزان Ʀازی ƽƛوƷŰƶ دو Ŧƿšاƈƶ اƺدازه ɍا ƩɎŢƔŧ ƊŷاƇ

:Ŧƃا زɍر Ƌورت ƽš Ȏرد ƥɍرƜŧ ŧ�Ɍƶوان ˆ̃yi و ỹi Ʀازی

S(i) =
card(ỹi(x) ∩ ̂̃yi(x))

card(ỹi(x) ∪ ̂̃yi(x))

=

∫
min{ỹi(x), ̂̃yi(x)}dx∫
max{ỹi(x), ̂̃yi(x)}dx

, i = Ǌ, ..., n

šɌƶاƇد. [٠,Ǌ] ،S šرد و Ŧƃا [٠,∞] ƻƻȎد اɎŨŷار ŧɌƶواƻƺد Eǋ(ỹi, ̂̃yi) و EǊ(ỹi, ̂̃yi) ƽȎ ƫƶادɍری ƽȎ šɌƶاƇد ذȎر ƽš لازم
و GǊ(ỹi, ̂̃yi) =

Ǌ
Ǌ + EǊ(ỹi, ̂̃yi)

Ƌورت ƽš ůدɍدی ɎƜƶارƾای ŨƶغɎر ŧغɎɎر ȍɍ šا ƇاƾƊŷا، ƹɍا ƽƄɍاƫƶ ƻƶظور ƽš ƹɍراšاƻš
ɌɍوȏɎƺ Ɍšاɍارز ƻƶظور ƽš ƱƷƛ در Ƈود. Ɍƶ [٠,Ǌ] šازه ƽš ƱɍدŢŧ آƿƺا ŧغɎɎر ƶحدوده ƽȎ Ɍƶآɍد Ŧƃدš Gǋ(ỹi, ̂̃yi) =

Ǌ
Ǌ + Eǋ(ỹi, ̂̃yi):ƵɎƻȎɌƶ اƧŨƃاده زɍر ƒšروا از ƶدل، šرازش

GǊ =

n∑

i=Ǌ
GǊ(i)
n

, Gǋ =

n∑

i=Ǌ
Gǋ(i)
n

, S =

n∑

i=Ǌ
S(i)

n

�Ɍƶدƾد. داده�ƾا ƽš را Ũƿšری šرازش šاƇد، šزرŨțری S و Gǋ ،GǊ دارای ƽȎ ɌƲدƶ
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Ʀازی Ɍخروج و غɎر�Ʀازی ورودی ƽɍپا بر ƽƺدگاƻچ Ɍخط رگرسɎون Ǎ
. ƵɎƻȎ�Ɍƶ šرآورد را ƶدل Ʀازی پاراŨƶر�ƾای ƧŨƶاوت، روش ƽƃ ƽš ƆŸš ƹɍا در

ɎȜšرɍد. ƺظر در را ƺظر ƶورد ƽƜƶاů از (xiǊ, ..., xik, ỹi), i = Ǌ, ..., n Ƈده ƈƶاƾده ƫƶادɍر ƽƛوƷŰƶ ƶربƜات: ƹɍرŨƷک روش (ƥال
:ƵɎƾدɌƶ šرازش دادهƾا ƽš را زɍر Ʀازی ɌƺوɎƃرțر ƽƲادƜƶ

ỹi = β̃٠ ⊕ (β̃Ǌ ⊗ xiǊ)⊕+...+ (β̃k ⊗ xik), i = Ǌ, ..., n (Ǌ.Ǎ)
آن: در ƽȎ






ỹi = (yi, li, ri)T i = Ǌ, ..., n,
β̃j = (βj , lβj

, rβj
)T j = ٠, Ǌ, ..., k.

:Ƶɍدار را زɍر šرآورد ƽƲادƜƶ Ƌورت ƹɍا در šوده xij > ٠ ƽȎ ɎƻȎد Ʀرض حال

̂̃yi = (
k∑

j=٠
βjxij ,

k∑

j=٠
lβj

xij ,

k∑

j=٠
rβj

xij)T

Ɍƶآɍد: Ŧƃدš زɍر Ƌورت ƽš dǋ اƺدازه اƃاس šر Ʀازی Ɣŷای ƶرƜšات ƷŰƶوع

SSE =

n∑

i=Ǌ
d

ǋ
(ỹi, ̂̃yi)

=

n∑

i=Ǌ
{(yi −

k∑

j=٠
βjxij)

ǋ

+
Ǌ
Ǐ [(ri −

k∑

j=٠
rβj

xij)
ǋ

+ (li −

k∑

j=٠
lβj

xij)
ǋ
]

+
Ǌ
ǋ (yi −

k∑

j=٠
βjxij)[(ri − li)

− (

k∑

j=٠
rβj

xij −

k∑

j=٠
lβj

xij)]}

:ƵɍرɎțɌƶ ƺظر در را زɍر ƶاŧرƾƂɍای Ƶɍازƃ ƽƻɎƷȎ را SSE Ţƛارت Ɍțادƃ ƽš ƵɎƺواŨš ƽȎƹɍا šرای حال

β =





β٠
βǊ

...
βk





, Lβ =





lβ٠
lβǊ

...
lβk





, Rβ =





rβ٠
rβǊ

...
rβk





,

Y =





yǊ
yǋ

...
yn





, L =





lǊ
lǋ
...

ln





, R =





rǊ
rǋ

...
rn





,

و

X =





Ǌ xǊǊ xǋǊ · · · xǊk
Ǌ xǋǊ xǋǋ · · · xǋk
...

...
...

...
...

Ǌ xnǊ xnǋ · · · xnk





.
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:Ƶɍدار Ƌورت ƹɍا در
SSE = (Y − Xβ)

′
(Y − Xβ) +

Ǌ
ǋ (Y − Xβ)

′
(R − L)

−
Ǌ
ǋ (Y − Xβ)

′
[XRβ − XLβ ]

+
Ǌ
Ǐ (R − XRβ)

′
(R − XRβ)

+
Ǌ
Ǐ (L − XLβ)

′
(L − XLβ)

:Ƶɍدار ،X ′X Ƃɍرŧاƶ ȏƜƶوس وůود Ƌورت در و Ʀوق ƚšاŧ Ȏردن ƵƷɎƻɎƶ و پاراŨƶر�ƾا ƽš ŦŢƄƺ Ɏț�ƩŨƈƶری šا

β̂ = (X
′
X)

−Ǌ
X

′
Y, L̂β = (X

′
X)

−Ǌ
X

′
L, R̂β = (X

′
X)

−Ǌ
X

′
R.

: ƽȎ ɎƻȎد Ʀرض ɎȜšرɍد. ƺظر در را (Ǌ.Ǎ) ɌƺوɎƃرțر ƶدل :DǊ Ũƶر با خطا Ʃطلƶدر�ƪ ƹɍرŨƷک روش ب)





ỹi = (yi, li)L i = Ǌ, ..., n,
β̃j = (βj , lβj

)L j = ٠, Ǌ, ..., k.
:Ƶɍدار را زɍر šرآورد ƽƲادƜƶ šوده، xij > ٠ ƽȏƻɍا Ʀرض šا

̂̃yi = (

k∑

j=٠
βjxij ,

k∑

j=٠
lβj

xij)L

را زɍر ɌƔŷ غɎر šرƺا�ƽƶرɍزی ƽƳئƄƶ DǊ Ũƶر از اƧŨƃاده šا و (ǋ٠Ǌǌ) Ɠاƾری و Ɍůچا روش اƃاس šر پاراŨƶر�ƾا šرآورد ƻƶظور ƽš حال
:ƵɍرɎț�Ɍƶ ƺظر در

min
β̃

n∑

i=Ǌ
|yi −

k∑

j=٠
βjxij | + LǊ

n∑

i=Ǌ
|li −

k∑

j=٠
lβj

xij |

s.t. lβj
∈ R

+
, βj ∈ R, j = ٠, Ǌ, ..., k

چɎو و Ȏائو ،(ǋ٠٠Ǒ) ɌƳȎاš و چوی ƽƳƷů از دȜɍر Ʃƫحƶ ƹɍدƻچ šا را ŷود روش (ǋ٠Ǌǌ) Ɠاƾری و Ɍůچا ƽȎ Ŧƃا ذȎر ƽš لازم
ȏƳƷƛرد Ƈده، ƽŨƧț šرازش ɌɍوȏɎƺ ƊŷاƇ ƽƃ اƃاس šر آن�ƾا روش ƽȎ Ȏرده�اƺد ادƛا و Ȏرده ƽƄɍاƫƶ (ǊǒǑǒ) وȏƷƾاران ŧاƺاȎا و (ǋ٠٠ǋ)
روش šا ƽƄɍاƫƶ در Ũƿšری ȏƳƷƛرد �Ɍƶآɍد، Ŧƃدš k پƿƻƈɎادی Ũƶر اƃاس šر ƽȎ ɌƺوɎƃرțر ƶدل ƽȎ داد ƵɎƾواŷ ƈƺان ƶا .Ŧƃا ƽŨƇدا Ũƿšری

.ŦƇدا ŷواƾد (ǋ٠Ǌǌ) Ɠاƾری و Ɍůچا
ƽš ŠɎŧرŧ ƽš ƾβ̃jا و ỹi ƽȎ ɎƻȎد Ʀرض ɎȜšرɍد. ƺظر در را (Ǌ.Ǎ) ɌƺوɎƃرțر ƶدل :k پɎشƿƻادی Ũƶر با خطا Ʃطلƶدر�ƪ ƹɍرŨƷک روش ج)

šاƻƇد: زɍر ƫŨƶارن ɌثƳثƶ Ʀازی اƛداد Ƌورت




ỹi = (yi, li)T i = Ǌ, ..., n,
β̃j = (βj , lβj

)T j = ٠,Ǌ, ..., k.
:Ƶɍدار را زɍر šرآورد ƽƲادƜƶ Ƌورت ƹɍا در šوده xij > ٠ ƽȎ ɎƻȎد Ʀرض حال

̂̃yi = (

k∑

j=٠
βjxij ,

k∑

j=٠
lβj

xij)T

:ƵɎƻȎ�Ɍƶ ƱƷƛ زɍر ɎƇوه ƽš ،k Ũƶر šا پاراŨƶر�ƾا šرآورد ƻƶظور ƽš

min

n∑

i=Ǌ

∫ Ǌ
٠

|yi −

k∑

j=٠
βjxij + (Ǌ − ǋα)(

k∑

j=٠
lβj

xij − li)|dα

s.t. lβj
∈ R

+
, βj ∈ R, j = ٠, Ǌ, ..., k.
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ƺظر در ،Ŧاس Ƈده ƽارائ (Ǌ٩٨٩) وȏƷƾاران ŧاƺاȎا ŧوسط ƽȎ را Ʀازی Ɍخروج و ƩɎƪد ورودی šا Ǌ جدول دادهƾای ƽƛوƷجƶ .Ǌ.Ǎ ƶثال
šگɎرɍد.

Ǌ.Ǎثالƶ داده�ƾای :Ǌ ůدول
i xi ỹi = (yi, li)T

Ǌ Ǌ (Ǒ٫ ٠, Ǌ٫ Ǒ)T
ǋ ǋ (Ǐ٫ Ǎ, ǋ٫ ǋ)T
ǌ ǌ (ǒ٫ ǎ, ǋ٫ Ǐ)T
Ǎ Ǎ (Ǌǌ٫ ǎ, ǋ٫ Ǐ)T
ǎ ǎ (Ǌǌ٫ ٠, ǋ٫ Ǎ)T

�Ɍƶآɍد. Ŧƃدš زɍر Ƌورت ƽš Ƈده ƽŨƧț روش ƽƃ اƃاس šر ƽƻɎƿš ƶدل

ƶرƜšات: ƹɍرŨƷȎ روش -Ǌ
̂̃y = (Ǎ٫ ǒǎ + Ǌ٫ ǐǊx, Ǌ٫ ǑǍ + ٠٫ ǊǏx)T

:DǊ Ũƶر šا Ɣŷا ƩƳƔƶدر�ƪ ƹɍرŨƷȎ روش -ǋ
̂̃y = (Ǐ٫ ǍǍǍ + Ǌ٫ ǌǊǊǋx, Ǌ٫ Ǒ + ٠٫ ǋx)T

:k Ũƶر šا Ɣŷا ƩƳƔƶدر�ƪ ƹɍرŨƷȎ روش -ǌ
̂̃y = (Ǐ٫ ǍǌǌǑ + Ǌ٫ ǌǊǌǒx, Ǌ٫ Ǐǒ٠Ǎ + ٠٫ ǊǍǋǊx)T

از ƃوم روش ɎƻȎ�Ɍƶد ƈƶاƾده ƽȎ Ɠور Ʒƾان .Ŧƃا Ƈده آورده ǋ ůدول در Gǋ و GǊ ،S Ƈاƾ�Ɗŷای ƺظر از Ƈده ذȎر ƶدل�ƾای ƽƄɍاƫƶ

روش�ƾا ƽƄɍاƫƶ :ǋ ůدول
Gǋ GǊ S روش

٠٫ ǌǏǊǒ(ǌ) ٠٫ ǎǎǌǌ(ǌ) ٠٫ Ǎ٠Ǒǐ(ǌ) ƶرƜšات ƹɍرŨƷȎ روش -Ǌ
٠٫ ǍǍǑ٠(ǋ) ٠٫ Ǐǋ٠ǒ(ǋ) ٠٫ ǎ٠٠Ǒ(ǋ) DǊ Ũƶر šا Ɣŷا ƩƳƔƶدر�ƪ ƹɍرŨƷȎ روش -ǋ
٠٫ ǎ٠ǍǍ(Ǌ) ٠٫ Ǐǎ٠ǌ(Ǌ) ٠٫ ǎǊǍǍ(Ǌ) k Ũƶر šا Ɣŷا ƩƳƔƶدر�ƪ ƹɍرŨƷȎ ǌ-روش

.Ŧƃا داده داده�ƾا ƽš را šرازش ƹɍرŨƿš Ʋذا و Ȏرده ŠƄȎ را اول ƽŢŧر ƊŷاƇ ƽƃ ƾر ƺظر

ƽƻɎƿš ƶدل šگɎرɍد. درƺظر ،Ŧاس Ʀازی Ɍخروج و ƩɎƪد ورودی صورت ƽš (Ǌ٩٩٨) ƈɎšو و ƵɎȎ دادهƾای ƱƶاƇ ƽȎ را ǌ جدول .ǋ.Ǎ ƶثال
�Ɍƶآɍد. Ŧدسš زɍر صورت ƽš Ƈده ƽŨƧگ روش ƽس اساس šر

ƶرƜšات: ƹɍرŨƷȎ روش -Ǌ
̂̃y = −ǊǏ٫ ǐǒǎǐ − Ǌ٫ ٠ǒǑǒxǊ − Ǌ٫ ǊǐǒǑxǋ + (Ǌ٫ Ǒǎǎǒ, ٠٫ ǋ٠Ǎ٠)xǌ

:DǊ Ũƶر šا Ɣŷا ƩƳƔƶدر�ƪ ƹɍرŨƷȎ روش -ǋ
̂̃y = −ǋ٫ Ǒǋǐǌ − ٠٫ ǌǑǐǑxǊ − Ǌ٫ ٠Ǌǋǎxǋ + (٠٫ ǏǊǑǎ, ٠٫ Ǌǐǒ٠)xǌ
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ǋ.Ǎثالƶ داده�ƾای :ǌ ůدول
i ỹi = (yi, li)T xiǊ xiǋ xiǌ

Ǌ (ǎ٫ Ǒǌ, ǌ٫ ǎǏ)T ǋ٫ ٠٠ ٠٫ ٠٠ Ǌǎ٫ ǋǎ
ǋ (٠٫ Ǒǎ, ٠٫ ǎǋ)T ٠٫ ٠٠ ǎ٫ ٠٠ ǊǍ٫ Ǌǌ
ǌ (Ǌǌ٫ ǒǌ, Ǒ٫ ǎ٠)T Ǌ٫ Ǌǌ Ǌ٫ ǎ٠ ǊǍ٫ Ǌǌ
Ǎ (Ǎ٫ ٠٠, ǋ٫ ǍǍ)T ǋ٫ ٠٠ Ǌ٫ ǋǎ Ǌǌ٫ Ǐǌ
ǎ (Ǌ٫ Ǐǎ, Ǌ٫ ٠Ǌ)T ǋ٫ Ǌǒ ǌ٫ ǐǎ ǊǍ٫ ǐǎ
Ǐ (Ǌ٫ ǎǑ, ٠٫ ǒǏ)T ٠٫ ǋǎ ǌ٫ ǎ٠ Ǌǌ٫ ǐǎ
ǐ (Ǒ٫ ǊǑ, Ǎ٫ ǒǒ)T ٠٫ ǐǎ ǎ٫ ǋǎ Ǌǎ٫ ǋǎ
Ǒ (Ǌ٫ Ǒǎ, Ǌ٫ Ǌǌ)T Ǎ٫ ǋǎ ǋ٫ ٠٠ Ǌǌ٫ ǎ٠

روش�ƾا ƽƄɍاƫƶ :Ǎ ůدول
Gǋ GǊ S روش

٠٫ ǋǌǋǑ(ǌ) ٠٫ ǌǏǐǍ(ǌ) ٠٫ ǊǑǍǒ(ǌ) ƶرƜšات ƹɍرŨƷȎ روش -Ǌ
٠٫ ǌǎǌǍ(ǋ) ٠٫ ǍǐǐǏ(ǋ) ٠٫ ǌǏǌǋ(Ǌ) DǊ Ũƶر šا Ɣŷا ƩƳƔƶدر�ƪ ƹɍرŨƷȎ روش -ǋ
٠٫ ǍǋǏǎ(Ǌ) ٠٫ ǎǎǑ٠(Ǌ) ٠٫ ǌǎǒǏ(ǋ) k Ũƶر šا Ɣŷا ƩƳƔƶدر�ƪ ƹɍرŨƷȎ ǌ-روش

:k Ũƶر šا Ɣŷا ƩƳƔƶدر�ƪ ƹɍرŨƷȎ روش -ǌ





̂̃y = −ǋ٫ ǊǍǌǐ − ٠٫ ǋǑǒxǊ − ٠٫ ǐǊǐxǋ + ٠٫ ǎ٠xǌ
̂̃
l = ٠٫ Ǌǐǒǐ + ٠٫ ٠ǎǐǍxǊ + ٠٫ ٠٠ǋǊxǋ + ٠٫ ٠ǏǑǎxǌ

ƺظر از k Ũƶر اƃاس šر پƿƻƈɎادی ƶدل .Ŧƃا Ƈده آورده Ǎ ůدول در Gǋ و GǊ ،S Ƈاƾ�Ɗŷای ƺظر از Ƈده ذȎر ƶدل�ƾای ƽƄɍاƫƶ
.Ŧƃا Ȏرده ŠƄȎ را اول ƽŢŧر Gǋ و GǊ Ƈاƾ�Ɗŷای

ɎŨƺج�ƽگɎری و بحث
.Ŧƃدارا Ƈده، ƽŨƧț Ƈاƾ�Ɗŷای ƺظر از روش�ƾا ƃاɍر ƽš ŦŢƄƺ را Ũƿšری ȏƳƷƛرد k Ũƶر ƽȎ ƵɎƻȎ�Ɍƶ ƈƶاƾده Ǎ و ǋ ůداول ƽš ƽůوŧ šا
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