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چکیده

این برای و گرفته قرار توجه مورد پاسخ متغیر توزیع بودن نرمال چوله فرض تحت کواریانس تحلیل مقاله این در
الگوریتم یک درستنمایی، ماکسیمم روش از استفاده با پیشنهادی مدل پارامترهای است. شده پیشنهاد مدلی منظور

است. گرفته قرار ارزیابی مورد سازی شبیه مطالعه یک قالب در پیشنهادی مدل است. شده داده توسعه EM

تبیینی متغیر کامل، داده�های درستنمایی تابع نرمال، چوله توزیع کواریانس، تحلیل کلیدی: واژه�های
Mathematics Subject Classification [2010]: 62H25,62F12

مقدمه ١

مورد مختلف مطالعات در همواره تیمارها یا تبیینی متغیرهای از مجموعه�ای و پاسخ تصادفی متغیر یک بین رابطه تعیین
(ANOV A) واریانس تحلیل و رگرسیونی تحلیل مختلف روش�های از می�توان منظور، این برای است. گرفته قرار توجه
تبیینی، متغیر�های بر علاوه آن در که است، واریانس تحلیل و رگرسیونی تحلیل از تلفیقی کواریانس، تحلیل کرد. استفاده
و مفاهیم [۴] است. شده� طرح [۵] توسط کواریانس تحلیل اولیه ایده�ی دارد. وجود مدل در نیز کیفی متغیر چند یا یک
و رگرسیونی تحلیل همانند کواریانس تحلیل سنتی نظریه �است. داده قرار بحث مورد را کواریانس تحلیل مختلف کاربردهای
تبدیل�هایی از نباشند، نرمال داده�ها که مواردی در است. شده� بنا پاسخ متغیر بودن نرمال فرض بر عمدتاً واریانس، تحلیل
در زیرا است، برانگیز چالش مسأله�ای همواره مناسب تبدیل انتخاب می�شود. استفاده نظر مورد شرایط آوردن فراهم برای
می�توان که دیگری راهکار می�شود. آن تابعی ساختار تغییر و مدل شدن پیچیده�تر موجب تبدیل�ها از استفاده موارد بسیاری
عدم خوبی به بتوانند که است دیگری توزیع�های فرض تحت کواریانس تحلیل مدل برازش گرفت، پیش در شرایطی چنین در
چوله توزیع یک نمودن جایگزین نیستند، متقارن مشاهدات که شرایطی در نماید. لحاظ مدل�سازی در را مشاهدات تقارن
شود. منجر کواریانس تحلیل مدل کارایی در توجه قابل بهبود به می�تواند پاسخ، متغیر توزیع عنوان به نرمال توزیع جای به
توزیع این است. معروف چوله�نرمال توزیع به دارد، نرمال توزیع مشابه خواصی اما نیست متقارن لزوماً که توزیع�هایی از یکی
توزیع اولیه شکل چه اگر می�شود. شامل عضو یک عنوان به را نرمال توزیع و است چولگی مدل�بندی برای پارامتری دارای
دهه سه از بیش طول در شد. ارائه [٢] توسط بار نخستین برای خانواده این رایج تعریف اما شد، ارائه [۶] توسط چوله�نرمال،
در است. گرفته قرار مطالعه مورد و معرفی مختلف پژوهشگران توسط متعددی نرمال چوله و متقارن چوله توزیع�های گذشته
محاسبه برای است. گرفته قرار توجه مورد پاسخ متغیر توزیع بودن نرمال چوله فرض تحت کواریانس تحلیل برای مقاله، این
ارزیابی منظور به است. شده� داده توسعه EM الگوریتم یک پیشنهادی مدل پارامترهای درستنمایی ماکسیمم براوردگرهای

است. استفاده شبیه�سازی مطالعه یک از پیشنهادی براوردگرهای
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پیشنهادی مدل ٢

تحلیل مختلف روش�های ترکیب طریق از تبیینی، متغیر�های و تیمارها از مجموعه�ای و پاسخ متغیر میانگین بین رابطه معمولا
طریق از ترتیب به رگرسیونی رابطه و واریانس تحلیل مدل کنید فرض می�گیرد. قرار بررسی مورد واریانس تحلیل و رگرسیونی
می�توان را کواریانس تحلیل مدل صورت، این در می�شوند. Zمشخص تبیینی متغیرهای ماتریس Xو ماتریسطرح ساختار
β = (β٠, β١, ..., βs−١)

′ پاسخ، مشاهدات میانگین بردار µ آن در که نوشت، µ = Xβ + Zγ = Wθ شکل به
مشاهدات ماتریس W = [X|Z] و رگرسیونی ضرایب و تیمارها بردارهای نشان��دهنده�ی ترتیب به γ = (γ١, ..., γq) و
مشاهدات از استفاده با θ براورد اصلی، هدف است. کواریانس تحلیل مدل ضرایب بردار θ = (β,γ)′ می�دهد. نشان را
مورد پاسخ متغیر توزیع بودن نرمال چوله فرض تحت کواریانس تحلیل بخش این در است. W و y = (y١١, ..., ysr)

′

تابع هرگاه ،(Y ∼ SSN(µ, σ٢, λ)) است ساهو نرمال چوله توزیع دارای Y تصادفی متغیر است. گرفته قرار توجه
به�صورت آن چگالی

fY (y) = ٢ϕ(y|µ, σ٢ + λ٢)Φ
(λ
σ

(y − µ)

(σ٢ + λ٢)
١
٢

)
واریانس و µ میانگین با نرمال توزیع تجمعی توزیع تابع و چگالی تابع ترتیب به Φ(.|µ, σ٢) و ϕ(.|µ, σ٢) درآن که باشد،
توزیع این می�شوند. داده نشان Φ(·) و ϕ(·) نمادهای با ترتیب به (µ, σ) = (٠, ١) ازای به توابع این .[٧] هستند σ٢

نرمال توزیع به و بوده متقارن λ = ٠ ازای به و مثبت چولگی دارای λ > ٠ ازای به منفی، چولگی دارای λ < ٠ ازای به
به�صورت را پاسخ متغیر بودن نرمال چوله فرض تحت کواریانس تحلیل مدل می�شود. تبدیل

Yij |wwwij ∼ SSN(wwwijθ −
√

٢
π
λ, σ٢, λ) i = ١, ..., s; j = ١, ..., r, (١)

به�صورت (١) مدل با متناظر درستنمایی تابع بگیرید. نظر در

L(θ, σ٢, λ|y,W ) =

s∏
i=١

r∏
j=١

٢ϕ(yij |wijθ −
√

٢
π
, σ٢ + λ٢)Φ(

λ

σ

(yij −wijθ)

(σ٢ + λ٢)
١
٢
),

پاسخ متغیر توزیع بودن نرمال چوله فرض تحت کواریانس تحلیل پارامترهای درستنمایی ماکسیمم براوردگرهای چون است.
این برای شود. فرمول�بندی کامل داده�های قالب در مسأله است لازم EM الگوریتم از استفاده برای ندارند، بسته فرم
و Tij ∼ HN(٠, ١) به�شکل نیم�نرمال و نرمال توزیع�های از آمیخته�ای به�صورت می��توان را نرمال چوله توزیع منظور،

Yijها اگر اساس این بر نوشت. Yij |Tij = tij ∼ N(wijθ + λ(tij −
√

٢
π ), σ

٢) , i = ١, ..., s; j = ١, ..., r
به�صورت می�توان را (Yij , Tij) توام چگالی تابع شوند، تلقی گم�شده داده�های Tijها و ناقص داده�های

f(Yij ,Tij)(yij , tij) =
١√
٢πσ٢

exp

{
− ١

٢σ٢ (yij −wijθ − λ(tij −
√

٢
π
))٢

}
×

√
٢
π
exp

{
−

t٢ij
٢

}
,

به�صورت کامل داده�های لگ��درستنمایی تابع بنابراین نوشت.

ℓc(θ, σ
٢, λ|y,W , ttt) = C − sr

٢
log σ٢ − ١

٢σ٢

(
(y −Wθ)′(y −Wθ)− ٢λ(y −Wθ)′ttt

− λ٢1′sr(٢
√

٢
π
ttt− t٢t٢t٢) + ٢λ

√
٢
π
1′sr(y −Wθ) + srλ٢ ٢

π

)
,

E مرحله در یک�ها�ست. از بعدی sr ستونی بردار یک 1sr و ttt٢ = (t٢١١, ..., t
٢
sr)

′ ،ttt = (t١١, ..., tsr)
′ آن� در که است،

استفاده با است. ضروری گم�شده داده�های شرط به کامل داده�های لگ�درستنمایی تابع ریاضی امید محاسبه ،EM الگوریتم از
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روابط ببینید)، را [٣] نمونه عنوان (به بریده�شده نرمال توزیع گشتاورهای به مربوط روابط از

t̂ij = E(tij |θ = θ̂, yij) = η̂ij + τ̂ δ̂ij ,

t̂٢ij = E(t٢ij |θ = θ̂, yij) = η̂٢ij + τ̂٢ + τ̂ δ̂ij η̂ij ,

امید رو، این از .δ̂ij =
ϕ(
η̂ij
τ̂

)

Φ(
η̂ij
τ̂

)

و τ̂٢ = σ̂٢

σ̂٢+λ̂٢ ،η̂ij = λ̂
σ̂٢+λ̂٢ (yij −wij θ̂+

√
٢
π λ̂) آن�ها در که می�ایند، به�دست

به�صورت شده گم داده�های شرط به کامل داده�های لگ�درستنمایی تابع ریاضی

E(ℓc(θ, σ
٢, λ|y,W )) = C − sr

٢
log σ٢ − ١

٢σ٢

(
(y −Wθ)′(y −Wθ)− ٢λ(y −Wθ)′t̂tt

− ٢λ٢
√

٢
π
1′srt̂tt+ λ٢1′srt̂tt

٢
+ ٢λ

√
٢
π
1′sr(y −Wθ) + srλ٢ ٢

π

)
,

داده�های شرط به را کامل داده�های لگ�درستنمایی تابع شرطی ریاضی امید که پارامتر از مقادیری Mالگوریتم�، مرحله در است.
(١+k)ام تکرار در اساس، این بر می�شوند. انتخاب درستنمایی ماکسیمم براوردگرهای عنوان به می�سازند، ماکسیمم شده گم

می�ایند: به�دست زیر به�صورت tام تکرار در آن�ها مقادیر براساس را پارامترها الگوریتم،

θ̂
(k+١)

= (W ′W )−١W ′
(
y + λ̂(k)(

√
٢
π
1sr − t̂tt

(k)
)
)
,

σ̂٢
(k+١)

=
١
sr

(
(y −Wθ̂

(k)
)′(y −Wθ̂

(k)
)− ٢λ̂(k)(y −Wθ̂

(k)
)′t̂tt

(k)

− λ̂٢(k)1′sr(٢
√

٢
π
t̂tt
(k) − t̂tt٢

(k)
) + ٢λ̂(k)

√
٢
π
1′sr(y −Wθ̂

(k)
) + srλ̂٢(k) ٢

π

)
,

λ̂(k+١) =
(√٢

π
1′sr(y −Wθ̂

(k)
)− (y −Wθ̂

(k)
)′t̂tt

(k)
)(

1′sr(٢
√

٢
π
t̂tt
(k) − t̂tt٢

(k)
)− sr

٢
π

)−١

شبیه�سازی مطالعه ٣

شده اجرا و طراحی شبیه�سازی مطالعه�ای پیشنهادی، درستنمایی ماکسیمم براوردگرهای کارایی ارزیابی برای بخش، این در
به�صورت تیمار یک و تبیینی متغیر یک با کواریانس تحلیل مدل یک منظور، این برای است.

µij = E(yij |X,Z) = β٠ + βi + γ(zij − z̄i) i = ١, ٢ ; j = ١, . . . , r, (٢)

از ،j = ١, · · · , r و i = ١, ٢ ،yij پاسخ متغیرهای است. شده گرفته نظر در γ = ١ و β١ = ۵ ، β٠ = ٢ ازای به

مشاهدات مدل�بندی در پیشنهادی مدل قابلیت ارزیابی منظور به شده�اند. شبیه�سازی SSN(wijθ−
√

٢
π , σ

٢, λ) توزیع
شده لحاظ {−١−,٢, ٠, ١, ٢} محدوده در چولگی پارامتر برای مختلفی مقادیر چولگی، و تقارن مختلف وضعیت�های دارای
کواریانس تحلیل مدل پارامترهای درستنمایی ماکسیمم براوردگرهای (RMSE) خطا دوم توان میانگین ریشه مقادیر است.
به نیز نرمال مدل از حاصل براوردگرهای حالات تمامی در است. شده داده نشان (١) جدول در و محاسبه بالا شرایط تحت
مشاهدات، بودن نرمال فرض از انحراف مقابل در براوردگرها این استواری عدم دادن نشان برای و سنتی براوردگرهای عنوان
و تصادفی نمونه�های تولید فرایند بر حاکم قطعیت عدم نمودن لحاظ منظور به است. گرفته قرار مدنظر رقیب مدل عنوان به
است. شده گرفته نظر در ۵٠٠٠ تکرارها تعداد محاسبات تمام در نسبی، فراوانی طریقه به احتمال تغییر امکان آوردن فراهم
هستند، منطبق هم بر نرمال چوله و نرمال توزیع�های و بوده متقارن مشاهدات که λ = ٠ ازای به می�رود انتظار که همانطور
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نرمال چوله کواریانس تحلیل مدل ضرایب درستنمایی ماکسیمم براوردگرهای خطا دوم توان میانگین ریشه مقادیر :١ جدول
مختلف نمونه�های اندازه ازای به نرمال توزیع برای متناظر مقادیر همراه به

کواریانس نحلیل مدل
نرمال نرمال چوله اندازه λ

γ β١ β٠ γ β١ β٠ λ نمونه
١٢/۶٧٧١ ۵/٠٠٨۴ ١/٠١٨۶ ١٢/٢۶٠٣ ۴/٧٣٣۴ ٠/٩١٢۶ ۴/۴۵٢٠ ١٠٠ -٢
٩/۶۶۵۶ ۵/٠٠٢٩ ١/٠٠٧٧ ١٠/١٢۴٩ ۴/٨۴٨۵ ٠/٩٢٠۶ ٣/٩٠٩٠ ٢٠٠

٨/۶۴۵٣ ۵/٠٠۶٨ ١/٠٠۶٨ ٨/٢٧٠٩ ۴/٧٣٧٠ ٠/۶٩٩۵ ٣/٧۴۶۴ ١٠٠ -١
۶/١۴۴٢ ۵/٠٠۴٠ ١/٠٠١٧ ۵/٧٧۴٩ ۴/٧٩٨٢ ٠/٧١٧٠ ٣/۴٠٩٧ ٢٠٠

۵/۴٠٩٣ ۵/٠٠١٣ ١/٠٠٣۶ ۵/۴٠٩٣ ۵/٠٠١٣ ١/٠٠٣۶ < ١× ١٣−١٠ ١٠٠ ٠
٣/۶٨٢۶ ۴/٩٩٨١ ١/٠٠١٩ ٣/۶٨٢۶ ۴/٩٩٨١ ١/٠٠١٩ < ١× ١٣−١٠ ٢٠٠

٧/٨١۴٣ ۵/٠٠٣٢ ١/٠٠۶٧ ٧/۴۶٢۵ ۴/٩۵٩۵ ٠/۶٧١١ ٠/٧٧٨٨ ١٠٠ ١
۶/٢٨٧٧ ۵/٠٠٠٢ ١/٠٠٣٧ ۶/١٨٧۵ ۴/٩٩٨۴ ٠/٩٩٨٩ ٠/٩۵٩٩ ٢٠٠

١٢/٩۵١١ ۵/٠٠٩٠ ١/٠١٣١ ٩/۶٩٩۴ ۴/١٧۵٠ ٠/۵٣٠٨ ٣/٣۶۴٩ ١٠٠ ٢
١٠/٢۶٧۶ ۵/٠٠١٢ ١/٠١٠٠ ٧/۶١٠٩ ٣/٨٨۴۵ ٠/۴۴٠١ ٣/٨٣٨٩ ٢٠٠

منفی و مثبت مقادیر ازای به ندارد. وجود نرمال چوله و نرمال فرض تحت کواریانس تحلیل مدل�های بین تفاوتی وضوح به
بیشتری کارایی از پیشنهادی مدل وضوح به هستند، چپ و راست به چوله مشاهدات با متناظر ترتیب به که ،λ چولگی پارامتر

است. برخوردار

نتیجه�گیری و بحث ۴

در که است حالی در این است. پاسخ متغیر توزیع بودن نرمال کواریانس، تحلیل در اولیه فرض�های از یکی سنتی به�صورت
دنبال به �کننده�ای گمراه نتایج نرمال توزیع از استفاده شرایطی چنین در است. نامتقارن مشاهدات توزیع کاربردها از بسیاری
ملاحظه�ای قابل به�صورت را مدل کارایی پاسخ، متغیر تغییرات مدل�بندی برای نرمال چوله توزیع از استفاده داشت. خواهد
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