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 کمانش حرارتی ورق مستطیل شکل از جنس مواد تابعی با ضخامت متغییر

 

 2حجت غلامی،1مصطفی راکی

 
 گروه کارشناسی ارشد ساخت و تولید ، دانشگاه آزاد اسلامی واحد دزفول ، دزفول ،ایران. 1و2

 

 چکیده

مختلف بر اساس در این مقال تحلیل کمانش ورق مستطیل شکل از جنس مواد تابعی تحت بارگذاري حرارتی 

خصوصیات مکانیکی ورق، از جنس مواد . تئوري مرتبه بالاي تغییر شکل برشی مورد بررسی قرار گرفته است

در راستاي ضخامت طبق   kو ضریب هدایت حرارتی ضریب انبساط حرارتی Eتابعی مانند مدول الاستیسیته 

راستاي طول  ضخامت ورق در. ته می شودثابت در نظر گرف قانون توانی متغییر فرض شده و نسبت پواسون

سپس معادلات تعادل و پایداري ورق تابعی مستطیل . تغییر می کند ورق بصورت تابع خطی 

شکل بر اساس تئوري هاي کلاسیک و تغییر شکل برشی مرتبه بالا با استفاده از معادلات اویلر استخراج شده و 

یک ورق تابعی مستطیل شکل با شرایط مرزي ساده تحت بارگذاري حرارتی بر در ادامه تحلیل و آنالیز کمانش 

اساس تئوري مرتبه اول تغییر شکل بررشی مورد بررسی قرار گرفته و اختلاف دماي بحرانی براي این نوع ورق 

یسه با بدست آمده و در نهایت نمودارها و جداول مربوط به نتایج حاصل از تئوري مذکور ارائه شده و مورد مقا

نتایج نشان می دهد که براي همه بارگذاري ها دماي بحرانی با . نتایج حاصل از تئوري کلاسیک قرار گرفته است

 .افزایش نسبت عرض به طول افزایش می یابد

 

 .شی مرتبه بالاتئوري مرتبه بالاي تغییر شکل بر کمانش حرارتی، مواد تابعی ،: واژه هاي کلیدي

 

                                                
١. mostapharaki@yahoo.com 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 ....کمانش حرارتی ورق مستطیل

 مقدمه

اي از  مقاله 1993در سال. سال پیش مورد بررسی قرار گرفت 120فحات براي اولین بار حدود مسئله کمانش ص

طرف  4 چاپ شده است و کمانش حرارتی ورق مستطیل شکل با شرایط مرزي طرف انجمن مهندسین مکانیک

جه یکی افزایش در. این مسئله براي سه حالت توزیع دما حل شده است. تکیه گاه ساده بررسی شده است

حرارت از مقدار اولیه به نهایی و دیگر وقتی درجه حرارت تابعی خطی در طول ورق و همچنین تابع پارابولیک 

مطالعاتی را در کمانش حرارتی ورق ها و پوسته ها در طول پنجاه  1989در سال] 1[چین . ي. براي نمونه ال. باشد

، کمانش در ورق هاي کامپوزیتی که تحت بارگذاري 1991در سال ] 2[لیزا . سال تا زمان انتشار آنها انجام داد

حرارتی صفحات از جنس مواد  ، کمانش1993در سال ] 3[بیرمن . را بررسی و تحلیل نمود حرارتی قرار داشتند

، کارهاي منحصر بفردي در تمرکز تنش در صفحات 1993در سال ] 4[تورنتون  . تابعی غیر کامل را ارائه کرد

، تحلیل کمانش مکانیکی ورق 2002در سال ] 5[نجفی زاده و اسلامی . تابعی انجام دادنازك از جنس مواد 

جواهري و . دایروي مواد تابعی، تحت فشار شعاعی را بر اساس تئوري کلاسیک صفحات مورد بررسی قرار داد

بر اساس ت انواع بارگذاري حرارتی ، کمانش ورق مستطیل شکل مواد تابعی را تح2002در سال ] 6[اسلامی 

تئوري مرتبه بالاي تغییر شکل برشی صفحات مورد بررسی قرار داده و اختلاف دماي بحرانی را براي ورق با 

در سال ] 7[هدایتی و نجفی زاده . شرایط مرزي ساده و بر اساس مدل ردي براي انواع ضریب توان بدست آورد

ر اساس تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی ، کمانش حرارتی و مکانیکی ورق دایروي مواد تابعی، را ب2004

صفحات مورد بررسی قرار داده و بارها و اختلاف دماي بحرانی را براي ورق با انواع ضریب توان بکار رفته در 

، کمانش 2006در سال ] 8[ماریمتو و تانیگووا . مدل ردي مد نظر آنها براي ارائه خصوصیات ماده بدست آورد

اد تابعی تحت بارگذاري حرارتی جزئی را مورد بررسی قرار داده و اختلاف دماي حرارتی ورق مستطیلی مو

،  کمانش 2007در سال ] 9[حیدري و نجفی زاده . بحرانی را براي ورق با شرایط مرزي ساده بدست آورد

ت حرارتی ورق دایروي مواد تابعی، را بر اساس تئوري مرتبه بالا تغییر شکل برشی صفحات و اینکه خصوصیا

ماده در راستاي شعاع تغییر کنند را مورد بررسی قرار داده و اختلاف دماي بحرانی را براي بارگذاري یکنواخت 

 .حرارت بدست آورد

 

 مواد و روش تحقیق

 خصوصیات مکانیکی ماده تابعی

ه منظـور  ب ـ )NAL(ملـی ژاپـن    فضاي -در آزمایشگاه هوا )Niino(توسط ناینو 1984اولین بار در سال  1مواد تابعی

باشـد کـه خـواص     ماده تابعی، یک ماده مصنوعی با ریز ساختار غیر همگن مـی ] 18. [عایق حرارتی بالا مطرح شد

این خاصیت ویژه بوسـیله تغییـر   . کند مکانیکی آن بطور ملایم و پیوسته از یک سطح تا سطح دیگر جسم تغییر می

نـوع رایـج مـواد تـابعی از ترکیـب      ] 20. [آیـد  یاي و یکنواخت و نسبت حجمی مواد تشکیل دهنـده بدسـت م ـ   پله

                                                
Functionally Graded Material ١ 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 سمینار ملی مهندسی سطح  پانزدهمین

در این حالت اگر یک نمونه از ماده بشکل مکعب مستطیل فرض گردد، یکـی از  . گردد سرامیک و فلز حاصل می

جنس ماده موجـود بـین دو سـطح سـرامیک و فلـز      . باشد سطح قطعه سرامیک خالص و سطح مقابل فلز خالص می

نسبت این ترکیـب در راسـتاي ضـخامت جسـم متغیـر بـوده و چگـالی        . باشد میدر واقع ترکیبی از سرامیک و فلز 

تواند خطی یـا غیـر    ذرات فلز معلق در بستر سرامیک از سطح فلزي تا سطح سرامیک توسط یک تابع معین که می

رت امتیاز اصلی مواد تابعی مقاومت بسیار بـالا آنهـا در برابـر محیطهـاي بـا درجـه حـرا       . یابد خطی باشد کاهش می

هـدایت حرارتـی پـایین باعـث       مولفه سرامیکی جسم بـه دلیـل  . باشد فوق العاده و تغییرات شدید درجه حرارت می

فلزي باعث جلوگیري از رشد تـرك و شکسـت مـاده      از سوي دیگر مولفه. گردد مقاومت در برابر دماهاي بالا می

تغییرات ریز ساختاري باعث امتیـاز مـاده     یوستگیهمچنین پ. گردد در اثر تنشهاي حرارتی بسیار بالا ایجاد شده می

 بایـد مشـخص شـود کـه     مادهتـابعی  قبـل از سـاخت  ] 20. [اي گردیـده اسـت   تابعی نسبت به انواع مواد مرکب لایه

 Vmو فلـز  Vcشوند، نسبت حجمـی سـرامیک   به چه صورتی توزیع  )فلز و سرامیکمثلا (عناصر تشکیل دهنده آن

  :شود بیان می با استفاده از قانون توانی

)1(  ٢
, ١

٢

k

c m c

z h
V V V

h

 
   
   

 و  ٢/h/2 ≤ Z ≤ h-مختصه در راستاي ضخامت ورق و تغییر ترکیب مواد  Zبطوریکه

جهت تحلیل ریاضی . باشد بترتیب معرف خواص سرامیک و فلز می m,cهاي زیرنویس. باشد ضخامت ورق می

بطوریکه مبدأ مختصات  .گردد استفاده می)  x,y,z( بعی از دستگاه مختصات کارتزینهاي از جنس مواد تا ورق

. کند باشد و مقادیر بزرگتر یا مساوي صفر را اختیار می ثابت توانی می .در صفحه میانی جاي گرفته است

ورق همگن از جنس )  (همچنین با قرار دادن . باشد است خطی می)  k=1(ترکیب سرامیک و فلز وقتی 

گردد خواص مادي ورق غیر همگن مانند مدول الاستیسیه و ضرایب انبساط  فرض می. گردد سرامیک حاصل می

ثابت در نظر  براساس قانون ردي در جهت ضخامت ورق تغییر نماید در حالیکه ضرب پواسون حرارتی

 .شود گرفته می

 

 )2(  ( ) ١ ,c c m cE z E V E V    

  ٠( ) ١ , ( )c c m cz V V z        
 :بطوریکه

)3(  ,cm c m cm c mE E E       
 

 معادلات تعادل و پایداري

وجود دارند و  xy,xz,yzو کرنش برشی  y,هاي کرنش نرمال با در نظر گرفتن تئوري حاضر مولفه 

  .باشد صفر می zتنها مولفه کرنش نرمال 
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 ....کمانش حرارتی ورق مستطیل

)4( ٢ ٢
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x x x y y y
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در نظر  zمستقل از  wفرض گردیده و مولفه  بصورت توابعی خطی نسبت به  ,uهاي جابجایی همچنین مولفه

 :شود گرفته می
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 :بطوریکه
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 ):4(بطهدر  را) 5(با جایگذاري رابطه 
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٠ ١
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 :بطوریکه

)8( 

 

نشانگر  )(زیرنویس . می باشد) (مولفه هاي جابجایی به ترتیب در جهات مختصاتی)  w,,u (بطوریکه 

 :طبق قانون هوك مولفه هاي تنش صفحه اي بدین صورت می باشد.مشتق جزیی می باشد
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 :نیرو ها و ممنتوم ها در واحد طول بر حسب مولفه هاي تنش بدین صورت می باشد

)10(    ٢

٢

, ١,       , ,
h

i i ih
N M z dz i x y xy


   

 :مولفه هاي نیرو و ممنتوم در واحد طول بدین صورت می شود) 10(در ) 9(با جایگذاري رابطه 
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 :بطوریکه
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 ر معادلات تعادل ورق مستطیلی شکلاز جنس مواد تابعی بصورت زی  1تغییرات به کمک روش حساب

 :می باشد

)13( , , , , , ,

, , ٠, ٠, ٠,

٠, ٠, ٠

٠, ٢ ٠

x x xy y xy x y y x x xy y

xy x y y x xx xy xy y yy

N N N N M M

M M Nw N w N w

     

     
 که . جهت مطالعه امکان پایداري تغییر مکان مجازي کوچکی بر مؤلفه هاي جابجایی اولیه اعمال می شود

 :مؤلفه هاي جابجایی در همسایگی حالت تعادل بصورت زیر تبدیل می شود

)14( ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١
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نشانگر یک تغییر مکان بسیار کوچک  "1"نشانگروضعیت تعادل و زیر نویس "0"در روابط فوق زیر نویس 

وها وممانهاي منتجه در حال تعادل و انحراف باروشی مشابه مؤلفه هاي نیرو وممان قابل تجزیه به نیر. دلخواه است

 :یافته از وضعیت تعادل اولیه بصورت زیر می باشد

)15( 
٠ ١ ٠ ١,      , ,i i i i i iN N N M M M i x y xy      

معادلات پایداري ورق مستطیلی شکلاز جنس مواد تابعی بدین صورت  [10]به کمک روش حساب تغییرات 

 :می باشد

)16( ١, ١, ١, ١, ١, ١,

١ ١ ١
١, ١, ٠ ٠, ٠ ٠, ٠ ٠,

٠, ٠, ٠

٠, ٢ ٠

x x xy y xy x y y x x xy y

xy x y y x xx xy xy y yy

N N N N M M

M M N w N w N w

     

    
 

کلیه ممانها در (براي بدست آوردن نیروهاي پیش کمانش از معادلات تعادل در حالت غشایی  [10]میرز از روش

 .استفاده می شود)معادلات تعادل حذف شود

)17( 
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ــه        ــداري ب ــت پای ــرار دارد در حال ــه گــاه ســاده ق ــر روي تکی ــار طــرف ب ــی کــه از چه ــراي ورق ــرزي ب شــرایط م

 :می باشد صورت زیر

)18( 
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w x w x b w y w a y

u x u x b v y v a y

u x u x b v y v a y

M x M x b M y M a y

   

   

   

     
با توجه به شرایط مرزي فوق جوابهاي تقریبی براي مؤلفه هاي جابجایی که بتوانند شرایط مرزي فوق را ارضا 

 :کنند بصورت زیر تعریف می شود
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 . است yxتعداد نیم  موج ها در جهت  m,nمقادیرثابت هستند و )u0mn,u1mn,0mn,1mn,w0mn(که  
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بیان ) 11(و نیروها، ممان هاي انحراف یافته از تعادل که در رابطه ) 17(حال با جایگذاري نیروهاي پیش کمانش 

 :پنج معادله و پنج مجهول بدست می آید که بصورت زیر بیان می شود) 16(در معادلات پایداري . شده است

)20( 
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داراي عبارت مربوط به نیروهاي پیش کمانش می باشد که با  k33در مؤلفه هاي این ماتریس تنها مؤلفه ي 

مقدار  و مساوي صفر قرار دادن دترمینان ضرایب در رابطه ) 16(شجایگذاري نیروهاي پیش کمان

 .محاسبه می شود

)22( 

 

 
 

١١ ١٢ ١٣ ١۴ ١۵

٢١ ٢٢ ٢٣ ٢۴ ٢۵

٣٣

٣١ ٣٢ ٣۴ ٣۵٢ ٢ ٢
٠ ٢

١ ٢٢ ٢

۴١ ۴٢ ۴٣ ۴۴ ۴۵

۵١ ۵٢ ۵٣ ۵۴ ۵۵

١ ٢ ١
٠

١
         ٢

٢

m cm cm m cm cm
m m

k k k k k

k k k k k

E E E
k T E

k k
k k k k

mb
Ca C n

b a

k k k k k

k k k k k

  


 

 
   

  


    
    

    

 
 

)23( 

  

٢

٢ ٢
٢ * ٢

٠ ١ ٢ ٢
١ ٢

d
cr

c

b K
T

m b
C a C n K

a
  

 
 

   
   

 :بطوریکه

det       , ١,٢,٣d ijK k i j 
 

 :و

Kc=k15k24k42k52+k12k25k44k51+k14k22k45k51+k14k25k41k52+k15k21k44k52+k11k24k45k52+k15k22k41k54+k11k25k

42k54+k12k21k45k54+k12k24k41k55+k14k21k42k55+k11k22k44k55-k14k25k42k51-k15k22k44k51-k12k24k45k51-

k15k24k41k52-k11k25k44k52-k14k21k45k52-k12k25k41k54-k15k21k42k54-k11k22k45k54 k14k22k41k54-k11k24k42k55-

k12k21k44k55 

نشان دهنده اختلاف دماي بحرانی براي یـک ورق از جـنس مـواد تـابعی بـا ترکیـب       ) 23(در رابطه  حالت

 .اختلاف دماي  بحرانی ورق همگن را نشان می دهد k=0خطی از سرامیک و فلز و 

 

 و بحث نتایج

اختلاف دماي بحرانی کمانش ورقی از جنس  3و2و در جداول خصوصیات مکانیکی ورق تابعی  1در جدول 

مواد تابعی با شرایط تکیه گاهی ساده، تحت افزایش یکنواخت دمادر راستاي ضخامت بر اساس تئوري مرتبه 

بالاي تغییر شکل برشی و تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی براي نسبت هاي مختلف عرض به طول ونیز ثوابت 

  .رائه شده استتوانی متفاوت ا

مقادیر اختلاف دماي بحرانی کمانش ورق نمونه تحت افزایش یکنواخت دمادر راستاي ضخامت به  1در نمودار 

و بر اساس تئوري تغییر شکل برشی مرتبه   b/aو بر حسب )  (ازاي مقادیر مختلف ثابت توانی 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 سمینار ملی مهندسی سطح  پانزدهمین

اختلاف  b/aهمانطور که مشاهده می شود با افزایش  .بالاو تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول رسم شده است

. اختلاف دماي بحرانی کمانش کاهش می یابد همچنین با افزایش . دماي بحرانی کمانش افزایش می یابد

. کاهش می یابد kهاي مختلف آهنگ افزایش اختلاف دماي بحرانی با افزایش ثابت توانی b/aهمچنین براي 

مقادیر اختلاف دماي بحرانی کمانش ورق نمونه تحت افزایش یکنواخت دمادر راستاي ضخامت به  2در نمودار 

مختلف و بر اساس تئوري C1و بر حسب )  (ازاي مقادیر مختلف ثابت توانی 

مشاهده می شود با  همانطور که. تغییر شکل برشی مرتبه بالاو تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول رسم شده است

اختلاف دماي بحرانی کمانش  همچنین با افزایش . اختلاف دماي بحرانی کمانش افزایش می یابد افزایش 

 کاهش 

کاهش  هاي مختلف آهنگ افزایش اختلاف دماي بحرانی با افزایش ثابت توانی  b/aهمچنین براي . می یابد

 .می یابد

 

 نتیجه گیري

در این تحقیق تحلیل کمانش حرارتی ورق مستطیل شکل از جنس مواد تابعی با فرض شرایط مـرزي سـاده تحـت    

بر اساس تئوري تغییر شـکل برشـی مرتبـه    Tfبه مقدار نهایی  Tiتغییر درجه حرارت بطور یکنواخت از مقدار ثابت 

نی به روش تحلیلی محاسبه شده و با نتـایج تئـوري تغییـر شـکل برشـی      بالا انجام گرفته است و اختلاف دماي بحرا

 .مرتبه اول مورد مقایسه قرار گرفته است

با توجه به خصوصیات مواد کامپوزیتی نظیر تغییر ناگهانی خواص ترمودینامیکی از لایه اي به لایه دیگـر، افـزایش   

تغییرات دمـایی بـالا ضـرورت لازم بـراي      تنش هاي حرارتی، ایجادترك در سطح مشترك و گسیختگی سازه در

طرح ماده اي مرکب که هم مقاومت حرارتی و مکانیکی بالا داشـته و هـم مشـکل لایـه لایـه شـدن نداشـته باشـد،         

بـا ضـرایب حرارتـی    ( این مواد عموما از مخلوط سرامیک با فلز و یا ترکیبی از فلزات مختلـف . ضرورت پیدا کرد

هاي اخیر مواد تابعی یکی از کاربردي ترین مواد در صنعت بـویژه جهـت اسـتفاده    در سال.ساخته می شود )متفاوت

گـردد بـا توجـه     رود و پیش بینی مـی  اي به شمار می در محیطهاي با درجه حرارت بسیار بالا مانند راکتورهاي هسته

مولفـه سـرامیکی   . به ویژگیهاي منحصر به فرد این ماده، کاربردهاي صنعتی آن در طـی سـالهاي آتـی توسـعه یابـد     

فلزي باعـث    از سوي دیگر مولفه. گردد هدایت حرارتی پایین باعث مقاومت در برابر دماهاي بالا می  جسم به دلیل

  همچنـین پیوسـتگی  . گردد جلوگیري از رشد ترك و شکست ماده در اثر تنشهاي حرارتی بسیار بالا ایجاد شده می

کاربرد مواد تـابعی  . اي گردیده است ی نسبت به انواع مواد مرکب لایهتغییرات ریز ساختاري باعث امتیاز ماده تابع

 .در بیو مواد نیز مورد توجه قرار می گیرد

 نیـز  راکتورهـا، تـوربین هـا ودیگـر اجـزاي ماشـینها       - هاي  مخازنه این مواد در ساخت صفحات و پوستهمچنین 

 .دارد زیاديکاربرد 

 :و بیان است نتایج حاصله به صورت زیر قابل دسته بندي
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در هر دو تئوري براي همه ي حالات بارگذاري اختلاف دماي بحرانی کمـانش ورق مسـتطیلی از جـنس     .1

 .افزایش می یابد b/aمواد تابعی با افزایش 

در هر دو تئوري براي همه ي حالات بارگذاري اختلاف دماي بحرانی کمـانش ورق مسـتطیلی از جـنس     .2

 .کاهش می یابدمواد تابعی با افزایش 

در هر دو تئوري براي همه ي حالات بارگذاري اختلاف دماي بحرانی کمـانش ورق مسـتطیلی از جـنس     .3

 .کاهش می یابد kمواد تابعی با افزایش 

هـاي مختلـف آهنـگ کـاهش اخـتلاف دمـاي        در هر دو تئوري و همه ي حالات بارگـذاري بـراي    .4

 .کاهش می یابد kبحرانی با افزایش ثابت توانی 

هاي مختلف آهنگ کاهش اخـتلاف دمـاي    b/hدر هر دو تئوري و همه ي حالات بارگذاري براي  .5

 .کاهش می یابد بحرانی با افزایش ثابت توانی 
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 خصوصیات مکانیکی ورق تابعی: 1جدول                            

 آلومینا آلومینیوم

٧٠mE Gpa ٣٨٠CE Gpa 
۵

٠

١٠
٢٣m

c




 
 

۵

٠

١٠
٧.۴C

c




 
 

۵٢٠۴mk W mk 
۵٢٠۴Ck W mk 

 

 

 رق تابعی تحت افزایش یکنواخت دمادر راستاي ضخامت و مقایسه نتایج حاصل ازتئوري مرتبه دماي بحرانی و: 2جدول

 b/a,k با تغییر) F(باتئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی  (H)بالاي تغییر شکل برشی 

b/a=5 b/a=4 b/a=3 b/a=2 b/a=1   k 

222.167 145.152 85.212 27.398 17.011 H 
0 

220.667 144.64 85.252 26.88 17.088 F 

103.004 67.376 39.574 9.533 7.645 H 
1 

102.634 67.25 39.624 9.835 7.939 F 

94.134 61.435 36.108 7.983 7.087 H 
5 

93.605 61.395 36.203 8.132 7.26 F 

96.879 63.149 37.137 8.401 7.218 H 
10 

96.12 63.068 37.2 8.636 7.462 F 

 
دماي بحرانی ورق تابعی تحت افزایش یکنواخت دمادر راستاي ضخامت و مقایسه نتایج حاصل ازتئوري مرتبه : 3جدول

  با تغییر) F(باتئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی  (H)بالاي تغییر شکل برشی 

C1=.005 C1=.004 C1=.003 C1=.002 C1=.001 
  k   

46.753 41.074 36.012 31.288 26.912 H 
0 

46.853 41.124 36.082 31.388 27.012 F 

15.006 12.687 10.048 8.209 6.667 H 
1 

15.036 12.725 10.108 8.265 6.709 F 

13.918 11.523 9.312 7.477 6.212 H 
5 

14.018 11.603 9.365 7.507 6.296 F 

12.868 10.501 8.698 6.897 5.292 H 
10 

13.018 10.603 8.765 7.025 5.382 F 
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دماي بحرانی ورق تابعی تحت افزایش یکنواخت دمادر راستاي ضخامت و مقایسه نتایج حاصل ازتئوري مرتبه : 1نمودار

  b/a,kبا تغییر ) F(باتئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی  (H)بالاي تغییر شکل برشی 

 

 

 
دماي بحرانی ورق تابعی تحت افزایش یکنواخت دمادر راستاي ضخامت و مقایسه نتایج حاصل : 2نمودار

 با تغییر) F(باتئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی  (H)ازتئوري مرتبه بالاي تغییر شکل برشی 
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