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نقش بیان به سپس و کرده تعریف کرین فضای برای را ها قاب مقاله این در چکیده.
میپردازیم. حالت این در کراندار گرام عملگرهای

پیش گفتار .١

فوق خاصیت این که ای گونه به گرفت نظر در کامل فوق های پایه صورت به میتوان را قابها
ها قاب است. کرده یکه متعامد های پایه به نسبت تر پذیر انعطاف بسیار را آنها ، بوده کامل
آنالیز زمینه در مسائل برخی مطالعه برای شیفر و دافین توسط ١٩۵٢ سال در بار اولین برای
در میر و گراسمان ، دوبشی ، ١٩٨۶ در بعد سال ٣٠ و [۵] شدند. معرفی هارمونیک غیر فوریه
کردن پیدا برای ها قاب از Painless nonorthogonal expansions [۴] عنوان با خود مقاله
کردند. استفاده ، یکه متعامد های پایه با توابع بسط یافتن به شبیه L2(R) در توابع سری بسط
سرعت به و گرفت قرار بررسی مورد ای گسترده طور به قابها مقوله ، مهم مقاله این انتشار از بعد
K = K+⊕K− اساسی تجزیه با کرین فضای یک معرف (K, [., .]) مقاله این در کرد. پیشرفت

: است زیر صورت به شده داده J اساسی تقارن و
j(k+ + k−) = k+ − k− , k+ + k− ∈ K+ ⊕K− (١ . ١)

زیر: داخلی j−ضرب که طوری به
[h+ + h−, k+ + k−]j = [h+ + h−, j(k+ + k−)] = [h+, k+]− [h−, k−], h±, k± ∈ K± (١ . ٢)
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فروزانفر عبدالمحمد و الباجی محمد ٢

داریم (١٬١) از که کنید توجه . میکند تبدیل هیلبرت فضای یک به را (K, [., .]) فضای
تقارن های با کرین فضاهای K̃ و K آن در که باشد کراندار T : K −→ K̃ اگر j۲ = ۱
.[Tx, y]

J̃
= [x, T ∗J̃y]J که: طوری به دارد وجود T ∗J̃ خطی عملگر آنگاه می باشد، J̃ و J اساسی

،y ∈ K̃ و x ∈ K هـر بـرای کـه طـوری بـه دارد وجـود T [∗] خـطی عـمـلـگر هـمچنین
و [Tx, y]

R̃
= [x, T [∗]y]R

[Tx, y] = [J̃Tx, y]
J̃
= [Tx, J̃y]

J̃
= [x, T ∗J̃ J̃y]J = [x, JT ∗J̃ J̃y]

عملگر گوییم. K کرین فضای در T الحاقی عملگر را T [∗] خطی عملگر .T [∗] = JT ∗J̃ J̃ آنگاه
.T = T ∗J هرگاه گویند خودالحاقی −J را T عملگر .T = T [∗] اگر گویند خودالحاقی را T

.UU [∗] = U [∗]U = هرگاه گویند یکانی عملگر را کرین فضای در U : R −→ R عملگر

کرین فضای روی قاب ها .٢

قاب یک {xn}n∈N ⊆ H مجموعه ی باشد. هیلبرت فضای یک H کنیم فرض .٢ . ١ تعریف
که: طوری به باشند داشته وجود A,B ثابت های اگر می دهد تشکیل فضا این در

A∥x∥۲ ≤
∑
n∈N

|⟨x, xn⟩|۲ ≤ B∥x∥۲, ∀x ∈ H (٢ . ١)

می نامند. قاب کران های را B و A اعداد

خودالحاقی عملگر باشد ⟨·, ·⟩ داخلی ضرب با هلبرت فضای یک H کنید فرض .٢ . ٢ تعریف
نیم و یک نگاشت که می شود ثابت سادگی به بگیرید. نظر در را W : H −→ H کراندار و

زیر: هرمیتی خطی
[·, ·] = ⟨W (·), ·⟩ (٢ . ٢)

می نامیم. داخلی W−ضرب را آن که می کند تعریف H روی نامعین داخلی ضرب یک

گویند. گرام عملگر را کند صدق (۲.۲) رابطه در که W خطی عملگر .٢ . ٣ تعریف

در قاب یک {kn}n∈N ⊆ K مجموعه ی باشد. کرین فضای یک K کنیم فرض .۴ . ٢ تعریف
که: طوری به باشند داشته وجود A,B ثابت های اگر می دهد تشکیل فضا این

A∥k∥۲J ≤
∑
n∈N

|⟨k, kn⟩|۲ ≤ B∥k∥۲J , ∀k ∈ K (٢ . ٣)

می نامند. قاب کران های را B و A اعداد

معادلند: زیر گزاره های آنگاه باشد، J اساسی تقارن با کرین فضای یک K کنیم فرض .۵ . ٢ قضیه
است. K کرین فضای برای قاب یک A,B > ۰ کران های با {kn}n∈N (١

است. K کرین فضای برای قاب یک A,B > ۰ کران های با {Jkn}n∈N (٢
است.

(
K, [·, ·]J

)
هیلبرت فضای برای قاب یک A,B > ۰ کران های با {kn}n∈N (٣

است.
(
K, [·, ·]J

)
هیلبرت فضای برای قاب یک A,B > ۰ کران های با {Jkn}n∈N (۴

:١=⇐٢ برهان.
A∥k∥۲J = A∥Jk∥۲J ≤

∑
n∈N

|[Jk, kn]|۲ =
∑
n∈N

|[k, Jkn]|۲ ≤ B∥Jk∥۲J = B∥k∥۲J , ∀k ∈ K.
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٣ گرام کراندار عملگرهای نقش

:٢=⇐٣
A∥k∥۲J ≤

∑
n∈N

|[k, Jkn]|۲ =
∑
n∈N

|[k, kn]J |۲ ≤ B∥k∥۲J , ∀k ∈ K.

:۴⇐=٣
A∥k∥۲J = A∥Jk∥۲J ≤

∑
n∈N

|[Jk, kn]J |۲ =
∑
n∈N

|[k, Jkn]J |۲ ≤ B∥Jk∥۲J = B∥k∥۲J , ∀k ∈ K.

:١⇐=۴
A∥k∥۲J ≤

∑
n∈N

|[k, Jkn]J |۲ =
∑
n∈N

|[k, kn]|۲ ≤ B∥k∥۲J , ∀k ∈ K.

□
باشند. J̃ و J اساسی تقارن های با کرین فضاهای ترتیب به K̃ و K کنیم فرض .۶ . ٢ نتیجه
قاب یک {kn}n∈N آنگاه باشد، یکانی عملگر یک V :

(
K, [·, ·]J

)
−→

(
K̃, [·, ·]J̃

)
اگر

B و A کران های با قاب یک {V kn}n∈N اگر تنها و اگر است K روی B و A کران های با
باشد. K̃ روی

داریم: شده، داده k ∈ K̃ هر برای بنابراین باشد. K روی قاب یک {kn}n∈N کنیم فرض برهان.

A∥k∥۲
J̃

= A∥JV ∗J̃ J̃k∥۲J = A∥V [∗]k∥۲J ≤
∑
n∈N

∣∣∣[V [∗]k, kn
]∣∣∣۲ =

∑
n∈N

|(k, V kn)|۲

≤ B∥V [∗]k∥۲J = B∥k∥J̃ .

□ است. قبل حالت شبیه V [∗] و V تغییر با نیز عکس حالت اثبات برعکس:

منظم را داخلی W−ضرب یک آنگاه باشد، W عملگر طیف معرف σ(W ) هرگاه .٢ . ٧ تعریف
.۰ ∈ σ(W ) هرگاه گوییم نامنظم و ۰ /∈ σ(W ) هرگاه گوییم

نامنظم کرین فضای در ها قاب .٣

:W > ۰ که طوری به است گرام عملگر W ∈ B(H) اول: حالت

داریم: صورت این در بگیرید. نظر در را √
W : H ⊂ HW −→ H خوداحاقی گرام عملگر

∥
√
Wk∥۲ = ⟨

√
Wk,

√
Wk⟩ = ⟨k,Wk⟩ = ∥k∥۲J .

تقارن یک که دارد، وجود √̂
W : HW −→ H تعمیم لذا است. تقارن یک

√
W می دهد نشان که

حال: این با است. بسته (√̂W ) ⊂ H دامنه ی بنابراین ̂√)است.
W

∣∣∣
H

)
= (

√̂
W ) ⊂ H و (

√
W ) = (ker

√
W )⊥ = H.

دوسویی تابع یک √̂W پس ،ker(√W ) = {۰} چون است. بسته و چگال (
√̂
W ) = H بنابراین

زیر: شده ی داده خطی عملگر پس بود. خواهد H به HW از

U = (
√̂
W )−۱ : H −→ HW (٣ . ١)

داشت: خواهیم را زیر قضیه ی پس است. یکانی و خوش تعریف
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فروزانفر عبدالمحمد و الباجی محمد ۴

عملگر U اگر .W > ۰ که طوری به باشد کراندار گرام عملگر یک W کنیم فرض .٣ . ١ قضیه
آنگاه: باشد، ،(٣ . ١) در شده داده خطی

روی قاب یک {Ukn}n∈N ⊂ H آنگاه باشد، H روی قاب یک {kn}n∈N ⊂ H اگر (١
بود. خواهد HW کرین فضای

یک {U−۱kn}n∈N ⊂ H آنگاه باشد، HW کرین فضای روی قاب یک {fn}n∈N ⊂ H اگر (٢
بود. خواهد H هیلبرت فضای روی قاب

قضیه ی و ۶ . ٢ نتیجه ی طبق (٢) و (١) اثبات هستند، یکانی عملگر دو U−۱ و U چون برهان.
□ برقرارند. ،۵ . ٢

:۰ ∈ σ(W ) ⊂ [−∥W∥, ∥W∥] که طوری به است گرام عملگر W ∈ B(H) دوم: حالت
که: طوری به دارد وجود G : DG = H ⊂ HW −→ H خودالحاقی عملگر پس ،|W | > ۰ چون

G :=
√

|W |. (٣ . ٢)

بنابراین،
∥Gk∥۲ = ⟨Gk,Gk⟩ = ⟨k,G۲k⟩ = ⟨k, |W |k⟩ = ∥k∥۲J , (٣ . ٣)

یعنی آن تعمیم باشد. مثبت گرام عملگر که حالتی در مشابه طور به است. تقارن یک G بنابراین
زیر در شده داده V ∈ B(H,HW ) عملگر نتیجه در است. یکانی عملگر یک Ĝ : HW −→ H

V = Ĝ−۱ : H −→ HW (۴ . ٣)

داریم: را زیر قضیه ی پس است. یکانی و خوش تعریف

اگر .۰ ∈ σ(W ) که طوری به باشد گرام عملگر یک W ∈ B(H) کنیم فرض .٣ . ٢ قضیه
آنگاه: باشد، (۴ . ٣) در شده داده خطی عملگر V

HW نامظم کرین فضای روی قاب یک {V kn}n∈N آنگاه باشد، قاب یک {kn}n∈N ⊂ H اگر (١
است.

قاب یک {V −۱fn}n∈N آنگاه باشد، HW نامنظم کرین فضای روی قاب یک {fn}n∈N اگر (٢
بود. خواهد H هیلبرت فضای روی

،۵ . ٢ قضیه ی و ۶ . ٢ نتیجه ی در (٢) و (١) اثبات هستند، یکانی عملگر V −۱ و V چون برهان.
□ برقرارند.
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