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توابع از استفاده با را کسری مرتبه از خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه مقاله این در چکیده.
دستگاه مثلثی توابع عملیاتی ماتریس های از استفاده با روش، این در می کنیم. حل مثلثی
تقریبی جواب آن حل با آنگاه و کرده تبدیل خطی معادلات از جبری دستگاه یک به را اولیه

می آوریم. دست به را مسأله

مقدمه .١

و گرفته صورت تلاش هایی اخیر سال های در کسری، دیفرانسیل معادلات دستگاه های حل برای
موجک های از همکاران و چن [١] در مثال، عنوان به است. گردیده ارائه مختلفی عددی روش های
دیفرانسیل معادلات دستگاه حل برای آدومیان تجزیه روش از همکارش و جعفری [٢] در و لژاندر
از زیر دستگاه حل به مثلثی توابع از استفاده با مقاله این در کرده اند. استفاده خطی غیر کسری

می پردازیم. کسری دیفرانسیل معادلات

Dαiui(t) =
n∑

j=١

aijuj(t) + fi(t), ١ ≤ i ≤ n, ki − ١ < αi ≤ ki, (١ . ١)

u
(s)
i (٠) = bis, s = ٠, ١, . . . , ki − ١, ki ∈ N, t ∈ [٠, ١] (١ . ٢)

2010 Mathematics Subject Classification. Primary MSC41.
کاپوتو، مشتق ریمان-لیوویل، کسری انتگرال مثلثی، توابع کسری، دیفرانسیل معادلات دستگاه کلیدی. واژگان

. عملیاتی ماتریس
سخنران ∗

١

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


اتابک س.س. و خداداد م.ت. ٢

bisها و aijها است، کاپوتو نوع از αi مرتبه از ui(t) تابع کسری مشتق Dαiui(t) آن در که
به ، k − ١ < α ≤ k ، α مرتبه از f(t) تابع کاپوتوی کسری مشتق حقیقی اند. ثابت های

صورت

Dαf(t) = Ik−αDkf(t) =
١

Γ(k − α)

∫ t

٠
(t− θ)k−α−١f (k)(θ)dθ

می شود. نامیده ریمان-لیوویل کسری انتگرال عملگر Iβ آن در که می شود، تعریف

کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه تقریبی جواب یافتن برای عددی روش .٢

می پردازیم. (١ . ٢) اولیه ی شرایط با (١ . ١) دستگاه حل برای عددی روش بیان به بخش این در
به را مثلثی توابع .h = ١

m
کنید فرض می کنیم. تقسیم مساوی قسمت m به را [٠, ١) بازه ی

صورت

T١i(t) =

{
١ − t−ih

h
ih ≤ t < (i+ ١)h

٠ صورت این غیر در
, T٢i(t) =

{
t−ih
h

ih ≤ t < (i+ ١)h
٠ صورت این غیر در

(١ . ٢) اولیه شرایط در که باشند معلومی توابع vn(t)،. . .،v١(t) کنید فرض می کنیم. معرفی
(u١(t), . . . , un(t))

T بردار که می یابیم چنان را xn(t)،. . .،x١(t) توابع می کنند. صدق
آن در که باشد، (١ . ١) دستگاه جواب

ui(t) = vi(t) + xi(t) , ١ ≤ i ≤ n. (٢ . ١)

خطی کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه به سازی ساده و (١ . ١) در ui(t) جایگذاری با

Dαixi(t) =
n∑

j=١

aijxj(t) + gi(t), ١ ≤ i ≤ n, ki − ١ < αi ≤ ki, (٢ . ٢)

x
(s)
i (٠) = ٠, s = ٠, ١, . . . , ki − ١, ki ∈ N, t ∈ [٠, ١] (٢ . ٣)

دستگاه بگیریم، Iαi کسری انتگرال آن طرفین از اگر ،(٢ . ٢) حل برای رسیم. می

xi(t) =
n∑

j=١

aijI
αi(xj(t)) + Iαigi(t), ١ ≤ i ≤ n (۴ . ٢)

صورت به مثلثی توابع برحسب را ،١ ≤ i ≤ n ،gi(t) ،xi(t) توابع بسط می آید. بدست

xi(t) = CT
i T١(t) +DT

i T٢(t), gi(t) = CT
٠iT١(t) +DT

٠iT٢(t) (۵ . ٢)

صورت به مثلثی توابع برحسب f(t) تابع بسط که است ذکر به لازم بگیرید. نظر در

f(t) = CTT١(t) +DTT٢(t)
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٣ ... دیفرانسیل معادلات دستگاه حل

آن در که باشد می

CT = [c٠, c١, . . . , cm−١] , DT = [d٠, d١, . . . , dm−١]

T١(t) = [T١٠(t), . . . , T١m−١(t)], T٢(t) = [T٢٠(t), . . . , T٢m−١(t)]

،[٣] داریم صورت، این در .٠ ≤ j ≤ m− ١ ،dj = f((j + ١)h) ،cj = f(jh) و

Iαf(t) = (CTPα
١ +DTPα

٣ )T١(t) + (CTPα
٢ +DTPα

۴ )T٢(t) (۶ . ٢)

دستور از و می شوند نامیده مثلثی توابع عملیاتی های ماتریس Pα
۴ Pαو

٣ ،Pα
٢ ،Pα

١ آن در که

Pα
١ = a



٠ ζ١ ζ٢ ζ٣ · · · ζm−١
٠ ٠ ζ١ ζ٢ · · · ζm−٢
٠ ٠ ٠ ζ١ · · · ζm−٣
... ٠

. . . ٠
. . .

...

٠
...

. . .
. . .

. . . ζ١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠


, Pα

٢ = a



ζ١ ζ٢ ζ٣ ζ۴ · · · ζm
٠ ζ١ ζ٢ ζ٣ · · · ζm−١
٠ ٠ ζ١ ζ٢ · · · ζm−٢
... ٠

. . . ٠
. . .

...

٠
...

. . .
. . .

. . . ζ٢
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ζ١



Pα
٣ = a



٠ ξ١ ξ٢ ξ٣ · · · ξm−١
٠ ٠ ξ١ ζ٢ · · · ξm−٢
٠ ٠ ٠ ξ١ · · · ξm−٣
... ٠

. . . ٠
. . .

...

٠
...

. . .
. . .

. . . ξ١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠


, Pα

۴ = a



ξ١ ξ٢ ξ٣ ξ۴ · · · ξm
٠ ξ١ ξ٢ ξ٣ · · · ξm−١
٠ ٠ ξ١ ξ٢ · · · ξm−٢
... ٠

. . . ٠
. . .

...

٠
...

. . .
. . .

. . . ξ٢
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ξ١


و ζj = jα(١ + α − j) + (j − ١)α+١ ،١ ≤ j ≤ m برای آن در که می شوند محاسبه
توابع بسط جایگذاری با اکنون می باشد. a = hα

Γ(α+٢) و ξj = jα+١ − (j + α)(j − ١)α

و (۵ . ٢) (معادلات مثلثی توابع برحسب ،١ ≤ i, j ≤ n ،Iαigi(t) و Iαixj(t) ،xi(t)

جواب آن حل با که می رسیم، خطی معادلات از جبری دستگاه یک به (۴ . ٢) دستگاه در ((۶ . ٢)
جواب (٢ . ١) رابطه از سپس می آید. دست به (٢ . ٣) اولیه ی شرایط با (٢ . ٢) دستگاه تقریبی

آورد. دست به می توان را (١ . ٢) اولیه ی شرایط با (١ . ١) دستگاه تقریبی

عددی مثال .٣

مثال یک حل و بیان به قبل، بخش در شده ارائه روش کاربرد دادن نشان برای بخش این در
می پردازیم.

کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه .٣ . ١ }مثال
Dαu(t) = u(t) + v(t),

Dβv(t) = −u(t) + v(t),
(٣ . ١)

ترتیب، به ،β و α آن در که بگیرید، نظر در v(٠) = ١ و u(٠) = ٠ اولیه شرایط با را
که وقتی (٣ . ١) دستگاه جواب .٠ < α, β ≤ ١ و می باشند v(t) و u(t) کسری مشتق مرتبه
با را دستگاه این می باشد. v(t) = etcos(t) و u(t) = etsin(t) صورت به α = β = ١
خطای ماکزیمم ١ جدول در ،α = β = ١ که وقتی کرده ایم. حل قبل بخش در شده بیان روش
همچنین، است. شده داده نشان مختلف mهای ازای به دقیق جواب و تقریبی جواب بین مطلق
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β و α مختلف مقادیر برای عددی های جواب .١ شکل

می دهد. نشان β و α مختلف مقادیر برای را تقریبی جواب های رفتار ١ شکل

α = β = ١ که وقتی مطلق خطای ماکزیمم .١ جدول

m u(t)خطای v(t)خطای
١٠ ٠٬٠٠۴٢ ٠٬٠١١٠
٢٠ ٠٬٠٠١١ ٠٬٠٠٢٩
٢۵ ۶٬٧۶۶۵e-۴ ٠٬٠٠١٩
۵٠ ١٬۶٩٣۵e-۴ ۴٬٧٠٩٨e-۴
١٠٠ ۴٬٢٣۴۶e-۵ ١٬١٨٧۶e-۴
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