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حاصل لیوویل اشترم مساله حل از که q-پیرسن تفاضلی معادله حاضر مقاله در ما چکیده.
حالات در را معادله جواب های سپس می پردازیم. معادله این حل به و کرده بیان را می شود
می کنیم. ارائه q-چندجمله ایها برای وزن تابع یافتن از مثال دو انتها در و کرده بررسی مختلف

پیش گفتار .١

بررسی مورد را لیوویل q-اشترم مساله و پیوسته لیوویل١ اشترم مساله بسیاری افراد کنون تا
با که هستند متعامدی توابع پیوسته لیوویل اشترم مساله جواب های .[۴ ،٣ ،١] داده اند قرار
مانند نیز لیوویل q-اشترم مساله حل برای می شوند. حاصل دیفرانسیل معادله خودالحاق سازی
به q-متعامد توابع صورت به جواب ها تفاضلی، معادله در وزن تابع ضرب با پیوسته حالت
خودالحاق سازی از حاصل q-پیرسن٢ تفاضلی معادله جواب وزن تابع واقع در می آیند. دست
بررسی مورد حاصل، وزن تابع یافتن و q-پیرسن تفاضلی معادله حل مقاله این در است. معادله
تفاضلی معادله جواب های نیز بعد بخش در و شده معرفی نماد چند ادامه در است. گرفته قرار

است. شده ارائه مختلف حالت های در q-پیرسن
می کنیم تعریف زیر شکل به را q-جکسون٣ مشتق

Dqy(x) =
y(qx)− y(x)

(q − ١)x , q ̸= {٠, ١−,١}, x ̸= ٠.
داریم را زیر روابط

DqDq−١y(x) = Dq (Dq−١y(x)) ,
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. q-پیرسن معادله تفاضلی، معادله لیوویل، q-اشترم مساله کلیدی. واژگان
سخنران ∗

١Sturm-Liouville
٢q-Pearson
٣q-Jackson

١
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Dq (f(x)g(x)) = f(qx)Dqg(x) + g(x)Dqf(x). (١ . ١)

شکل به نیز q-پوکهامر۴ نماد

(a; q)٠ = ١, (a; q)n = (١− a)(١− qa) ... (١− qn−١a), n = ١, ٢, ... .
نماد می توان همچنین است.

(a; q)∞ =
∞∏
k=٠

(١− aqk), ٠ < |q| < ١, (١ . ٢)

کرد. تعریف را

پژوهش دست آورد های .٢

می گیریم نظر در را زیر تفاضلی معادله

φ(x)DqDq−١yn(x; q) + ψ(x)Dqyn(x; q) + λn,qyn(x; q) = ٠, (٢ . ١)

برای چندجمله ای جواب  آوردن بدست برای .n = ٠, ١, ٢, ... برای λn,q ∈ C که طوری به
یعنی باشد، ١ درجه از ψ(x) و ٢ درجه از حداکثر باید φ(x) ،(٢ . ١) معادله

φ(x) = ex٢ + fx+ g, ψ(x) = εx+ γ, e, f, g, ε, γ ∈ C, ε ̸= ٠.
داریم کنیم، خودالحاق w(x; q) وزن تابع در ضرب با را (٢ . ١) معادله چنانچه

Dq(w(x; q)φ(x)Dq−١yn(x; q)) + w(x; q)λn,qyn(x; q) = ٠,
است برقرار زیر شکل به q-پیرسن تفاضلی معادله که طوری به

Dq(w(x; q)φ(x)) = w(x; q)ψ(x). (٢ . ٢)
معادله از متعامدند. w(x; q) وزن تابع به نسبت تعامد بازه در {yn(x; q)}n چندجمله ایهای

است. محاسبه قابل وزن تابع (٢ . ٢) تفاضلی

q-پیرسن. تفاضلی معادله جواب های .٢ . ١

نوشت زیر شکل به می توان را (٢ . ٢) معادله (١ . ١) رابطه از استفاده با .٢ . ١ نکته
w(x; q)

w(qx; q)
=

φ(qx)

(q − ١)xψ(x) + φ(x)
,

معادل طور به یا و
w(x; q)

w(qx; q)
=
eq٢x٢ + fqx+ g

αx٢ + βx+ g
, (٢ . ٣)

که طوری به
α = e+ (q − ١)ε,
β = f + (q − ١)γ.

۴Puchammer
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٣ q-پیرسن تفاضلی معادله

شکل به q-پیرسن تفاضلی معادله اگر .٢ . ٢ قضیه
w(x; q)

w(qx; q)
= θ(x), (۴ . ٢)

داریم زیر حاصل ضرب صورت به را جواب آنگاه باشد.

w(x; q) =
∞∏
k=٠

θ(qkx). (۵ . ٢)

□ دهید. قرار (۴ . ٢) معادله در را (۵ . ٢) کافیست اثبات برای برهان.

(٢ . ٣) معادله برای داد. نمایش (١ . ٢) تعریف از استفاده با می توان را (۵ . ٢) حاصل ضرب
می گیریم: نظر در جواب دسته دو

(همگرا). نامتناهی حاصل ضرب های حسب بر x ∈ R برای پیوسته جواب های الف.
حاصل ضرب های حسب بر ،ν = ٢±,١±,٠, ... با xν = qν برای گسسته جواب های ب.

داریم زیر حالت سه در را (٢ . ٣) معادله جواب های ٠ < |q| < ١ برای متناهی.
برای اول.

w(x; q)

w(qx; q)
= ١+ rx,

است زیر صورت به جواب

w(x; q) =
∞∏
k=٠

(١+ rxqk) = (−rx; q)∞, r ∈ C.

برای دوم.
w(x; q)

w(qx; q)
= rx,

است زیر صورت به جواب

w(x; q) =
∞∏
k=٠

(١+ rxqk)(١+
qk+١

rx
) = (−rx,− q

rx
; q)∞, r ∈ C, r ̸= ٠.

برای سوم.
w(x; q)

w(qx; q)
=

١+ sx

١+ tx
.tx,

است زیر صورت به جواب

w(x; q) =
∞∏
k=٠

(١+ sxqk)(١+
qk+١

tx
) = (−sx,− q

tx
; q)∞, s, t ∈ C, t ̸= ٠.

تفاضلی معادله جواب آخر حالت دو ادغام با و

w(x; q)

w(qx; q)
=

١+ sx

١+ tx
.
t

r
,
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داشت خواهیم زیر شکل به را

w(x; q) =
(−sx,− q

tx
; q)∞

(−rx,− q
rx
; q)∞

, r, s, t ∈ C, r, t ̸= ٠.
با و کرده بازنویسی q = p−١ برای را (٢ . ٣) معادله ،|q| > ١ باشیم داشته چنانچه .٢ . ٣ نکته

می نویسیم. ٠ < |p| < ١ برای را معادله ،px با x جایگزینی

است. شده بیان q-چندجمله ایها برای وزن تابع محاسبه از نمونه دو ادامه در

،Pn(x; a, b, c; q) ،big q−Jacobiچندجمله ایهای برای q-پیرسن تفاضلی معادله .۴ . ٢ مثال
[٢] شکل به

w(x; q)

w(qx; q)
=

x٢ − (a+ c)x+ ac

abx٢ − a(b+ c)x+ ac
=

(١− x
c
)(١− x

a
)

(١− x)(١− bx
c
)
,

بود خواهد زیر صورت به جواب اول حالت به توجه با که است

w(x; q) =
(x
a
, x
c
; q)∞

(x, bx
c
; q)∞

.

،Pn(x; a, b; q) ،little q−Jacobiچندجمله ایهای برای q-پیرسن تفاضلی معادله .۵ . ٢ مثال
[٢] شکل به

w(xν ; q)

w(xν+١; q)
=

١− qν+١

١− bqν+١ .
١
a
,

داریم زیر صورت به را آن جواب که است

w(xν ; q) =
(bq; q)ν
(q; q)ν

.aν .
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