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هر براي كه طوري به دارد وجود T ∈ B(H) پذير وارون عملگر يك و c ناصفر چکیده.
يا ϕ(A) = cTAT−۱ داريم A ∈ B(H)

B(H) باشد، البعد نامتناهي پذير تفكيك مختلط هيلبرت فضاي يك H كه كنيم فرض
دوسويي نگاشت يك ϕ : B(H) −→ B(H) Hو روي كراندار خطي عملگرهاي همه جبر
ϕ(B) و ϕ(A) ،A,B ∈ B(H) متشابه عملگرهاي از جفت هر براي كه طوري به باشد
A ترانهاده At كه ϕ(A) = cTAtT−۱مختلط عدد يك صورت اين در هستند. متشابه

باشد. مي Hدر ثابت و دلخواه متعامد پايه يك به نسبت

پیش�گفتار .١

را خاص رابطه يا خاصيت يك كه ماتريسي جبرهاي روي نگهدارنده هاي نگاشت مسائل
شده بيان نامتناهي حالت به آن نتايج از برخي و شده بررسي اخير هاي دهه در كنند مي حفظ
مي حفظ n × n هاي ماتريس تمام جبر روي را بودن متشابه كه خطي هاي نگاشت است.
A −→ cTAT−۱ + dtr(A)I اشكال از يكي صورت به بايد و شده بررسي [١] در كنند.
H وقتي كه گرديده اثبات نيز [٢] در همچنين باشند. A −→ cTAT−۱ + dtr(A)I يا
خطي نگاشت يك ϕ : B(H) −→ B(H) و باشد نامتناهي بعد از هيلبرت فضاي يك
صورت دو از يكي به كند حفظ جهت دو در را بودن متشابه خاصيت همچنين و باشد پوشا
در را بالا مطالب گسترش مقاله اين در باشد. مي A −→ cTAtT يا A −→ cTAT−۱

بررسي را باشد X روي كراندار عملگرهاي تمام جبر B(X) و باناخ فضاي يك X كه حالتي
آوريم. مي بدست را مشابهي نتيجه و كرده

عملگرهاي F۰(H)زيرفضاي و متناهي رتبه از عملگرهاي همه آل Fايده (H) تعریف١.١.
متشابه A,B ∈ B(H) هر براي B و A وقتي باشند. صفر اثر داراي و متناهي رتبه از
نشان را y و x داخلي ضرب y∗x نماد x, y ∈ H هر براي .A ∼ B نويسيم مي باشند
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xy∗ باشند. H در ناصفر بردارهاي y و x اگر است. x بردار متعامد متمم x⊥ دهد. مي
.(xy∗)z = (y∗z)x كنيم مي تعريف z ∈ H براي و است يك رتبه از عملگر دهنده نشان
يك باشد. yx∗ = ۰ اگر فقط و اگر است صفر مربع از عملگر يك xy∗ اين بر علاوه
يك كه گوييم مي .A۲ = I هرگاه ناميم مي برگشت عملگر را A ∈ B(H) عملگر
از −۱ و ۱ يعني آن ويژه مقادير با متناسب ويژه فضاهاي گاه هر است نامتناهي برگشت

باشند. نامتناهي بعد

است. آمده [٣] در زير گزاره و لم برهان

اسكالر و فشرده عملگر يك جمع صورت به A /∈ CI و A ∈ B(H) كنيم فرض .٢.١ لم
كه طوري به دارند وجود صفر اثر از B۱, B۲ ∈ F (H) عملگرهاي صورت اين در باشد.

و هستند خطي مستقل B۲ و B۱ الف)
.A+Bk ∼ A داريم k = ۱,۲ ب)براي

ϕ : كنيم فرض باشد. پذير تفكيك هيلبرت فضاي يك H كنيم فرض .٣.١ گزاره
پوچ عملگرهاي ϕ كه طوري به باشد يك به يك خطي نگاشت يك B(H) −→ B(H)

است. برقرار زير هاي گزاره از يكي صورت اين در كند. مي حفظ را يك رتبه از توان
τ : F۰(H) −→ x⊥ يك به يك مزدوج نگاشتخطي يك Hو در ناصفر x بردار يك الف)

ϕ(A)؛ = x(τ(A))∗ داريم A ∈ F۰(H) هر براي كه طوري به دارد وجود
δ : F۰(H) −→ y⊥ يك به يك مزدوج خطي نگاشت يك Hو در ناصفر y بردار يك ب)

ϕ(A)؛ = x(δ(A))∗ داريم A ∈ F۰(H) هر براي كه طوري به دارد وجود
هر براي كه طوري به دارد وجود T, S : H −→ H يك به يك خطي هاي نگاشت پ)

ϕ(xy∗)؛ = (Tx)(Sy)∗ داريم xy∗ يك رتبه از توان پوچ عملگر
كه طوري به دارد وجود T, S : H −→ H يك به يك مزدوج خطي هاي نگاشت ت)

.ϕ(xy∗) = (Ty)(Sx)∗ داريم xy∗ يك رتبه از توان پوچ عملگر هر براي

پردازيم. مي آن بيان به كه است آمده [٣] در زير اساسي قضيه برهان

به است دوسويي خطي نگاشت يك ϕ : B(H) −→ B(H) كنيم فرض .۴.١ قضیه
متشابه ϕ(B) و ϕ(A) ،A,B ∈ B(H) متشابه عملگرهاي جفت هر براي كه طوري
T ∈ B(H) پذير وارون عملگر يك و c ناصفر مختلط عدد يك صورت اين در باشند.
هر براي يا ϕ(A) = cTAT−۱ داريم A ∈ B(H) هر براي كه طوري به دارد وجود
متعامد پايه يك به نسبت A ترانهاده At كه ϕ(A) = cTAtT−۱ داريم A ∈ B(H)

باشد. مي H در ثابت و دلخواه

ϕ چون .ϕ(I) = µI داريم µ ∈ C ناصفر اسكالر يك براي كه دهيم مي نشان ابتدا برهان.
به A كه كنيم فرض .ϕ(A) = I كه طوري به دارد وجود A ∈ B(H) عملگر يك لذا پوشاست
فرض طبق پس .A ∼ B كه طوري به دارد وجود B ̸= A يك نباشد، اسكالر عملگر صورت
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يك به يك ϕ و ϕ(A) = ϕ(B) چون اين بنابر .ϕ(B) = I نتيجه در .ϕ(A) = I ∼ ϕ(B)
عملگري Aپس است. تناقض در A ̸= B فرض با اين كه A = B كه گيريم مي نتيجه است
مي حفظ را يك رتبه از توان پوچ عملگرهاي ϕ كه دهيم نشان خواهيم مي حال اسكالراست.
عملگر يك لذا پوشاست ϕ چون باشد. يك رتبه از عملگر يك B ∈ B(H) كه كنيم فرض كند.
نيست، اسكالر عملگر Aيك كه است واضح .ϕ(A) = B كه طوري به دارد Aوجود ∈ B(H)

است اسكالر عملگر يك Bنيز ،ϕ(A) = B رابطه طبق آنگاه باشد اسكالر عملگر Aيك اگر چون
Ax و x طوري به بيابيم را x بردار يك توانيم مي پس است. تناقض در B بودن يك رتبه از با كه
.y∗Ax = ۱ و y∗x = ۰ كه طوري به دارد وجود y ∈ H يك نتيجه در باشند. خطي مستقل
عملگر يك λ ∈ C هر براي .NAN = N و N۲ = ۰ بنابراين .N = xy∗ دهيم مي قرار
ϕ((I+λN)A(I−λN) = RλBR

−۱
λ كه طوري به دارد Rλوجود ∈ B(H) پذير وارون

هر براي RλBR
−۱
λ چون .ϕ(A− (I +λN)A(I −λN))−B = RλBR

−۱
λ بنابراين

حال باشد. مي يك نيز (λ۲ϕ(N) + λϕ(AN −NA)−B) رتبه پس است يك رتبه از ،λ
كه اين از استفاده با و دهيم مي ميل نهايت بي سمت به را λ و كنيم مي تقسيم λ۲ بر را بالا رابطه
.rankϕ(N) = ۱ كه گيريم مي نتيجه است، بسته يك حداكثر رتبه از عملگرهاي همه مجموعه
مرتبه از ϕ(N) چون .ϕ(N) ∼ ۲ϕ(N)فرض طبق بنابراين Nو ∼ ۲N داريم اين بر علاوه
همه چون طرفي از است. توان پوچ ϕ(N) بنابراين ϕ(N) = ϕ(۰) = ۰ داريم و است يك
عملگرهاي ϕ كه بگيريم نتيجه توانيم مي متشابهند، يكديگر با توان پوچ يك رتبه از عملگرهاي
.ϕ(F۰(H)) ⊂ F۰(H) كه گيريم مي نتيجه بنابراين كند. مي حفظ را يك رتبه از توان پوچ
طبق .ϕ(A) = λI +K ،K فشرده عملگر يك و λ اسكالر يك براي كه كنيم فرض اگر حال
پس نيست، فشرده و اسكالر عملگر يك جمع صورت به A چون [۴] در ماركوس و ديويد نتيجه
A با متشابه B۱, ...B۶ عملگرهاي و µ۱, ...µ۶ اسكالرهاي ،B ∈ B(H) عملگر هر براي
اينكه و B۶, ...B۱ با A تشابه از .B = µ۱B۱ + ... + µ۶B۶ كه طوري به دارد وجود
اسكالر عملگر يك جمع صورت به نيز ϕ(B) كه گيريم مي نتيجه است، ϕ(A) = λI + K

به A اگر كه دهيم مي نشان ادامه در رسيم. مي تناقض به ϕ پوشايي با و باشد مي فشرده و
نيست. شكل اين به نيز ϕ(A) آنگاه نباشد، متناهي رتبه از و اسكالر عملگر يك جمع صورت
اسكالر يك براي كه طوري به دارد وجود A ∈ B(H) عملگر يك كه كنيم فرض خلف برهان به
.ϕ(A) = λI + F و A /∈ CI + F (H) داريم F متناهي رتبه از عملگر يك و λ ∈ C
عملگر هر براي كه طوري به دارد وجود M صحيح عدد يك ،[٣] در ۴.٢ لم از استفاده با پس
ϕ كه دانيم مي .rankϕ(B) ≤ M داريم B ∈ B(H) متناهي رتبه از و صفر مربع از
گزاره از استفاده با بنابراين كند، مي حفظ را يك رتبه از توان پوچ عملگرهاي كه است نگاشتي
عدد mهر كه ،m رتبه از و صفر مربع از B عملگر هر جردن، كانوني شكل و سوم قسمت ،٣.١
براي كه بنويسيم B =

∑m
k=۱ xky

∗
k صورت به توانيم مي را Mاست از بزرگتر مثبت صحيح

چون .y∗kxk = ۰ و هستند خطي مستقل x۱, ..., xk, y۱, ..., yk بردارهاي ،k = ۱, ...,m
از باشد. مي ϕ(A) =

∑k=m
k=۱ (Txk)(Syk)

∗ عملگر هستند، يك به يك عملگرهاي S و T
چون اما ،rankϕ(B) = mپس است، يك رتبه از عملگر يك (Txk)(Syk)∗ هر چون طرفي
كنيم ثابت توانيم مي مشابه طور به رسيم. مي تناقض به rankϕ(B) ≤M فرض mبا > M
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اتفاق ٣.١ گزاره اول قسمت كه كنيم فرض بيافتد. اتفاق تواند نمي نيز ٣.١ گزاره چهارم قسمت كه
وجود τ : F۰(H) −→ x⊥ خطي مزدوج نگاشت يك و x ∈ H ناصفر بردار يك پس بيافتد،
z ∈ H كه كنيم فرض ϕ(C) = x(τ(C))∗ داريم. C ∈ F۰(H) هر براي كه طوري به دارد
پوشاست ϕ چون كنيم، مي انتخاب را v ∈ H ناصفر بردار يك باشد، x با خطي مستقل بردار يك
چون قبل گام از استفاده با .ϕ(D) = zv∗ كه طوري به دارد Dوجود ∈ B(H) عملگر يك لذا
صورت به پسDنيز گرفت نظر در فشرده و اسكالر عملگر يك جمع صورت به توان مي را ϕ(D)

پس نيست، اسكالر عملگر Dيك كه است واضح بنابراين و است فشرده و اسكالر عملگر يك جمع
D +N۱ كه طوري به دارد وجود N۱, N۲ ∈ F۰(H) خطي مستقل عملگرهاي ٢.١ لم طبق
با ϕ(D +N۲) و ϕ(D +N۱) قضيه، فرض طبق حال هستند، متشابه D با D +N۲ و
رتبه از zv∗ + x(τ۱)∗ چون .zv∗ + x(τ۱)∗ ∼ zv∗ داريم نتيجه در هستند، متشابه ϕ(D)

بايد τ(N۱) و v كه گرفت نتيجه توان مي راحتي به هستند خطي مستقل x و z و است يك
هستند، خطي وابسته τ(N۲) و v كه داد نشان توان مي طريق همين به باشند. خطي وابسته
N۱ كه گيريم مي نتيجه ϕ بودن يك به يك از و اند خطي وابسته نيز τ(N۲) و τ(N۱) پس
اگر كه داد نشان توان مي مشابه روش به است. تناقض كه باشند مي خطي وابسته نيز N۲ و
مجموعه كه داديم نشان پس رسيم. مي تناقض به مجددا بيافتد اتفاق (٣.١) گزاره دوم قسمت
هستند. پايا ϕ تحت نيستند متناهي رتبه از و اسكالر عملگر يك جمع صورت به كه عملگرهايي
ϕ(F۰(H)) ⊂ F۰(H) ⊂ F (H) ⊂ F (H) + CI ⊂ ϕ(F (H) + CI) داريم حال
مي نتيجه بالا رابطه طبق بنابراين است، ٢ بعد هم از ϕ(F (H) + CI) در ϕ(F۰(H))چون
ديگر يكبار .ϕ(F (H) + CI) = F (H) + CI و ϕ(F۰(H)) = F۰(H) كه گيريم
چهارم يا سوم قسمت پس ϕ(F۰(H)) = F۰(H) چون كنيم. مي استفاده ٣.١ گزاره از
هر براي كه داريم [٣] در ٣.١ گزاره از بعد يادآوري طبق حال افتد. مي اتفاق ٣.١ گزاره
راحتي براي باشد. مي ϕ(A) = cTAtT−۱ يا ϕ(A) = cTAT−۱ ،A ∈ F۰(H)

.ψ(A) = A ،A ∈ F۰(H) هر براي بنابراين ،ψ = C−۱T−۱ϕT دهيم مي قرار كار
از متشابهند، برگشت عملگر دو هر باشد. برگشت عملگر يك A ∈ B(H) كه كنيم فرض
طوري به دارد وجود λ ∈ C يك كه داريم [٣] از A ∈ B(H) برگشت عملگر هر براي طرفي
عملگرهاي براي ماركوس و ديويدسون نتيجه از استفاده دوبار با حال .ϕ(A) = A + λIكه

.ψ(A) = A ،A ∈ B(H) هر براي داريم برگشت
□
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