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 چکیده 

این پژوهش سعی شده، تاثیر اندازه و سایز لایه های پیزوالکتریک در میزان قدرت لایه ها و همچنین  در

مدرج تابعی مورد بحث و بررسی مواد اثرات جرم، سختی فنر و اندیس کسر حجم، بر روی ارتعاشات تیر 

 عمل حسگرها و لگرهاعم عنوان به که اند چسبیده تیر طرف دو هر به  پیزوالکتریک لایه های قرار گیرد.

جهت . است شده مهار فنر، یک با دیگر انتهای از و متحرک تکیه گاهی به انتها یک از تیر. کنند می

بررسی اثرات جرم متصل به تیر، یک جرم متمرکز در فاصله دلخواه از تکیه گاه تیر در نظر گرفته شده 

 القا ارتعاشات کاهش جهت فعال کنترلی و استخراج لاگرانژ روش کمک به مسئله بر حاکم است. روابط

 در اعمال شده است. اثرات تقسیم لایه های پیزوالکتریک بر روی تیر مشاهده می گردد و تیر در شده

با استفاده از روش عددی لاگرانژ ریلی ریتز  شد. خواهد ارائه نتایج و شده سازی شبیه سیستم کل نهایت

معادلات حاکم بر مسئله به معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل شده است. در نمونه مورد بررسی ماتریس 

میرایی را صفر در نظر گرفته ایم. جهت کنترل ارتعاشات تیر از یک کنترل بر پایه ی لیاپانوف استفاده 

حاکم بر تیر درون معادله لیاپانوف، مشاهده می شود که ارتعاشات  تیر به شده است. با قرار دادن روابط 

خوبی کنترل گشته و به نتایج خوبی دست می یابیم. شبیه سازی نتایج، مصداق برتری، کارایی و فواید 

کنترلر مطرح شده است که می توان با تقسیم کنترلر به لایه های کوچکتر در فواصل مناسب به کنترلر 

دست یافت. در کنترل ارتعاشات تیر اعمال و انتخاب شرایط مرزی و اولیه تاثیر مهمی بر کنترل بهتری 

تیر دارد و همچنین از این پژوهش دریافت شد که انتخاب وزن و محل قرار گیری جرم متمرکز در کنترل 

 ارتعاشات تیر تاثیر بسزایی دارد.

 ه های پیزوالکتریک،تکیه گاه متحرک.، لایمدرج تابعیکنترل فعال، تیر های کلیدی: واژه
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 مقدمه

پیشرفت روز افزون بشر در استفاده از مواد نو امری اجتناب  .است بوده محققان توجه مورد دیرباز سازه از ارتعاشات کاهش

ناپذیر و غیر قابل انکار بوده است .امروزه فلزاتی نظیر آهن، مس و غیره به تنهایی نمی توانند پاسخگوی نیازهای بشر باشند، در 

کلاس  مدرج تابعید نو می باشد. مواد نتیجه رفع نمودن این نیاز ها مستلزم مواد تمرکز بیشتر بر تحقیق و بررسی در زمینه موا

توسط محققان ژاپنی، در مواردی  0891در سال  مدرج تابعیجدیدی از مواد کامپوزیتی اند خواص متغیر ویژه ای دارند. مواد 

 نظیر سازه هایی در شده القا ارتعاشات که نیاز به موادی مقاوم نسبت به حرارت و بارهای دینامیکی بود ساخته و استفاده شد.

 از استفاده لذا باشد، مخرب شدت به می تواند مخابراتی، پره های توربین، محفظه های احتراق و غیره  های آنتن هواپیما، بال

می  قرار استفاده مورد مطالعات در اخیرا که است هایی روش آنها، ارتعاشات تعدیل جهت فعال کنترل و هوشمند سازه های

تغییرات هموار و پیوسته ای در  مدرج تابعیدر مواد . می باشد گیری شکل حال در مختلفی تحقیقات آنها پیرامون و گیرند

جهت ضخامت وجود دارد. این مواد به صورت موزائیک از سرامیک و فلز تهیه می گردند که به طور همزمان مقاومت بسیار 

خوبی در جهات مختلف دارند. خصوصیات خصوصیات  مدرج تابعیخوبی در مقابل حرارت و بارهای دینامیکی دارند. مواد 

قابل ملاحظه است. اساس  جعامکانیکی این مواد اغلب در یک سری تعریف می گردد  و تغییرات اندیس طبق قانون توان در مر

کنترل  ملاحظه نمود. (S. Suresh and A. Mortensen,1998) را می توان در مقاله سورش و مورتون مدرج تابعیتئوری مواد 

به کمک لایه های پیزوالکتریک، که تیر توسط یک بار  مدرج تابعیارتعاشات اجباری یک تیر تیموشنکو ساخته شده از مواد 

متحرک با سرعت ثابت بارگذاری شده است، توسط علی اصغر جعفری و مرتضی فتح آبادی بحث و بررسی گردیده است 

(A.A.jafari and m.fathabadi,2013) ن جا به جایی را با استفاده از تئوری مرتبه اول برشی تیر ها و معادلات حرکت آنها میدا

ساندویجی، با پایه  مدرج تابعیمکانیکی یک تیر  –تیر با استفاده از اصل هامیلتون استخراج کرده اند. آنالیز ارتعاشات حرارتی 

 S.C. Pradhan)توسط پردهان و مور انجام شده است ی الاستیک متغیر را با استفاده از از روش تقاضل کوادراتیک اصلاح شده

and T. Murmu,2009).  مواد مدرج تابعی و  مدرج تابعیمطالعه آنها به صورت پارامتریک بر روی جواب ارتعاشات تیر های

 مدرج تابعیحل دقیق ارتعاشات آزاد در اثر خمش یک تیر  (J. Murina et al,2010)بوده است. مورین و همکارانش  ساندوبجی

متاثر از نیروی محوری را بررسی نموده اند، آنها نتایج خود را با نتایج بدست آمده از یک نرم افزار المان محدود که در آن از 

 تابعی مدرجیک المان دو بعدی، با مش خیلی خوب استفاده شده است، مقایسه کرده اند. آنالیز ارتعاشات آزاد تیر های لایه ای 

استفاده  CUFمختلف و المان محدود توسط ام.فیلیپ و همکارانش انجام شده است. آنها جهت آنالیز از روش  با تئوری های

دیوار نازک و ضخیم توسط نورالدین و  مدرج تابعیآنالیز ارتعاشات آزاد تیر های جعبه ای  .(M. Filippi et al, 2014)کرده اند 

. آنها در مقاله خود جهت حل و بدست آوردن ماتریس سختی از (Noureddine Ziane et al, 2013)همکارانش انجام شده است

تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول استفاده کرده اند. آنالیز ارتعاشات غیر خطی و خطی قیود الاستیک متخلخل، ساخته شده 

 Nuttawit) رداخته اندناتاهیت و واریدهی بررسی شده است، که آنها به بررسی مشکلات آنها پ مدرج تابعیاز مواد 

Wattanasakulponga, Variddhi Ungbhakorn,2014).  با خصوصیات مواد متغییر طولی و  مدرج تابعیآنالیز مودال تیر های

 افزایش انجام شده است. (J. Murin et al, 2012)متقارن عرضی پیوسته متاثر از نیروی محوری بزگ توسط مورین و همکارانش 

 آن طرف دو هر به چسبیده پیزوالکتریک ی لایه جفت یک و دلبخواه متمرکز جرم با ستون یک رزشل و کمانش  ظرفیت

 .H. Ahmadian and H) احمدیان و عزیزی. گردید مطالعه (S. A. Fazelzadeh et al, 2010)  همکارانش و زاده فاضل توسط

Azizi, 2011)  به تیر دو از سازه. اند کرده مطالعه را پیرو خطی توزیعی نیروی یک معرض در مانند تیر ی سازه یک پایداری 

 پایداری. شد ساخته بود، دمپر یک و خطی غیر و خطی های فنر از ای مجموعه که خطی، غیر اتصال یک بوسیله پیوسته هم

 و لاری کاظمی توسط دارد، قرار الاستیک ی پایه یک روی و شده اعمال آن به یکنواخت غیر مماسی بار که نوسانی تیر یک

 یافته گسترشمدرج تابعی  های تیر مطالعه اخیرا. شد بحث  (S. A. Fazelzadeh and M. A. Kazemi-Lari,2012) زاده فاضل

. اند کرده مطالعه را پیزوالکتریک لایه دو شامل تحلیلیمدرج تابعی  تیر یک (A. Gharib et al,2008) همکارانش و غریب است.

  جهت درمدرج تابعی  لایه خصوصیات
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 ارتعاشات دامنه روی ،مدرج تابعی دهنده تشکیل حجم جزء اثرات آنها. بود شده توزیع حجم جزء توان قانون با مطابق ضخامت،

مدرج تابعی  تیرهای کمانش پس استاتیکی حرارت از ناشی آزاد ارتعاش (S. Li et al,2009) همکارانش و لی. دادند نشان را تیر

 در ساده ساپورت با تیر یک ارتعاش. کردند مطالعه را اند، ولتاژ و دما معرض در و پوشانده را سطح که پیزوالکتریک های لایه با

 سیمسکتوسط  برنولی اویلر و تیرهای تیموشنکو سوم مرتبه برشی شکل تغییر های تئوری از استفاده با متحرک جرم معرض

(M. Şimşek,2010)  همکارانش و وی. است شده تفسیر (D. Wei et al, 2011)  آزاد ارتعاشات حل برای تحلیلی روش یک 

وحید آزادی و همکارانش . اند کرده پیشنهاد برشی شکل تغییر و چرخشی اینرسی محوری، بار بامدرج تابعی  های تیر ترک

(Vahid Azadi et al, 2013)  تحت نیروی پیرو به کمک لایه های پیزوالکتریک را انجام  مدرج تابعیکنترل ارتعاشات یک تیر

دادند. تیر آنها از یک انتها ثابت و از انتهای دیگر با یک فنر مهار الاستیسیته شده و در معرض نیروی پیرو قرار داشت. کنترل 

انجام   (J. Murín et al,2012)ارتعاشات تیر های کامپوزیتی دوار با لایه های پیزوالکتریک کامپوزیتی توسط جی وهمکارانش

شده است. تیر های کامپوزیتی دوار شبیه تیغه ها در زمینه های مختلف از جمله هوا و فضا و مهندسی مکانیک کاربرد دارد. در 

 Simsek M. and)تحقیق آنها کنترل ارتعاشات در اثر خمش مورد بحث و بررسی قرار گرفته است. شیمشک و کوچاتورک 

Kocatürk,2009)   را تحت بار متحرک بررسی کردند. آنها در این تحقیق بر  مدرج تابعیارتعاش آزاد و اجباری تیر از جنس

 (Simsek, 2010)را استخراج کردند. همچنین شیمشک پایه تئوری کلاسیک تیرها و با استفاده از روش لاگرانژ معادلات حرکت

را تحت بار متحرک با تحریک هارمونیک بررسی کرد. وی آنالیز غیر  مدرج تابعیآنالیز ارتعاش غیر خطی یک تیر تیموشنکو  

 Li, S.Ret)خطی بر پایه تئوری تیموشنکو را با تحلیل خطی بر پایه تئوری کلاسیک مقایسه کرد. شی رونگ لی و همکارانش 

al, 2009)   فزایش دما و ولتاژ بررسی کردند. را با لایه های پیزوالکتریک را تحت ا  مدرج تابعیارتعاشات آزاد یک تیر از جنس

آنها با در نظر گرفتن مقدار دقیق کشش طولی و بر مبنای تئوری کلاسیک تیر ها معادلات حرکت تیر را در شرایط بارگذاری 

 توسط بود، شده ساپورت وینکلر نوع الاستیک ی پایه با که برنولی اویلر تیر یک الکتریکی و حرارتی به دست آورند. ارتعاش

ساخته شده اند،  مدرج تابعیجواب ارتعاشات آزاد تیر های پله ای که از مواد . است شده مطالعه  (A. Cazzani, 2013) انیکاز

. تیر آنها از دو انتها مهار الاستسیته شده بود. حیدری و (Nuttawit et al, 2014)توسط ناتاویت و همکارانش انجام شده است 

کنترل ارتعاشات اجباری یک ورق کامپوزیتی ترموالاستیک را با پیزوالکتریک انجام   (Heidary, F. and Eslami, 2006)اسلامی 

عباس دادند. معادلات حرکت را با استفاده از اصل همیلتون استخراج کرده و از روش المان محدود برای حل استفاده کردند. 

با لایه های پیزوالکتریک  مدرج تابعیل فعال یک تیر از جنس کنتر  (Abbaszadeh Bidokhti et al, 2006) زاده و همکارانش

 این برنولی و با استفاده از اصل همیلتون استخراج شد. در-حسگر و عملگر را بررسی کردند. معادلات حرکت بر پایه تئوری اویلر

 به ها عملگر و ها حسگر نظیر یکپیزوالکتر های لایه از استفاده بامدرج تابعی  تیر ارتعاش از جلوگیری در کنترلر یک تحقیق

 سبب تواند می آن که است، پیرو نیروی یک معرض در و چسبیده دلبخواه متمرکز جرم یک به تیر. است شده برده کار

 با حاکم معادلات. است شده دیگر مهار انتهای در فنر یک با و متحرک انتها یک در تیر. گردد سیستم دینامیکی ناپایداری

 برای ،پیزوالکتریک های عملگر در ولتاژ انتخاب جهت کنترلر یک. است آمده بدست ریتز -ریلی – لاگرانژ تکنیک از استفاده

 متغیر مواد توزیع و فنر سختی متمرکز، جرم محل و مقدار نظیر هایی پارامتر اثرات. است شده طراحی سیستم ارتعاش کنترل

 .شد خواهد تفسیر کنترلر، اثر و تیر سازه پایداری روی تیر،

 
 کلیات

 مدرج تابعیتیر  

 با لایه های پیزو الکتریک را در نظر بگیرید. سطح زیرین تیر یک لایه فلزی و سطح بالایی یک لایه  مدرج تابعییک تیر 
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سرامیک است. ناحیه ی بین دو سطح مخلوطی از مواد سرامیک و فلز با یک نسبت خاص وجود دارد که از رابطه زیر پیروی 

 کند:می 

(0)        (z) p (1 g(z)),eff m cp p g   

مدرج کسر حجم مواد متشکله تیر  g(z)، فلز و سرامیک است.مدرج تابعیحاکی از خصوصیات موثر مواد pcوeffp،mpکه

 بع توانی زیر مفروض شده است.است که از قانون تا تابعی

 

(2)          
1

g(z) ( ) .
2

n

f

z

h
  

zدر این رابطه
2 2

f fh h
z

 
  

 
جهت ضخامت تیر است و

2

fh
n(0است. مدرج تابعیضخامت تیر  n )   اندیس

( اثر مدول یانگ و چگالی تیر 0کسر حجم است که بیان کننده ی توزیع مواد در طول ضخامت تیر است. با استفاده از معادله)

 به صورت زیر نوشته می شود. مدرج تابعی

(3)     E (z) E (1 g(z)).f m cE g  (z) (1 g(z)),f m cg     

 ثابت در نظر گرفته شده است. مدرج تابعیچون نسبت پواسن فلز و سرامیک به شدت به هم وابسته اند، اثر نسبت پواسن تیر 

 

 حرکت بر حاکم معادلات

ضخامت  و bتیر با عرض   متحرک است. با ساپورت نوسانی تیر یک دهنده نشان( 0) شکل
fhطول وL  جفت می باشد که 

 ضخامت با پیزوالکتریک لایه هر. اند چسبیده آن طرف دو هر به پیزوالکتریک های لایه
ph ، طول 

pL ، عرضpb  ، چگالی 

p ، یانگ مدول pE 31 برابر پیزوالکتریک ضریب وe  کند، می تغییر تیر ضخامت طول در یانگ مدول چون. باشد می 

 .گردد می محاسبه زیر صورت به تقارن محور و خنثی محور ی فاصله که گیرد نمی قرار تیر تقارن محور روی تیر خنثی محور

 (4)        2 2

2 2

(z) zdz / (z)dz .
f f

f f

h h

h hf fz E E 

   
       
   
   

 

z صورت به جدید مختصات سیستم z   0 بنابراین و شده تعریف   جایی به جا میدان. باشد می تیر خنثی محور 

 :(Q. Wang and S. T. Quek, 2002)نوشت توان می صورت این به برنولی اویلر تیر یک
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)که  , t)xu x و( , t)w x به ترتیب جا به جایی در جهتx و  می باشند. کرنشx و تنشx  تیر نیز بدین صورت بیان می

 گردد:

 (6)      
2

2

(x, t)
,x

w

x
 


 


 

2

2

(x, t)
( ) .x f

w
E

x
  


 


 

 :(E. F. Crawley and J. Luis,1987)تنش در لایه های پیزوالکتریک را از روابط زیر بدست می آوریم

 (7)         
2

312
.

p

p

x p z

w
E e E

x
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,x)دان الکتریک در لایه های پیزوالکتریک و می zEحاکی از لایه های پیزوالکتریک،  pزیرنویس  t)pw  جا به جایی

,x)می باشد. چون لایه های پیزوالکتریک به تیر چسبیده اند،  پیزوالکتریک در جهت  t)pw  و(x, t)w  هم ارزند. ترم 

 

 

 ( ، تنش های مکانیکی و الکتریکی متاثر از لایه های پیزوالکتریک می باشد.7و دوم طرف سمت راست معادله )های اول 

 .با تکیه گاه متحرک pدر معرض نیروی پیرو  مواد مرتبه ای(. تیر 1شکل )

 

y( نشان داده شده، تیر طبق تابع 0همانگونه که در شکل) (t)b f  در جهتz  .نوسان می کند 

 معادلات حاکم بر حرکت را با استفاده از روش لاگرانژ بدست می آوریم:

 

 (9)     
(T T T ) (T T T ) (U U U )

( ) ,
b p m b p m b p sd

Q
dt q q q

        
  

  
 

، bنیروی تعمیم یافته است. زیر نویس های  Qمختصات بردار تعمیم یافته و  qبه ترتیب انرژی جنبشی و پتانسیل،  Uو  Tکه 

p ،m  وs کیه گاه تیر، لایه ی پیزوالکتریک، جرم متمرکز و فنر است. انرژی جنبشی سیستم را از روابط زیر به ترتیب حاکی از ت

 بدست می آوریم:

       22

0
2

1
(z)(w y) dzdx,

2

f

f

h
L

hb fT b   

 (8)   2 2

0

1 1
( (x, t) (t)) (x x )dx ( ) (x , t),

2 2

L

m D m mT m w y m w y    

    2

1 2
0

1

1
( ) [H(x x ) H(x x )]dA ,

2 n n n
n

N L

p p n
A

n

T w y dx


      

تعداد لایه های پیزو الکتریک،  Nعرض تیر،  bکه 
np  چگالی لایه یn ،1ام پیزوالکتریکn

x  2وn
x مختصات دو انتهای 
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و  H(x)محل جرم متمرکز است. ).( مشتق جزئی نسبت به زمان،  mxانداره جرم متمرکز و  mام پیزوالکتریک،  nلایه ی  

δD(x) (انرژی پتانسیل سیستم بدین صورت نوشته 7( و معادله)6توابع هویساید و دلتای دیراک هستند. با استفاده از معادله )

 می شود:

 

 (01)     
2

22
22

20 0
2

1 1
U E ( ) ( ) ,

2 2

f

f

h
L z L

hb f
z

w w
b d dx P dx

x x
 






 
 

   

          21
(L, t),

2
sU kw

  
2 2

2 2

312 2
1 1 1

1 1
U ( ) ,

2 2

n n

n n n
n n n

N N N
p p

p p z z n
PZT PZT PZT

n n n

w w
E dv e E dv E d dv

x x
 

  

 
  

 
     

 :31ثابت فنر می باشد. جابه جایی الکتریک را از رابطه زیر بدست می آوریم kام،  nجا به جایی لایه ی  dnکه 

 (00)          ,
n

n

n
n p

p

v
d

h
 

ام می باشد. جهت بدست آوردن کار غیر پایستار انجام شده توسط  nثابت غیر الکتریک مواد پیزوالکتریک لایه ی  npکه 

 ی نمائیم:نیروی پیرو از رابطه زیر استفاده م

 (02)         
(L, t)

(L, t).
w

W P w
x





 

wبا دانستن قرار داد  Q q  ( بدست آورد. به سبب پیچیدگی 02، به آسانی می توان نیروی تعمیم یافته را از معادله )

با مفهومی از سری توابع شکل بیان می  wمعادلات حاکم، حل را با یک روش حل تقریبی انجام می دهیم. در انتها جا به جایی 

به این صورت بیان  wشود، که باید شرایط مرزی را ارضاء نماید. این توابع در مختصات تعمیم یافته ضرب شده، و جا به جایی 

 :(L. Meirovitch,1997)می شود

 (03)         w(x, t) ,T

i iq q   

( و به کار بردن 8( درون معادله )03تعمیم یافته می باشد. با جایگذاری معادله )به ترتیب شکل مود ها و مختصات  qو  ϕکه 

 ریتز، معادلات دیفرانسیل معمولی را به شکل زیر بدست می آوریم:_روش رایلی

 

 (04)       
1

[M]q [K]q (K y),

,

elastelecta

elect elastelects

p a d

T

s p p

v f

v K K q

   


 

  

بردار ناشی از  dfبه ترتیب ماتریس های جرم، سختی، ولتاژ های عملگر و حسگر پیزوالکتریک اند و  vsو   M ،K ،vaکه  

به این صورت بیان   [M](  تعریف می گردد. ماتریس07پارازیت های خارجی است که به سیستم اعمال می گردد و در معادله )

 می شود:

 

,b p mM M M M   
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(06)       
1

1

2

0
2

1

(z) (x) (x) ,

(x) (x) ,

(x ) (x ),

f

f

n

n n n
n

h
L

T

hb

N x
T

p p p p
x

n

T

m m m

M b dzdx

M b h dx

M m









  

  

  

 

 

 

 (07)   
1

1

2

0
12

(z) (x) (x) (x ),
f

n

f n n n
n

h NL x
T T T

hd p p p m
x

n

f b dzdx b h dx m 



         

 

 

 بدین صورت: [K]و ماتریس 

 

         K K K K K ,b p s w    

(09)       

0

2 2
22

2 20
2

2 2

2 2
1

(x) (x)

(x) (x)
( ) ,

(x) (x)
,

(L) (L),

(x)
K (L) ,

f

f

n
n

T
L

b

h T
L z

h
z

TN

p p
PZT

n

T

s

T

w x L

K P dx
x x

b E d dx
x x

K E dv
x x

K k

P
x

  












 
 

 

  

 

   


 

  


  





 

 

K( 04در معادله)
e las t e l ec ta

p   وK
elastelects

p الکتریک لایه های حسگر و عملگر _به ترتیب حاکی از ماتریس های موثر الاستیک

 پیزوالکتریک اند.

 (21)       
1 2

K K [ .... ],
elastelect elastelect ns a

p p pee pee peeor K K K 

که 
NpeeK  برداری از ستون لایهءn الکتریک است._ام ماتریس الاستیک 

 (20)         
2

31

2
.n

n
n

n

pee
PZT

f

e
K dv

h x

 


 

  

( برای عملگر ها 20اگر لایه های بالایی عملگر ها و لایه های پایین حسگر ها باشند، برای هر جفت لایه پیزوالکتریک، معادله)

 وحسگرها بدین صورت نوشته می شود:
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 (22)       

2

1

1

1

2

1

2

1

2
31 2

2

2

2
31

2

2
31 2

2

2

2
31

2

,

,

f
pn nn n

fn
n

n

nn

n
n

n

f

nn n

fn
n pn

n

nn n

n
n

n

h
x z hp

hpee actuator
x z

p

xp

a
x

p

h
x zp

hpee sensor
x z h

p

xp

s
x

p

e b
K d dx

h x

e b
J dx

h x

e b
K d dx

h x

e b
J dx

h x

 

 

 



 

  

 




 




 




 




 



 



 

 

 که

 (23)    2

2

,
f

fn
pn

h
z

hs
z h

J d 


 

    2

2

.
f

pn

fn

h
z h

ha
z

J d 
 



  

 

 

با در نظر گرفتن خصوصیات یکسان برای لایه های پیزوالکتریک، مقدار 
naJ  و

ns
J  برای هر عملگر و حسگر به ترتیبaJ  و

sJ  ( روشن است، 23معادله )می باشد. مطابقa

s

J

J
( رابطه بین 23( و )20یک اسکالر منفی است. با استفاده از معادله های) 

 الکتریک عملگر ها و حسگر ها بدین صورت می باشد:_ماتریس موثر الاستیک

 (24)         .
elastelect elastelects a

s
p p

a

J
K K

J
 

electpK .یک ماتریس توانی)ظرفیت الکتریکی( قطری از لایه های پیزوالکتریک است 

 (25)        
1

,
elect n

n

N
T

p p n n
PZT

n

K p p dv


 

1Nکه بردار   ،np  برای ورودی هایn  ام مقادیری غیر صفر و برابر با
1

np
 دارد. 

 تریس توانی)ظرفیت الکتریکی( به صورت زیر خواهد بود:اگر ویژگی های همه ی لایه های پیزوالکتریک یکسان باشد، ما

 (26)         
1

,
electp p p p N N N NK L b I I


   

Nکه  NI   ماتریس همانیN N .می باشد
pL و

pb  به ترتیب طول و عرض لایه های پیزوالکتریک اند، که همگی مثبت

اند. اندازه
p( آمده است. پس 0در جدول )μ .یک عدد مثبت است 

 

 نتایج

ریتز و با استفاده از توابع شکل انجام شده است. تابع شکل  انتخاب شده به صورت  -حل معادلات حاکم به کمک روش ریلی 

 :(A. Gharib et al,2008)می باشد
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1 2 2 2( ) {6 (1 ) [5 6 ( ) ]}

(1 i)(2 i)(3 i)

i

i

x x x
i

L L L L

i

     

 
   

 

تعداد توابع شکل مورد استفاده باید به گونه ای باشد که جواب مسئله مستقل از تعداد آنها باشد، لذا پس از بررسی تعداد توابع 

شکل، شکل تابع مورد استفاده قرار گرفته است. در این تحقیق تاثیر سختی فنر، نیروی پیرو، جرم متمرکز و اندیس کسر حجم 

و لایه های  مدرج تابعیسیستم مورد مطالعه قرار گرفته شده است.  خصوصیات مواد  بر روی ظرفیت پایداری و جواب

( آمده است و پارامتر های بدون بعد که در شبیه سازی به کار گرفته شده است به صورت زیر می 0پیزوالکتریک در جدول)

 باشد:

cr

P
P

P


،

3
2

m m

kL

E I
 

،

2 4

, m f

m m

w L
bh

E I
 

b

m
m

m


 

جرم تیر و  bmکه 
2

24

m m
cr

E I
P

L


  ،بار خمشی تیر اویلری است که از جنس فلز باشد و فرکانس طبیعی تیر mI  ممان

اینرسی تیر )که تیر به صورت همگن در نظر گرفته شده است( می باشد. در شبیه سازی طول، عرض و ضخامت تیر به ترتیب  

1L m ،0.08b m  0.02وfh m  0.001در نظر گرفته شده است. ضخامت هر لایه پیزوالکتریکph   می باشد 

2و  0   2حاکی از تکیه گاه آزاد تیر است و  .خصوصیات  حاکی از تیر تکیه گاه ثابت در انتهای تیر می باشد

 (A. Gharib et al,2008).( آمده است0مواد پیزوالکتریک در جدول)
 

 (. خواص مواد و ثابت ها1-4جدول)

 مواد مرتبه ای مواد متشکله تیر 

 (PZT-5H)مواد پیزوالکتریک زیرکونیا)سرامیک(  )فلز( آلومنیم       پارامترها

2

1 11(C )(N/ m )E  970 10  9151 10 999.2 10 

2

2 22(C )(N/ m )E
  

970 10  
9151 10 

976 10 

2

12 55(C )(N/ m )G  926.9 10  958 10 921.1 10 

 0.56  0.3   0.3   نسبت پواسن

چگالی جرم 3/kg m  2707   3000  7700 

ثابت دی الکتریک /nF m   -   -  25.55 

پیزوالکتریک ضریب معادل 2

31 /e c m -   -  16.6 
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کسر حجم صفر در نظر گرفته ایم. برای مقادیر بدون لایه های پیزوالکتریک و با اندیس  مواد مدرج تابعیدر ابتدا یک تیر 

 ( ترسیم شده است.2)شکلدر  Pنسبت به  2و 1اول تیر دو فرکانس تغییرات  2مختلف 

2پیداست برای  شکلهمانطور که از   33     1مقادیر 2و  بدون عبور از صفر به هم رسیدند، که این نشان دهنده

ارتعاشات تیر قبل از کمانش است. برای مقادیر بالاتر اولین کمانش را داریم. چون یک انتهای تیر آزاد است ما می توانیم نتیجه 

لف اندیس کسر حجم در بگیریم که نتایج درست است. ارتعاشات دو فرکانس اول تیر نسبت به نیروی پیرو، برای مقادیر مخت

نیز دریافت می گردد که با افزایش مقدار اندیس کسر حجم ظرفیت ارتعاشی تیر  شکل( نشان داده شده است. از این 3) شکل

افزایش می یابد و افزایش مقدار نیروی پیرو سبب افزایش ناپایداری ارتعاشی تیر می گردد. در این پژوهش فرض بر این است  

به کمک مواد پیزوالکتریک بپوشانیم و اثرات تعداد و سایز پیزوالکتریک را با قدرت یکسان، روی ارتعاشات تیر  از تیر را %61که 

، 0/1سانتی متری و سپس به صورت لایه های  61بررسی کنیم. در ادامه لایه های پیزوالکتریک را ابتدا به صورت یک لایه ی 

و نهایتا تاثیر اندیس کسر حجم، جرم و فنر نیز بررسی می شود. همچنین  متری روی تیر تقسیم می گردد 2/1و  05/1، 02/1

شرایط اولیه غیر صفر به صورت  0
[1.5,0,0.1,0,0.2,0.1]T

t
q


   [25000000]و بهره کنترلر باpk diag  در 

در تمام موارد به صورت  dkدر تقویت کنترلر بیشتر است مقدار  dkنسبت به  pkنظر گرفته شده است. چون تاثیرات  

6 630dk I  .ثابت فرض شده است 

 

 
 .n=0(. دو فرکانس اول در معرض نیروی پیرو بدون بعد برای 2)شکل

 

 

 

 

 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 

 

 

 
2نیروی پیرو بدون بعد برای(. دو فرکانس اول در معرض 3شکل) 0 . 

 

سانتی متری پوشانده شده است و  61آن، توسط یک لایه  پیزوالکتریک  %61( نشان دهنده ارتعاشات  تیری است که 4)شکل

پیزوالکتریک در موقعیت
1 21 10, 0.6x x  .می باشد 

 
.2(. ارتعاشات تیر برای 4)شکل 0, 0, 0, 2.1, 0.6pn m p L     

 

Lآن، توسط سه لایه پیزوالکتریک به طول  %61( نشان دهنده تیری است که 5)شکل 0.2p m پوشانده شده است و 

  موقعیت لایه  ها به ترتیب زیر است: 
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1 2 1 2 1 21 1 2 2 3 30, 0.2 , 0.25 , 0.45 , 0.5 , 0.5 .x x m x m x m x m x m      

 

 
.2(. ارتعاشات تیر برای5)شکل 0, 0, 0, 2.1, 0.2pn m p L     

 

L( با چهار لایه پیزوالکتریک به طول6)شکلبه همین ترتیب  0.15p m :و موقعیت لایه ها به ترتیب زیر است   

 
1 2 1 2 1 2 1 21 1 2 2 3 3 4 40, 0.15m, 0.2m, 0.35m, 0.4 , 0.55m, 0.6m, 0.75mx x x x x m x x x        

 

 
.2(. ارتعاشات تیر برای6)شکل 0, 0, 0, 2.1, 0.15pn m p L     
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L( با پنج لایه پیزوالکتریک به طول 7)شکل 0.12p m :و موقعیت لایه ها به ترتیب زیر است 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 1 2 2 3 3 4 4

5 5

0, 0.12m, 0.17m, 0.29m, 0.34, 0.46m, 0.51m, 0.63m

, 0.68m, 0.8m

x x x x x x x x

x x

       

 
 

 
.2(. ارتعاشات تیر برای7)شکل 0, 0, 0, 2.1, 0.12pn m p L     

 

L( با شش لایه پیزوالکتریک به طول9)شکل 0.1p m :موقعیت لایه ها به ترتیب زیر است 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2 3 3 4 4

5 5 6 6

0, 0.1m, 0.15m, 0.25m, 0.3 , 0.4m, 0.45m, 0.55m,

0.6m, 0.7m, 0.75m, 0.85m

x x x x x m x x x

x x x x

       

   
 

 
,20(. ارتعاشات تیر برای8)شکل 0, 0, 2.1, 0.1pn m p L    . 
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سانتی متری از پیزوالکتریک را جهت کنترل تیر به  61( به روشنی ملاحظه خواهد شد، که اگر یک لایه ی 4)شکلبا  مشاهده 

( حاکی از آن است که با تقسیم لایه پیزوالکتریک 9( تا )5های ) شکلنسبتا بالایی است.  pkکار ببریم نیاز به یک کنترلر با 

کوچکتر دست یافت. اما تقسیمات را تا محدوده خاصی  pkبه لایه های  کوچک تر می توان به کنترل بهتر با کنترلرهایی با 

یه های کوچکتر باعث ضعیف تر شدن قدرت پیزوالکتریک ها خواهد شد. در این می توان انجام داد چون تقسیم لایه ها به لا

pk[...,8000000,1500,1500]موارد بهره کنترلر  diag .در نظر گرفته شده است 

 
,20(. ارتعاشات تیر برای9)شکل 0, 0.2, 2.1, 0.72mn m p L    . 

 

m( اثر جرم مورد بررسی قرار گرفته است، به این صورت که یک جرم به مقدار 8شکل) 0.2  0.72در فاصله یmx   از

0.72mx( مشاهده می گردد که بکار بردن جرم در فاصله 9)شکلبا مقایسه این حالت با  مبدا قرار گرفته است. L  سبب ،

( 01)شکلنزدیک تر کنیم سبب افزایش دامنه ارتعاشی تیر می گردد. در  Lافزایش دامنه ارتعاش می گردد و هر چه جرم را به 

با  مواد مدرج تابعیاثرات اندیس کسر حجم مورد بررسی قرار گرفته است. در این نمونه واضح است که با به کار بردن تیر 

n=10 ی یابد که به طرق مختلف می توان دامنه ارتعاش را کاهش داد و به نحوی تیر را تحت کنترل دامنه ارتعاش افزایش م

 درآورد.که برخی از این موارد عبارتند از: استفاده از یک فنر با سختی مناسب و استفاده از لایه های پیزوالکتریک تقویت شده

.است

 
,210(. ارتعاشات تیر برای11)شکل 0, 0, 2.1, 0.1n m p L    . 
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2اثر    33   2( قابل رویت می باشد.00)شکلدر 33  یمحداکثر مقدار سختی فنر قبل از کمانش می باشد که می توان 

 اثر فنر را در ارتعاشات تیر به خوبی مشاهده می نمائیم. شکلبه سیستم اعمال نمائیم. در این 

 
,20تیر برای (. ارتعاشات11)شکل 33, 0, 2.1, 0.1n m p L    . 

 

را  )اثرات فنر، جرم، اندیس کسر حجم، نیروی پیرو و تعداد پیزوالکتریک ها(نظر می گیریم که همه موارد  در ادامه تیری را در

که  مدرج تابعیمواد ( این موضوع دریافت می گردد، با داشتن یک تیر 02( و )4) شکل(. با مقایسه 02)شکل .در بر داشته باشد

جرم متمرکز در مکان مناسب و فنر به انتهای آن متصل شده باشد و در معرض یک نیروی پیرو قرار گیرد، می توان با تقسیم 

 ( کوچکتر، ارتعاشات تیر را کنترل نمود.pkلایه ی پیزوالکتریک به چند لایه،  با بهره کنترلر ) 

 
,210ارتعاشات تیر برای(. 12)شکل 33, 0.2, 2.1, 0.1n m p L    . 

 

مد خمشی را  6در اینجا می خواهیم تاثیر تعداد شکل مد ها را بر ارتعاشات سیستم بررسی کنیم. در حالت های قبلی تعداد 

 ( 03) شکلدر حالت گفته شده و مقایسه با  شکلعدد کاهش می دهیم. با رسم  3انتخاب کرده بودیم، تعداد شکل مد ها را به 
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در می یابیم که تغییر محسوسی در انحراف تیر و ارتعاشات آن رخ نداده است. پس در نتیجه کاهش تعداد توابع شکل تا سه 

 عدد تاثیر چندانی بر پاسخ سیستم ندارد.

 
 عدد مد خمشی. 3(. ارتعاشات تیر  برای 13)شکل

 

مشاهده می گردد، هر چند با انتخاب بهره  شکل. با توجه به ( مقدار بهره کنترلر مورد بررسی قرار گرفته است04) شکلدر 

های مختلف کارایی کنترلر تغییر می کند ولی در همه موارد ارتعاشات میرا می گردد و این عملکرد مناسب کنترلر را نشان می 

 دهد. 

 در هر نمونه به صورت زیر است: pkحاضر مقدار  شکلدر 

 ( 0نمونه ) 

 20000000,1500,1500,1500,1500,1500pk diag، 

 (2نمونه)  

 15000000,1500,1500,1500,1500,1500pk diag، 

 (3نمونه ) 

 10000000,1500,1500,1500,1500,1500pk diagو 

 (4نمونه)

 8000000,1500,1500,1500,1500,1500pk diag .می باشد 

 
 متفاوت.(. ارتعاشات تیر برای کنترلر با بهره های 14شکل)
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( معرف حالتی است که 05)شکل 8000000,1500,1500,1500,1500,1500pk diag 6.1وp   شکلاز این 

 کنترلر توانسته است به خوبی ارتعاشات تیر را میرا نماید. 0/2نتیجه می شود که با به کار بردن بار بحرانی بالاتر از 

 
6.1p(. ارتعاشات تیر برای حالتی که 15)شکل . 

باشد، بدون در نظر گرفتن فنر و جرم متمرکز باشد و یک  n=33اگر تیر فقط از یک ماده مدرج تابعی با اندیس کسر حجم 

1pنیروی پیرو به شدت   (خواهد بود.06قرار گیرد در این صورت ارتعاشات تیر به صورت شکل ) 

 
 n=33.(. ارتعاشات تیر مندرج تابعی با 16)شکل

 نتیجه گیری

به کمک یک کنترلر فعال، بررسی و تاثیر اندازه و محل پیزوالکتریک ها بر  مواد مدرج تابعیدر این پایان نامه ارتعاشات یک تیر 

روند کنترل تیر مورد مطالعه قرار گرفت. تیر از یک انتها  دارای تکیه گاه  متحرک و از انتهای دیگر، با یک فنر مهار الاستیک 

اند که  معرف حسگر و عملگر می باشند. یک  شده است. لایه های پیزو الکتریک در هر دو طرف تیر )بالا و پایین( چسبیده

نیروی پیرو در انتهای تیر و یک جرم متمرکز که می تواند در نواحی مختلفی از تیر قرار گیرد، بکار برده شده است. با استفاده 

کوچکتر بررسی  ریتز معادلات حاکم بر حرکت بدست آمد. ابتدا اثرات تقسیم لایه های پیزوالکتریک به لایه های -از روش ریلی

 گردید و در ادامه اثرات سختی فنر، اندیس کسر حجم و جرم متمرکز مورد مطالعه قرار گرفت و نهایتا سیستم شبیه سازی 
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شده و ارتعاشات سیستم برای نمونه های مختلف بیان شد. شبیه سازی نتایج، مصداق برتری، کارایی و فواید کنترلر مطرح شده 

سیم کنترلر به لایه های کوچکتر در فواصل مناسب به کنترلر بهتری دست یافت. در کنترل ارتعاشات است که می توان با تق

تیر اعمال و انتخاب شرایط مرزی و اولیه تاثیر مهمی بر کنترل تیر دارد و همچنین از این پژوهش دریافت شد که انتخاب وزن 

 بسزایی دارد.  و محل قرار گیری جرم متمرکز در کنترل ارتعاشات تیر تاثیر
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