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چکیده

نامیده متقاطع غیر گراف نمایند، می قطع را یکدیگر رئوسش در فقط هایش یال و دارند قرار دایره یک روی بر رئوسش که گرافی
سپس پردازیم. می ها گراف نوع این شمارش به تکینی تحلیل و نمادی های روش مولد، توابع اساس بر ابتدا مقاله این در شود. می
در درجه بزرگترین و ریشه درجۀ مجانبی توزیع و احتمال در همگرایی امیدریاضی، تکینی، تحلیل و گشتاوری های روش از استفاده با
توزیع دهیم می نشان همچنین دهیم. می قرار بررسی مورد یابند، می افزایش رئوسشان تعداد که وقتی را متقاطع غیر گراف نوع چند

است. نرمال ها گراف این در پارامترهایی مجانبی

مجانبی. توزیع احتمال، در همگرایی مولد، توابع گشتاوری، روش متقاطع، غیر های گراف کلیدی: های واژه

.60F05 ،05C30 ،05A05 :(2010) ریاضی موضوعی رده بندی

مقدمه ١

پردازیم. می زیر قضایای و تعاریف توضیح به آنها، از بعضی برای مختصری برهان ارائه و پژوهش اصلی نتایج بیان منظور به

است ساعت های عقربه جهت خلاف ترتیب به رئوس گذاری شماره که دایره یک روی بر {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با گراف .١ . ١ تعریف

گویند. ریشه را v١ گره .i < k < j < l که طوری به باشند نداشته وجود {vk, vl} و {vi, vj} یال دو هرگاه نامند، می متقاطع غیر گراف را

نمایید). ملاحظه را ١ شکل (درخت شود می نامیده متقاطع غیر درخت دور، بدون و همبند متقاطع غیر گراف

.[znwn]A(z, w) := an,m ،A(z, w) =
∑

n,m≥٠ an,mznwm یعنی {an,m}n,m≥٠ دنبالۀ مولد تابع در .١ . ٢ تعریف

s ∈ C ،|s| ≤ τ هر ازای به نمایید فرض همچنین باشد. مقدار صحیح تصادفی متغیرهای از ای دنباله {Ωn}n≥١ نمایید فرض [۴] .١ . ٣ قضیه

عبارت در Ωn گشتاور مولد تابع ،τ > ٠ و

Mn(s) := E[eΩns] =
∑
m≥٠

P(Ωn = m)ems = eHn(s)(١+O(κ−١n )),

،(u′′(٠) ̸= ٠ همچنین هستند. n از مستقل و |s| ≤ τ بر تحلیلی توابع v(s) و u(s))Hn(s) = u(s)ϕ(n)+v(s) اولا آن در که نماید صدق

،x ∈ R هر ازای به آنگاه باشد استاندارد نرمال توزیع دارای Z اگر .κn → ∞ ثالثاً ،ϕn → ∞ ثانیاً

P
{
Ωn − u′(٠)ϕ(n)√

u′′(٠)ϕ(n) < x

}
= P(Z < x) +O

( ١
κn

+
١√
ϕ(n)

)
.

از است عبارت Ωn واریانس و امیدریاضی این بر علاوه

E[Ωn] = u′(٠)ϕ(n) + v′(٠) +O(κ−١n ), V[Ωn] = u′′(٠)ϕ(n) + v′′(٠) +O(κ−١n ).

مکاتبات مسئول و *سخنران
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و حقیقی F تیلور بسط ضرایب و F (٠, y) = ٠ که طوری به باشد (٠, ٠) نقطۀ اطراف در تحلیلی تابعی F (z, y) نمایید فرض [١] .۴ . ١ قضیه

y(٠) = ٠ اولیه شرط با y = F (z, y) تابعی معادلۀ برای y = y(z) تحلیلی و یکتا جواب یک صورت این در باشند. صفر اطراف در نامنفی

که طوری به باشد بزرگ کافی اندازه به F (z, y) همگرایی ناحیه اگر است. صفر اطراف در نامنفی تیلور بسط ضرایب دارای که طوری به دارد وجود

دستگاه های جواب عنوان به y = y٠ و z = z٠ مثبت اعداد

y = F (z, y), ١ = Fy(z, y),

و است تحلیلی |z| < z٠ ازای به y(z) آنگاه ،Fyy(z٠, y٠) ̸= ٠ و Fz(z٠, y٠) ̸= ٠ اولیۀ شرایط با باشند داشته وجود (Fy(z, y) = ∂F
∂y )

و هستند تحلیلی z٠ اطراف در که دارند وجود h(z) و g(z) توابع

y(z) = g(z)− h(z)

√
١− z

z٠
. (١ . ١)

و نامند می y(z) برای دوم ریشۀ تکینی را z٠ نیست، تحلیلی z = z٠ در y(z) چون و g(z٠) = h(y٠) همچنین

[zn]y(z) =

√
z٠Fz(z٠, y٠)
٢πFyy(z٠, y٠)z

−n٠ n−٣/٢(١+O(n−١)).

نماید صدق (١ . ١) در که باشد f دوم ریشه تکینی تنها z = ρ و باشد an دنبالۀ مولد تابع f(z) =
∑

n≥٠ anzn نمایید فرض [٣] .۵ . ١ قضیه

به که باشد تحلیلی تابعی H(z, t) اگر همچنین است. تحلیلی εای > ٠ ازای به D(ρ, ε) = {z ∈ C; |z| < ρ+ ε} \ [ρ,+∞) ناحیۀ در و

سری دارای fH(z) := H(z, f(z)) آنگاه ،Ht(ρ, f(ρ)) :=
∂H
∂t

∣∣
z=ρ,t=f(ρ)

̸= ٠ باشیم داشته |t| < f(ρ) + ε و |z| < ρ + ε ازای

.limn→∞
gn
an

= Ht(ρ, f(ρ)) که است f(z) =
∑

n≥٠ gnzn توانی

صورت این در است. متناهی دوم و اول گشتاور دارای و نامنفی گسسته، تصادفی متغیر X نمایید فرض [٢] .۶ . ١ لم

E٢(X)

E(X٢) ≤ P{X > ٠} ≤ min{١,E(X)}.

مجانبی نتایج ٢

باشند متقاطع غیر همبند های گراف و ها درخت مولد توابع ترتیب به C(z) =
∑

n≥٠ cnzn و T (z) =
∑

n≥٠ tnzn نمایید فرض .٢ . ١ گزاره

داریم صورت این در هستند). رأس n با متقاطع غیر همبند های گراف و ها درخت تعداد ترتیب به cn و tn)

T (z) =
z٢

z − T (z)٢ , C(z) =
zC(z)− ٢z٢

C(z)٢ + C(z)− ٢z . (٢ . ١)

هر هستند. v١ های درخت زیر های ریشه d و c ،b ،a های گره نماییم. می آغاز ١ شکل در v١ ریشۀ با متقاطع غیر درخت یک از مثالی با برهان.

ریشۀ چپ و راست سمت دو در اند. شده داده نشان متفاوت خط نوع ۴ با شکل در که نامند می ای پروانه گراف یک را v١ های درخت زیر از یک

و متقاطع غیر های درخت های مجموعه ترتیب به U و T نمایید فرض حال ای). پروانه گراف بال (دو است متقاطعی غیر درخت ،v١ زیردرخت هر

تک مجموعه اگر صورت این در است. U مولد تابع U(z) نمایید فرض همچنین باشند. است، شده بریده ها آن ریشۀ که متقاطعی غیر های درخت

داریم [۴] در نمادی های روش و ١ شکل طبق آنگاه باشد، گره یک شامل o عضوی

T = o× U , U = {}+ (U × o× U) + (U × o× U)٢ + (U × o× U)٣ + · · ·

T = zU, U = ١+ zU٢ + (zU٢)٢ + (zU٢)٣ + · · · = (١− zU١−(٢.

آید. می دست به نیز دوم معادلۀ ،[۴] در نمادی های روش با آید. می دست به (٢ . ١) در اول معادلۀ فوق، معادلات دستگاه حل با
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٢ . ١ گزارۀ برهان به مربوط های نمایش :١ شکل

با است برابر رأس n با متقاطع غیر همبند های گراف و ها درخت تعداد n→ ∞ گاه هر .٢ . ٢ قضیه

tn =

√٣
٢٧

(٢٧۴ )n√
πn٣/٢ (١+O(n−١)), cn =

(√۶
٩ −

√٢
۶

) (۶√٣)n
√
πn٣/٢ (١+O(n−١)).

F (z, y) = یا و F (z, y) = z٢
z−y٢ ترتیب به ۴ . ١ قضیۀ در F (z, y) تابع آنگاه باشد، y = C(z) یا و y = T (z) هرگاه (٢ . ١) طبق برهان.

شود. می حاصل نتیجه و آیند می دست به y = y٠ و z = z٠ اعداد ، Maple از استفاده با سپس است. zy−٢z٢
y٢+y−٢z

آنگاه باشند. معمولی و همبند های گراف در v١ درجۀ مجانبی توزیع ترتیب به dGk و dCk ،v١ = k هرگاه که نمایید فرض .٢ . ٣ قضیه

pC(w) =
∑
k≥١

dCk w
k =

(١− ٣√١)
٢

٢
w(w + ١+

√٣)
(١− (١− ٣√١w)

٢) ,

pG(w) =
∑
k≥١

dGk w
k =

(
√٢− ٢(١

٢
(١+ w)٢

(١− (
√٢− ١)w)٢ .

، Maple از استفاده با و ۴ . ١ قضیۀ ،(١ . ١) طبق آید. می دست به مشابه طور به pG(w) و دهیم می توضیح را pC(w) محاسبه مختصراً برهان.

و رأس n با همبند متقاطع غیر های گراف تعداد cn,k مولد تابع یعنی C(z, w) فرمول آید. می دست به y = C(z) دوم ریشۀ تکینی ρ =
√٣
١٨

کنیم می تعریف مولد توابع ضرایب و مجانبی توزیع رابطۀ طبق بنابراین است. آمده دست به [٣] در ،k ریشۀ درجۀ

H(z, C(z)) := C(z, w) =
z − zw٢ (١− z −

√١− ۶z + z٢)
١− w٢

(
١+ z −

√١− ۶z + z٢
)

شود. می حاصل نتیجه ۵ . ١ قضیۀ اساس بر و آوریم می دست به را Ht(ρ,C(ρ)) مقدار Maple کمک به مجددا حال

از عبارتند معمولی و همبند متقاطع غیر های گراف در ریشه درجۀ مجانبی های توزیع .۴ . ٢ نتیجه

dCk ∼
(١
٢ +

٣√١
)
k

(
١− ٣√١

)k
, dGk ∼ k(

√٢− ١)k.

شود. می حاصل نتیجه ،٢ . ٣ قضیۀ در pG(w) و pC(w) لورن مک بسط از استفاده با برهان.

فرض شود. می استفاده گشتاوری» «روش به موسوم روشی از رأس، n با متقاطع غیر گراف یگ در درجه بزرگترین ∆n مجانبی تحلیل برای

ارتباط تصادفی متغیر این شمارد. می رأس n با متقاطع غیر گراف یک در را k از بزرگتر درجۀ با های گره تعداد که باشد تصادفی متغیر Yn,k نمایید

زیرا دارد ∆n با نزدیکی

Yn,k > ٠ ⇐⇒ ∆n > k. (٢ . ٢)

١٣
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k درجۀ دارای که طوری به باشد رأس n با متقاطع غیر گراف یک رئوس بین از تصادف به رأس یک انتخاب احتمال dn,k نمایید فرض .۵ . ٢ لم

درجۀ دارای که طوری به باشد رأس n با متقاطع غیر گراف یک رئوس بین از تصادف به رأس دو انتخاب احتمال dn,k,l نمایید فرض همچنین است.

داریم صورت این در هستند. l و k

n٢
(∑

l>k dn,l
)٢

n
∑

l>k dn,l + n(n− ١)∑l١,l٢>k dn,l١,l٢
≤ P(∆n > k) ≤ min{١, n∑

l>k

dn,l}.

می را هایی رأس تعداد Xn,k =
∑

v ١{d(v)=k} آنگاه شود، k برابر v رأس درجۀ d(v) که باشد پیشامد این نشانگر تابع ١{d(v)=k} اگر برهان.

از E(Y ٢
n,k) و E(Yn,k) بنابراین .Yn,k =

∑
l>kXn,l و است k ها آن درجۀ که شمارد

E(Xn,k) = ndn,k, E(Xn,kXn,l) = n(n− ١)dn,k,l,

آیند. می دست به P(∆n > k) = P(Yn,k > ٠) برای فوق های کران ،(٢ . ٢) و ۶ . ١ لم از استفاده با سپس شوند. می محاسبه

باشد: برقرار زیر فرض سه همچنین و باشد dn,k مجانبی توزیع dk ،n→ ∞ هرگاه نمایید فرض .۶ . ٢ قضیه

.log dk ∼ k log q ،k → ∞ و ٠ < q < ١ هرگاه (١)

dn,k ∼ dk, dn,k,l ∼ dk dl ،(C > ٠) k, l ≤ C log n و n, k, l → ∞ هرگاه (٢)

.dn,k = O(q̄k), dn,k,l = O(q̄k+l) ،n, k, l ≥ ١ هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود q̄ > ١ عدد (٣)

شود: می گرفته زیر نتیجۀ دو ∆n برای صورت این در

∆n

log n
→ ١

log(q−١) , احتمال) در (همگرایی E(∆n) ∼
١

log(q−١) log n (n→ ∞).

چون طرفی از آید. می دست به احتمال در همگرایی چبیشف، قضیۀ و ۵ . ٢ لم از استفاده با برهان.

E(∆n) =
∑
k≥٠

P{∆n > k} =
∑
k≥٠

P{Yn,k > ٠},

شود. می حاصل قضیه دوم نتیجه ها آن از که است دسترسی قابل E(∆n) برای هایی کران ۵ . ٢ لم بردن کار به با و است

به شود. می حاصل q مقدار و شوند می برآورده متقاطع غیر های گراف برای ۶ . ٢ قضیۀ شرط سه [٢] در ٣٬٢ و ٣٬١ های لم کمک به .٢ . ٧ توجه

است. q = ١− ٣√/١ همبند متقاطع غیر گراف یک برای مثال طور

متقاطع غیر های گراف تعداد fn,k نمایید فرض بگیرید. نظر در متقاطع غیر های گراف برای را f(z, w) =
∑

n,k≥٠ fn,kznwk مولد تابع

یک در ها یال تعداد متقاطع، غیر گراف یک در همبند های زیرگراف تعداد تواند می χ پارامتر است. k برابر χ پارامتر ها آن در که باشد رأس n با

f = F (z, w, f) صورت به بازگشتی معادلۀ در f مولد تابع چون باشد. غیره و متقاطع غیر درخت یک در ها برگ تعداد همبند، متقاطع غیر گراف

توابع ،١ از کوچکی همسایگی در w هر ازای به که شود می داده نشان ،[١] در ۴ . ١ قضیۀ برهان مشابه برهانی اساس بر آنگاه نمایند، می صدق

که طوری به دارند وجود اند) تحلیلی ١ (در c١(w) و c٠(w)

f(z, w) = c٠(w) + c١(w)
√١− z/ρ(w) +O(١− z/ρ(w)), (٢ . ٣)

است. f برای دوم ریشۀ تکینی ρ(w) و

١۴
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در همبند های زیرگراف تعداد و همبند، متقاطع غیر گراف یک در ها یال تعداد متقاطع، غیر درخت یک در ها برگ تعداد مجانبی توزیع .٢ . ٨ قضیه

قابل ثابت مقادیر λ و κ گراف، های رأس تعداد n آن در که است واریانس σ٢n ∼ λn و µn ∼ κn میانگین با نرمال متقاطع، غیر گراف یک

هستند. محاسبه

داریم (٢ . ٣) از تکینی آنالیز براساس صورت این در .fn :=
∑

k≥٠[wk][zn]f(z, w) نمایید فرض برهان.

fn(w) := [zn]f(z, w) = γ(w)

( ١
ρ(w)

)n(
١+O

( ١
n١/٢

))
,

نماید: می صدق زیر فرمول در χ پارامتر احتمال مولد تابع نتیجه در است. تحلیلی تابعی γ آن در که

qn(w) :=
fn(w)

fn
=
γ(w)

γ(١)
(
ρ(١)
ρ(w)

)n(
١+O

( ١
n١/٢

))
= e

ln
(

γ(w)
γ(١)

)
+n ln

(
ρ(١)
ρ(w)

)(
١+O

( ١
n١/٢

))
.

است: زیر صورت به χ پارامتر گشتاور مولد تابع ،٠ از کوچکی همسایگی در s هر ازای به بنابراین

Mn(s) := qn(e
s) = e

ln
(

γ(es)
γ(١)

)
+n ln

(
ρ(١)
ρ(es)

)(
١+O

( ١
n١/٢

))
.

شود. می حاصل نتیجه v(s) = ln
(
γ(es)
γ(١)

)
و u(s) = ln

(
ρ(١)
ρ(es)

)
،ϕ(n) = n دادن قرار و ١ . ٣ قضیۀ کاربردن به با حال
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