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 چکيده

 ییک مسئله. ایمبررسی کرده و دوم ی نموداری در ارتباط با مشتق اولمسئلهدر این مقاله درک دانشجویان سال اول دانشگاه را از یک 

  𝑓و از آنها خواستیم نمودار تابع  ارائه کردیماست به دانشجویان  𝑓های مشتق اول و دوم تابع که حاوی شرایطی روی علامت غیر متعارف

. بیشتر ایمو همکاران  استفاده کرده 1نموداری حساب دیفرانسیل بیکری های دانشجویان از طرحوارهبرای بررسی پاسخ. را رسم کنند

هایی که با دانشجویان انجام دادیم درک آنها را در دانشجویان حاضر در تحقیق ما در حل این مسئله مشکل داشتند. در مصاحبه

 کشف کردیم.  ،ه مشکلاتی در انجام آن داشتندهایی کهایی که قادر به انجام آن بودند و قسمتقسمت

 

 .پیشرفت طرحواره، مشتق اول، مشتق دوم ، APOSدرک نموداری، نظریه  های کليدی:واژه

 مقدمه   1

 را به دست 𝑓′′(𝑥)و  𝑓′(𝑥)بع بگیرند و توا اول و دوم مشتقی مشخص، دارای ضابطهتوانند از یک تابع می دانشجویان معمولا

بر اساس اطلاعات  𝑓و در رسم نمودار  دارند اول و دوم مشتق ارینمود درک کمتری از بازنمایی اما همین دانشجویان .آورند

مشتق  از را اول دانشگاه در این تحقیق درک نموداری دانشجویان سال. ([6],[2])شوند مشتق اول و دوم با مشکل مواجه می

و  های مشخص به دانشجویان دادیمروی بازه ،′′𝑓، و دوم ،′𝑓، اطلاعاتی در مورد علامت مشتق اولایم. بررسی کرده و دوم اول

 ([4],[3]) دهدطور که نتایج تحقیقات نشان میهمانبا شرایط داده شده را رسم کنند.   𝑓ها خواستیم که نمودار یک تابع از آن

 از توابع جبری مشتق بگیرند و فرمول توانندمی های حساب دیفرانسیل و انتگرالآموزان در کلاسبیشتر دانشجویان و دانش

𝑓′ ی دلخواه به دست آورندی جبری مشخص را در یک نقطهی خط مماس به یک منحنی با ضابطهیا معادله را به دست آورند 

های جبری ارائه نشده باشند و تنها به فرم ضابطه اگر ،توانند این مفاهیم را درک کنندآموزان میآیا دانشجویان و دانش ولی

 در قالب نموداری بیان شده باشند؟ 

شوند. در واقع به مفاهیم ریاضی چگونه یاد گرفته میکه کند به طور اساسی توصیف می APOSی نظریه – APOSنظریه 

 APOSی طبق نظریه. سازنددهد که چگونه فراگیران درکشان را از یک مفهوم ریاضی مییک چارچوب توضیح می عنوان

شوند بلکه در ابتدا ساختارهای مرتبط با آن مفهوم در ذهن فراگیران ساخته مفاهیم ریاضی به طور مستقیم یادگرفته نمی

ی یادگیری ریاضیات معروف است. همچنین دانش ریاضی یک فرد یعنی تمایل وی برای پاسخگویی به شود، که به فرضیهمی

ها استفاده های مختلف از آنکه در موقعیت 2ز طریق ساخت یا بازسازی ساختارهای ذهنیی ریاضی ایک موقعیت مسئله

 . 6و طرحواره 5، شئ4، فرایند3عبارتند از عمل APOSساختارهای ذهنی نظریه  نماید.می

                                                           
 سخنران و مسئول مکاتبات *

Baker 1 

Mental construction 2 

Action 3 

Process 4 

Object 5 

Schema 6 

٢٢

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


ر جدید و دیگهایی بین اعمال، فرایندها و اشیاء قبلی و ها به عنوان ارتباططرحوارهپیشرفت  - نظریه پيشرفت طرحواره

ها ممکن است توسط باشد. پیشرفت آناند و یا از نو در حال ساخته شدن هستند، میهایی که از قبل ساخته شدهطرحواره

 ،Intraی اول، با نام در مرحله .اند قابل توصیف باشدمعرفی کرده، سه گانه ،Triad تحت عنوان 8و گارسیا 7سه مرحله که پیاژه

 Inter، ی دوممانند. در مرحلهاشیاء ریاضی در حال ساخته شدن هستند اما در اکثر موارد آنها نسبت به یکدیگر ایزوله باقی می

زمانی است  ،Transی آخر، بین فرایندها و اشیاء مختلف و انتقال بین آنها در حال شروع شدن است. مرحله ، شناسایی ارتباط

 ه در مرحله قبل به صورت یک ساختمان از ساختارهای منسجم ظاهر شوند.های شناسایی شدکه ارتباط

های پیرامون یادگیری شاخهی پیشرفت طرحواره و نظریه APOSتحقیقات زیادی با استفاده از نظریه . تحقيقات مرتبط

ام شده انجیل و انتگرال و حتی ریاضیات فازی مختلف ریاضیات از جمله ریاضیات گسسته، جبر، جبر خطی، حساب دیفرانس

  کامپیوتر، علوم کامپیوتری ریاضی فراتر رفته و از این نظریه در مهندسی ی این تحقیقات حتی از حوزه. دامنه([7],[1]) است

  (.[1]نیز استفاده شده است )و آمار 

 روش انجام تحقيق

ر های دولتی خراسان رضوی که در نیمسال اول تحصیلشان ددانشجوی سال اول یکی از دانشگاه 14 –شرکت کنندگان 

بودند به طور کاملا داوطلبانه در این تحقیق شرکت کردند. جلسات مصاحبه با تمام  1حال گذراندن واحد ریاضی عمومی 

 شد. های صوتی ضبط میدانشجویان به طور کامل در قالب فایل

 را رسم کنید که تمام شرایط زیر برای آن برقرار باشد: 𝑓نمودار تابع  –حبه سوال مصا

𝑓 پیوسته باشد 

𝑓(0) = −3,   𝑓′(−1) = 𝑓′(1) = 0, lim
𝑥→0

𝑓′(𝑥) = −∞ 

𝑓′(𝑥) > 0  𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑥 < −3   𝑎𝑛𝑑  𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑥 > 1 

𝑓′(𝑥) < 0   𝑤ℎ𝑒𝑛 − 3 < 𝑥 < −1  𝑎𝑛𝑑 − 1 < 𝑥 < 0    𝑎𝑛𝑑  0 < 𝑥 < 1 

𝑓′′(𝑥) > 0   𝑤ℎ𝑒𝑛  𝑥 < −1  𝑎𝑛𝑑  0 < 𝑥 < 4 

𝑓′′(𝑥) < 0   𝑤ℎ𝑒𝑛  − 1 < 𝑥 < 0   𝑎𝑛𝑑   𝑥 > 4 

آنها  طبق نتایج. ایم( استفاده کرده[3]از چارچوب نظری بیکر و همکاران )برای بررسی درک دانشجویان . چارچوب نظری

 یو طرحواره 9ی خصوصیتدو طرحوارهواند توسط تعامل تدیفرانسیل و انتگرال میی نموداری حسابپیشرفت طرحواره

  شود. توصیف 10فاصله

فهمیدن هر شرط تحلیلی ( 1شود: ی مهم را شامل میی خصوصیت دو جنبهطرحواره. ی خصوصيتطرحواره پيشرفت

هماهنگ کردن  (2و  با یک خصوصیت نموداری تابع دارد ای کههایی که در صورت مسئله وجود دارد( به عنوان رابطه)شرط

 و ستند(، حد مشتق اولشرایط شامل اطلاعات مشتق اول و دوم ) آیا آنها مثبت، منفی یا صفر ه .با یکدیگر این شرایط

 Triadهستند. چارچوب  حساب دیفرانسیل و انتگرالی نموداری یک مسئله ها شرایط اصلی و مهمپیوستگی تابع است. این

 در زیر توصیف شده است. ی خاصهبه کار برده شده برای این طرحوار

و آن را با یک خصوصیت نموداری از  تفسیر کند یک شرط ایزوله را تواند، دانشجو میی خصوصیتاز طرحواره Intraدر سطح 

ات کند و اغلب اوقات از خصوصیتابع مرتبط کند. یک دانشجو در این سطح به عنوان نمونه تنها شرط مشتق اول را استفاده می

ار رفتهم قرار بگیرند، دانشجو  . اگر دو خصوصیت روینگ کندهماهجهت تولید نمودار ها را تواند آنآگاه است اما نمیدیگر 

، دبیش از یک خصوصیت داشته باش . اگر او سعی در استفاده کردنکندتوصیف می نمودار را با استفاده از تنها یک خصوصیت

از  Interدر سطح  تواند استفاده کردن تنها یک خصوصیت را ترمیم کند.نمیتواند توصیفش را کامل کند و دانشجو نمی
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این هماهنگی، به  کند.می به طور همزمانبه هماهنگ کردن دو یا تعداد بیشتری شرط ، دانشجو شروع ی خصوصیتطرحواره

ی خصوصیت از طرحواره Transشود. دانشجو در سطح ی شرایط روی هم افتاده شده به کار برده نمیهر حال، در سراسر همه

جا . در اینهماهنگ کند خصوصیات نمودار تابع روی یک بازه همه شرایط تحلیلی را با شود اگر او بتوانددر نظر گرفته می

 دهد چه رفتارهایی از یک تابعبه طور واضح تشخیص می به این معنا که اودهد نشان می یک انسجام از طرحواره را انشجود

 د.نتوانو چه رفتارهایی نمی در نمودار وجود داشته باشندد نمی توان

، اتصال کردن فاصله فهمیدن نماد بازهعبارتند از  یا بازه ی فاصلههای مهم از طرحوارهجنبه. ی فاصلهطرحواره پيشرفت

 ی مهمیک مسئلههای مختلف از دامنه بخشبین های روی هم افتاده. تمائز قائل شدن های مجاور، و هماهنگ کردن فاصله

 یدانشجو رو شرایط مخصوصی را دارد و تسلط ی مصاحبه، هر بازهمقدماتی است. در مسئله حساب دیفرانسیل و انتگرالدر 

مورد استفاده قرار گرفته است که در ادامه  ی خاصاین طرحوارهتوصیف برای  Triad. ضروری استجهت رسم نمودار ها فاصله

های ایزوله کار میکند. اطلاعات فاصله ، دانشجو تنها روی فاصلهی فاصلهاز طرحواره Intraدر سطح  پردازیم.به توصیف آن می

 Inter د. در سطحنشومیاو های مجاور سبب دست پاچگی ها یا اتصال فاصلهد. رویهم افتادگی فاصلهنبه فاصله توصیف میشو

کند. این هماهنگی، به می ای مجاور را به طور همزمان هدو یا تعداد بیشتری از فاصله ، دانشجو شروع به هماهنگ کردن 

در نظر گرفته ی خصوصیت از طرحواره Transدانشجو در سطح . افتدهای متصل اتفاق نمیی فاصلههرحال، در سرتاسر همه

 هایو فاصله را روی هم قرار دهد هافاصلهبود خواهد . او قادر باشد دامنه ها در سرتاسرفاصله به هماهنگ کردن قادر میشود اگر

 .مجاور را باهم هماهنگ کند

 اصلی نتایج 2

اکثر  با استفاده از شرایط داده شده در مسئله دارند. 𝑓اساسی در رسم نمودار  شاهده کردیم که دانشجویان مشکلاتدر پایان م

limدانشجویان قادر به هماهنگ کردن شرط 
𝑥→0

𝑓′(𝑥) = 𝑥ی در نقطه .شرط پیوستگی نبودندو   ∞− = نمودار دارای یک  3−

 یبعضی دانشجویان نمودار تابع روتوانستند این مورد را به درستی رسم کنند. است که دانشجویان نمی 11ی بازگشتینقطه

ها با /نزولی( یا تناول )صعودیاستفاده از شرط مشتق با  یا ،توانستند رسم کنندیکی از خصوصیات می یک بازه را تنها با

را روی  ′′𝑓و  ′𝑓خواستند هر دو شرط مربوط به استفاده از شرط مشتق دوم )تقعر رو به بالا/پایین(. این دانشجویان اگر می

 خوردند. یک فاصله هماهنگ کنند و نموداری رسم کنند که هر دو شرط را روی آن فاصله داشته باشد به مشکل برمی

و  های خصوصیتهای دانشجویان را براساس پیشرفتی که نسبت به هر یک از طرحوارهپاسخهای دانشجویان. پاسخآناليز 

را در اینجا  هانمونه از آن دوتنها و محدودیت صفحات ها به علت حجم زیاد مصاحبهفاصله داشتند دسته بندی کردیم. 

 . ایمآورده

فاطمه یکی از دانشجویانی بود که در این سطح قرار  ی فاصله:از طرحواره Trans سطح -از طرحواره خصوصیت Inter سطح

منه را تنها با های داکرد اما بعضی از بازههای روی هم افتاده شده در یک بازه را به درستی رسم میاو بعضی از شرطداشت. 

𝑥در حول  روی آن بازه نداشت. ′𝑓ایط کرد و توجهی به شرمیرسم  استفاده از شرط مشتق دوم = lim شرط او 0
𝑥→0

𝑓′(𝑥) =

 . را به کلی نادیده گرفت ∞−

، اما چگونه تابع قبل از منفی رو به بالا است 𝑓کوچکتر از منفی یک مشتق دوم مثبت است بنابراین تقعر  های 𝑥 فاطمه: برای

فاصله  روی اینبودن تابع  توجهی به صعودی و نزولی بدون اینکهاو با تعجب این مورد را بیان کرد و درنهایت )سه نزولی است 

 .آمده است 1فاطمه در شکل نمودار  تقعر نمودار را رسم کرد(.خاصیت  داشته باشد تنها با استفاده از

 
 . نمودار فاطمه1شکل 

                                                           
 های چپ و راست با هم برابر نیستند.ی پیوسته روی نمودار تابع است که مشتقبازگشتی یک نقطه ینقطه11 
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ین سطح قرار داشت. محمد تنها دانشجویی بود که در ا ی فاصله:از طرحواره Transسطح  -از طرحواره خصوصیت Transسطح 

محمد در های دامنه را روی آن مشخص کرد. جدول رسم کرد و تمام بازه ′′𝑓 و ′𝑓ابتدا یک جدول به منظور تعیین علامت  او

 آمده است. 2شکل 

 
 ′′𝑓و  ′𝑓. جدول محمد برای تعیین علامت 2شکل 

قعر تواند صعودی و یا نزولی باشد و اگر تاگر تقعر رو به بالا باشد تابع می". نکاتی را توضیح داداو همچنین قبل از رسم نمودار 

 را برای تایید توضیحاتش رسم کرد. 3. او شکل "صعودی یا نزولی باشد تواندرو به پایین باشد نمودار می

 
 ′′𝑓و  ′𝑓ا اط ب. نمودارهای محمد در ارتب3شکل 

limمحمد در مورد شرط 
𝑥→0

𝑓′(𝑥) = 𝑥خط مماس بر نمودار در " اینگونه توضیح داد:  ∞− = باید عمودی باشد تا شیب آن  0

ه نمودار بنابراین در یک لحظ نمودار  پیوسته استنهایت شود و از طرفی تابع در این فاصله باید نزولی باشد...از آنجایی که بی

 آمده است. 4شکل . نمودار محمد در "شودعمودی می

 
 نمودار محمد. 4شکل 

ا بیان کرده بودند ر شانبه علت محدودیت در تعداد صفحات این مقاله تنها قسمتی از جملاتی که دانشجویان در زمان پاسخ

 هاهای ضبط شده در طول مصاحبههای دانشجویان تمام فایلایم. قابل ذکر است که محققین این تحقیق برای آنالیز پاسخآورده

 اند.را با دقت مورد بررسی قرار داده پاسخ دانشجویانهای و برگه

ن دانشجویارسد اگر چه به نظر می. دیفرانسيل و انتگرال و محققين آتیهایی به اساتيد و معلمان حسابتوصيه

درک ها آندهد که نشان می اما نتایج این تحقیق دارند 𝑓مشتق اول و دوم تابع جبری  در محاسباتعملکرد قابل قبولی 

همانطور  استفاده کنند. 𝑓در رسم نمودار ها از آنتوانند این مفاهیم دارند و به درستی نمی نموداری هایکمتری از بازنمایی

دهند بیشتر دانشجویان در امتحانات سنتی ی این تحقیق ذکر کردیم، نتایج تحقیقات مختلف نشان میکه در بخش مقدمه

اکثرا شامل مشتق گیری از یک تابع جبری هستند، عملکرد خوبی دارند. مشکلات دانشجویان حساب دیفرانسیل و انتگرال که 

شود که این توابع به فرم جبری نیستند و تنها اطلاعات مسئله یک نمودار یا یک جدول از مقادیر تابع است. زمانی شروع می

-دیفرانسیل و انتگرال و همچنین اساتید ریاضی روی بازنماییحسابن ی معلمیتواند توجه بیش از اندازهیکی از این دلایل می

نتایج این تحقیق ضرورت تمرکز بیشتر اساتید روی های نموداری از مفهوم مشتق باشد. های جبری و توجه کمتر به بازنمایی

مختلف  هاین بازنماییدهد. ارتباط بیهای نموداری مفاهیم حساب دیفرانسیل و انتگرال به خصوص مشتق را نشان میبازنمایی

هایی که با مصاحبه  (.[5]توصیه شده است )نیز یک مفهوم برای رسیدن به درک مفهومی در بعضی تحقیقات آموزش ریاضی 

اطلاعات مشتق اول  را بر اساس 𝑓نمودار  هاآن اکثر د کهندهدانشجویان شرکت کننده در این تحقیق داشتیم نشان می

. ما اساتید ریاضی عمومی ممکن است کمتری از مشتق دوم )تقعر( دارند یو استفاده کنندمیرسم )صعودی/نزولی بودن( 

مرکز در تدریس تچون خودمان درک خوبی از تقعر داریم اینگونه فکر کنیم که دانشجویان هم مشکلی در این قسمت ندارند و 

𝑥در  نمودار تابع سوال مصاحبهداشته باشیم.  کمتری روی این موضوع = ی بازگشتی است و اکثر دارای یک نقطه 1−

تواند این مورد باشد که آنها کمتر این نوع توابع را دانشجویان حاضر در تحقیق ما با آن مشکل داشتند. یکی از دلایل می

ا آن احبه بیکی دیگر از موانعی که دانشجویان در سوال مصاند. پذیر را دیدهاند و اغلب توابع پیوسته و مشتقمشاهده کرده

lim شرط شدند هماهنگ کردن شرط پیوستگی ومواجه می
𝑥→0

𝑓′(𝑥) = بود، بعضی از دانشجویان شرط مربوط به حد   ∞−
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گرفتند و بعضی دیگر از دانشجویان برای برقراری شرط مربوط به حد مشتق اول شرط پیوستگی نادیده میرا به کلی  مشتق اول

( آیا این 1وال را بررسی کنند: توانند دو ساعتبار مدل ارائه شده در این مطالعه، محققین میبرای بررسی گرفتند. را نادیده می

( آیا گروه دیگر 2؟ کندنیز آدرس دهی میشوند روبرو می مشابه سوال مصاحبه مسائلیرا زمانی که با   درک دانشجویان مدل

طرح توان مسوالاتی که در اینجا برای تحقیقات آتی می دهند؟از دانشجویان نیز این مشکلات را در فرایند حلشان نشان می 

های دانشجویان استفاده شود به چه نتایج مهم دیگری های دیگر برای تحلیل پاسخکرد به این صورت است که اگر از نظریه

ابل ریاضی دیگری قی پیاژه و گارسیا برای بررسی فرایندهای شناختی چه مفاهیم ی پیشرفت طرحوارهخواهیم رسید؟ نظریه
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