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چکیده
ابتدا شد. خواهد گرفته بکار ناویر-استوکس معادلات حل برای شعاعی پایه توابع شبکه بدون روش  مقاله این در
سپس می گیرد، قرار استفاده مورد معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه به نظر مورد معادله تبدیل برای منظم سازی ایده
دادن نشان جهت عددی نتایج انتها در می شود. گرفته بکار حاصل معادلات دستگاه حل برای شعاعی پایه توابع روش

شد. خواهد ارائه روش کارایی

شبکه. بدون روش های دنباله ای، سازی منظم روش شعاعی، پایه توابع روش های ناویر-استوکس، معادلات کلیدی: واژه های

.65N40 ،65N50 ،65M20 ،65M50 :(2010) ریاضی موضوعی رده بندی

مقدمه ١

برای گسترده طور به روش ها این می باشند. جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای کارا بسیار ابزار یک شعاعی پایه توابع

ابعاد در خصوصاً سازی پیاده در سادگی و نمایی مرتبه از بالا دقت می شوند. برده بکار هذلولوی و سهموی بیضوی، معادلات حل

برد. خواهیم کار به استوکس ناویر- معادلات حل برای را شعاعی پایه توابع مقاله این در .[١] می باشند آنها ویژگی مهمترین از بالا

کلی حالت در .[٢] گرفت خواهیم نظر در جبری دیفرانسیل- معادله یک عنوان به را استوکس ناویر- معادلات منظور این برای

برداری تابع

F (t, x, x′) = ٠ (١ . ١)

هزنبرگ فرم جبری دیفرانسیل- معادلات معروف فرم های از یکی باشد. منفرد ∂F

∂x′
هرگاه است جبری دیفرانسیل- معادله یک

می باشد: زیر صورت به و بوده
dx

dt
= f(x, t)−B(t)y

٠ = G(t)x+ r(t) ≡ g(x, t)

(١ . ٢)

بگیرید: نظر در را زیر فرم به استوکس ناویر- معادلات حال

Ut + (U.grad)U =
١
Re

∆U − gradp+ f

divU = ٠
U |∂Ω = b U |t=٠ = a

(١ . ٣)

سخنران و مکاتبات *مسئول

٣٣

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


معادلات مقایسه با باشند. می y و x محور جهت در سرعت های مولفه v و u که U =
[
u, v

]T و می باشد رینولدز عدد Re اینجا در

معادلات بنابراین است. B ماتریس با متناظر grad عملگر و G ماتریس با متناظر div عملگر که می شود دیده (١ . ٣) و (١ . ٢)

گرفتن مشتق جبری دیفرانسیل- معادلات حل برای راهکارها از یکی می باشد. جبری دیفرانسیل معادلات نوع از استوکس ناویر-

حل در ناپایداری بروز باعث گرفتن مشتق اما می باشد. معمولی دیفرانسیل معادلات از سیستم یک به رسیدن و جبری محدودیت از

فرمولبندی گونه ای به معادلات سازی منظم روش در است. سازی منظم مشکل، این بر غلبه برای ایده یک شد. خواهد معادلات این

می شود. تبدیل معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه به گیری مشتق به نیاز بدون جبری دیفرانسیل- معادلات دستگاه که می شوند

حل شعاعی توابع کمک به را آمده بدست معادلات دستگاه و برد خواهیم بکار استوکس ناویر- معادلات برای را روش این ادامه در

می کنیم.

منظم سازی ٢

دیفرانسیل معادلات دستگاه یک به را آن جبری دیفرانسیل- معادله یک از گرفتن مشتق بدون که می دهد ارائه را روشی سازی، منظم

نشویم. مواجه ناپایداری مشکل با و کنیم تبدیل معمولی

بگیرید: نظر در را زیر جبری دیفرانسیل- معادله

x′ = f(x, t)−B(x, t)y

٠ = g(x, t)
(٢ . ١)

y′ =
١
ε
T (x, y)g(x, t) با معادل طور به یا و ،εT−١(x, y)y′ = g(x, t) شرط با را (٢ . ١) رابطه در ٠ = g(x, t) محدودیت اگر

و پارامتر ترتیب به T (x, y) و ε اینجا در می شود. تبدیل معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک به (٢ . ١) معادله کنیم جایگزین

جایگزینی بنابراین ،εT−١(x, t)y ≈ ٠ که طوری به می باشد کوچک بسیار مقداری ε پارامتر .[٣] می باشند منظم سازی ماتریس

باعث ε کوچک مقادیر و است کوچک مقداری ε که است این سازی منظم مشکل اما می کند. برآورد را مسأله محدودیت فوق

کنیم. انتخاب صریح روشهای در را کوچک بسیار گام های طول تا است لازم مسائل این حل برای می شوند. مساله شدن سخت

یک برای زیر محدودیت با را (٢ . ١) محدودیت گارت بام می کنیم. استفاده گارت بام پایداری تکنیک از مشکل این رفع برای

.[٣] کرد. جایگزین جبری دیفرانسیل- معادله

a١
d

dt
g(x, t) + a٢g(x, t) = ٠ (٢ . ٢)

∥∥g(x, t)∥∥ مقدار نتیجه در و a١, a٢ > ٠ ،(٢ . ٢) معادله در است ذکر به لازم می شوند. نامیده گارت بام پارامترهای a٢ و a١ مقادیر

برای می تواند که است دنباله ای سازی منظم روش برای مهمی ایده گارت بام روش می یابد. کاهش زمان حسب بر نمایی طور به

گیرد. قرار استفاده مورد (١ . ٢) فرم به و جبری دیفرانسیل- معادلات

دنباله ای سازی منظم ایده با همرا شعاعی پایه توابع ٣

دیفرانسیل- معادلات تبدیل برای را دنباله ای سازی منظم روش سپس کنیم. می معرفی را شعاعی پایه توابع ابتدا بخش این در

بکار حاصل معادلات دستگاه حل برای را شعاعی پایه توابع روش و کنیم می ارایه معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه به جبری

می بریم.
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شعاعی پایه توابع ٣ . ١

توابع، این معروفترین از یکی .[۴] دارند وجود جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای شعاعی توابع از مختلفی انواع

می شود: تعریف زیر صورت به که می باشد ربعی چند تابع

φ(r) =
√١+ (cr)٢

Ω ناحیه در نقاط این به نظیر uj تابع مقادیر و {xj}j=Nj=١ که کنید فرض است. اثرگذار جواب دقت بر و دارد نام شکل پارامتر c

می شود: زده تقریب زیر صورت به tn زمانی گام در جواب شعاعی، توابع کمک به معادله حل برای باشد. شده داده

u(x) =
N∑
j=١

λjφ
(
∥x− xj∥٢

)
می کنیم: اعمال را زیر شرایط λj ضرایب آوردن بدست برای

u(xi) = ui, i = ١ . . . N.

زد. تقریب نیز را u مشتقات توان می و می آیند بدست λj ضرایب فوق شرط اعمال با

دنباله ای سازی منظم ٣ . ٢

کمتری سختی از که را معادلات از دنباله ای سخت، مساله یک حل بجای که است این دنباله ای سازی منظم روش اصلی ایده

را روش این الگوریتم قسمت این در شود. انجام صریح کاملا روشی عنوان به می تواند سازی منظم روش می کند. حل برخوردارند

روش های و گارت بام کار از ایده هایی پایه بر سازی منظم روش می پردازد. جبری دیفرانسیل- معادلات حل به که می کنیم ارائه

است. زیر صورت با جبری دیفرانسیل- معادلات برای روش این است. استوار مقید، مسایل سازی بهینه برای عددی

(x(s))′ = g(x(s), t)−B(x(s), t)×
(
y(s−١) + ١

ε
T (x(s), t)

[
a١
d

dt
g(x(s), t) + a٢g(x(s), t)

])
y(s) = y(s−١) + ١

ε
T (x(s), t)×

[
a١
d

dt
g(x(s), t) + a٢g(x(s), t)

] (٣ . ١)

خواهد صریح روش ،a١ = ٠ که صورتی در می باشند. همگرا y و x به که هستند توابع از دنباله ای ،s = ١, ٢, . . . ,m ،y(s) و x(s)

می شود: تبدیل زیر معادله به (٣ . ١) معادله a٢ = ١ و a١ = ٠ دادن قرار با بود.

(x(s))′ = f(x(s), t)−B(x(s), t)×
(
y(s−١) + ١

ε
T (x(s), t)g(x(s), t)

)
(٣ . ٢)

y(s) = y(s−١) + ١
ε
T (x(s), t)g(x(s), t) (٣ . ٣)

دنباله ای سازی منظم الگوریتم

براي دلخواه اختياري مقدار يک مي باشند. مساله اوليه شرايط همان و باشند مشخص بايد x براي اوليه مقادير الگوریتم این در

معادلات حل برای را اویلر گامی تک روش همچنين شود. می انتخاب y(٠) = ٠ معمولا که شود تعيين بايد y(٠)

است. آمده روش الگوريتم ادامه در برد. خواهیم بکار (٣ . ٣) و (٣ . ٢)

به توجه با همچنین هست. مساله اولیه شرایط همان x(١) که . x(s) = x(١), s = ١, ٢, ...m دهید قرار t = ٠ زمان در •

بزنید. تقریب شعاعی پایه توابع کمک به را x(s) مشتقات مرزی شرایط و اولیه شرایط
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آورید. بدست را y(s), s = ١, ٢, ...,m (٣ . ٣) معادلات از استفاده با تا کنید استفاده آن مشتقات و x(s) از •

، (٣ . ٣) معادلات از استفاده با سپس آورید. بدست بعدی زمانی گام در را x(s) جواب (٣ . ٢) معادلات از استفاده با •

دهید. ادامه نهایی زمان به رسیدن تا را مراحل آورید. بدست زمانی گام این در y(s), s = ١, ٢, ...,m

می آیند بدست زیر صورت به معادلات از دنباله ای ، a١ = ٠ با استوکس ناویر- معادلات برای سازی منظم روش پیاده سازی با

است. y جبری متغیر به نظیر p و x بردار به نظیر U که

ε(U (s))t − grad(divU (s)) + ε(U (s) · grad)U (s) = ε
١
Re

∆U (s) − εgradp(s−١) + εf (۴ . ٣)

p(s) = p(s−١) − ١
ε
divU (s) (۵ . ٣)

U (s)|t=٠ = a (۶ . ٣)

عددی نتایج ۴

سرعت با سیال که شکلی مربعی ناحیه مثال عنوان به برد. خواهیم بکار استوکس ناویر- معادلات برای را روش قسمت این در

بگیرید. نظر در را کند، می حرکت آن پایین قسمت در ثابت

معادلات با ناحیه این در فشار و سرعت شود. می شکل مربعی حفره در چرخش ایجاد باعث پایین، قسمت در سیال حرکت

است: زیر صورت به آن دقیق جواب که کرد خواهیم حل حالتی برای را معادلات می شوند. بیان استوکس ناویر

u = ۵٠x١)٢− x)٢y(١− y)(١− ٢y)(١+ e−t)

v = −۵٠y١)٢− y)٢x(١− x)(١− ٢x)(١+ e−t)

p =

[
−x

(x
٢ + ٢

)
− y

(y
٢ − ٢

)
+

١
٣
]
(١+ e−t)٢

به Re = ١٠٠ و ε = ٠٫۵ ،∆t = ١e − ۵ انتخاب با کرد. خواهیم استفاده Ω دامنه در یکنواخت نقطه ١٠٠ از منظور این برای

است. شده رسم ١ شکل های در t = ١ زمان در فوق مساله برای جریان تقریبی و واقعی مسیرهای می پردازیم. فوق معادلات حل

[۵] در آمده بدست نتایج با عددی نتایج مقایسه است. شده رسم ٢ شکل های در t = ١ زمان در روش مطلق خطای مقدار ادامه در

بدست را مساله جواب می تواند کمتر نقاط تعداد با متناهی تفاضلات روش با مقایسه در شعاعی پایه توابع روش که می دهد نشان

آورد.

 

 تر خواهد بود.له دقیقکوچکتر انتخاب شود جواب مسا نام دارد و بر دقت جواب اثرگذار است. هر چه پارامتر شکل 
به  جواب در گام زمانی  ،برای حل معادله به کمک توابع شعاعی داده شده باشد. در ناحیه  فرض کنید که 

 شود:صورت زیر تقریب زده می

 


  

برای درنتیجه  داریم را در زمان  جواب  ،برای حل معادات به کار گرفته شده است با توجه به اینکه روشی صریح
 کنیم:شرایط زیر را اعمال می بدست آوردن ضرایب 

  
ای دامه ایده منظم سازی دنبالهدر اآیند.بدست می است با اعمال شرط فوق ضرایب  مقدار جواب در زمان که 

 استوکس بکار خواهیم برد.  -را همراه با روش توابع شعاعی برای حل معادات ناویر
 نتایج عددی  -7

( که سیال با 1استوکس بکار خواهیم برد. به عنوان مثال ناحیه مربعی شکل ) -ناویر را برای معاداتسمت روش در این ق
 حرکت می کند، را در نظر بگیرید.سرعت ثابت در قسمت پایین آن 

 
 مسیر حرکت سیال :(1شکل )

حرکت سیال در قسمت پایین، باعث ایجاد چرخش در حفره مربعی شکل می شود. سرعت و فشار در این ناحیه با معادات 
 که جواب دقیق آن به صورت زیر استهیم کرد را برای حالتی حل خوا معاداتشوند. میبیان  ناویر استوکس










 

1-5انتخاب با استفاده خواهیم کرد.  نقطه یکنواخت در دامنه  111برای این منظور از    ،5/  111و  به
رسم شده ( 1در شکلهای ) 1له فوق در زمان او تقریبی جریان برای مسواقعی  معادات فوق می پردازیم. مسیرهایحل 

رسم شده است. ( رسم شده است 2( و )1)در  1روش در زمانمطلق مقدار خطای  در ادامهاست. 
 
 
 
 

 
 
 

t. .=1در زمان  111به ازای   خطوط جریان )راست( و تقریبی )چپ( مسیر دقیق :(2شکل ) = ١ زمان در Re = ١٠٠ ازای به جریان خطوط (چپ) تقریبی و (راست) دقیق مسیر :١ شکل
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 =1در زمان  111به ازای )چپ(   طلقخطای م)راست( و   : خطای مطلق(3)شکل 

های اجزا متناهی اینن  روشهای روش توابع پایه شعاعی برای حل معادات نسبت به روشهای تفاضات متناهی و یکی از مزیت
های تفاضات متناهی زمانی که از ر روشرا بدست آورد. مثا دبا دقت قابل قبول  توان جواباست که با تعداد نقاط کمتری می

مده در این مثال است کنه تنهنا از   و دقت جواب مشابه دقت جواب بدست آاستفاده کنیم نتایج  یک شبکه به ابعاد 
 ای استفاده شده است.نقطه گره 

 نتیجه گیری -7

ه اسنتوکس بکنار گرفتنه شند     -ای برای حل معادات ناویرهای توابع شعاعی همراه با ایده منظم سازی دنبالهدر این مقاله روش
بنا تعنداد نقناط کمتنر در     های تفاضات متناهی دهد که روش توابع پایه شعاعی در مقایسه با روش. نتایج عددی نشان میاست
مساله را بدست آورد. تواند جواب  قابل قبول می دامنه

مراجع -7

 

 
 

.t = ١ زمان در Re = ١٠٠ به ازای (چپ) v مطلق خطای و (راست) u مطلق خطای :٢ شکل

نتیجه گیری ۵

است. شده گرفته بکار استوکس ناویر- معادلات حل برای دنباله ای سازی منظم ایده با همراه شعاعی پایه توابع روش مقاله این در

می تواند دامنه در کمتر نقاط تعداد با متناهی تفاضلات روش های با مقایسه در شعاعی پایه توابع روش که می دهد نشان عددی نتایج

آورد. بدست را مساله قبول قابل جواب
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