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چکیده

اندازه را دوبخشی گراف به گراف یک نزدیکی توان می آنها توسط که پردازیم می هایی کمیت بیان به مقاله این در
توان می که است یالی تعداد کمترین اولی که کنیم می اشاره ψ(G) و ϕ(G) کمیت دو به خاص طور به نمود. گیری
شاخص بر شده اصلاح سگد شاخص قسمت خارج دومی و گردد دوبخشی گراف تا نمود حذف همبند گراف یک از

است. سگد

سگد. شاخص دوبخشی، گراف دوبخشی، میزان کلیدی: واژه های

.74E40 ،05C99 :(2010) ریاضی موضوعی رده بندی

مقدمه ١

به نتایج اولین دارد. طولانی ای تاریخچه و قدمت دوبخشی غیر گراف یک از فراگیر دوبخشی های گراف زیر یافتن مساله

با دوبخشی گراف زیر شامل یال |E(G)| و راس |V (G)| با G گراف هر دادند نشان که آمد، دست به ادوارد و اردوش وسیله

که کردند، معرفی مکعبی مثلث فاقد های گراف برای بهتری کران [۴] در دیگران و هاپکینز است. یال |E(G)|
٢ + |V (G)|−١

۴ حداقل

مکعبی مسطح مثلث فاقد های گراف از دوبخشی گراف زیر یال تعداد برای آمده دست به کران بهترین بود. ۴۵ |E(G)| آن اندازه

شد. ارائه [۶] دوم درمرجع که است ٣٩٣٢ |V (G)| − ٩١۶
دوبخشی تقلیل آن به که را ϕ(G) عدد باشد. E(G) های یال مجموعه و V (G) رئوس مجموعه با همبند گرافی G کنید فرض

دوبخشی گراف زیر یک G از آنها حذف با که G یال تعداد کمترین از عبارتست گوییم، یالی) دوبخشی سازی محروم یا ) G یالی

.ϕ(G) ≤ |E(G)|
٢ که شود می دیده آسانی به همچنین ϕ(G)است. = ٠ گاه آن باشد دوبخشی G اگر وضوح به آید. دست به فراگیر

دو های گراف مورد در که است صفر آن مقدار کمترین و ⌊n−١٢ ⌋⌈n−١٢ ⌉ با است برابر که دارد را ϕ مقدار بیشتریم Knکامل گراف

ویژگی ،ϕ(G) واقع در شد. خواهد نزدیک دوبخشی به فراگیر گراف زیر شود نزدیک صفر به مقدار این قدر هر لذا است. بخشی

بود. خواهد شده، داده گراف بودن بخشی دو غیر از گیری اندازه برای مفیدی

محاسبه نتایج از برخی باشد. می مطرح NP-hard ای مساله عنوان به و نیست محاسبه قابل آسانی به ها گراف در ϕ(G) مقدار

دو های ترکیب و ها ضرب حاصل یالی دوبخشی تقلیل مورد در [۶] مقاله در است. شده بیان [١] در فولرن های گراف در ϕ(G)

دوبخشی تقلیل مورد در [۶] مقاله در همچنین است. شده آورده قضایایی هایشان مولفه یالی دوبخشی تقلیل با آنها ارتباط و گراف
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مقاله در است. شده آورده مباحثی گراف دو یافته تعمیم های پل و ها پل گراف، دو زنجیر گراف، دو دکارتی ضرب حاصل یالی

در و کنیم اشاره فولرن های گراف در یالی دوبخشی تقلیل عدد محاسبه برای آمده دست به نتایج از برخی به خواهیم می حاضر

این که دید خواهیم و کرده معرفی است سگد شاخص بر شده اصلاح سگد شاخص قسمت خارج که را ψ(G) کمیت بعد بخش

کراف از نامتناهی دسته دو برای را ψ(G) مقدار شد. خواهد نزدیک بودن دوبخشی به گراف زیر شود نزدیک یک به قدر هر مقدار

کنیم. می بیان فولرنی های

آنگاه: باشد n−راسی دور و n−راسی کامل گراف n−راسی، درخت ترتیب به Cn و Kn، Tnاگر .١ . ١ مثال

ϕ(Tn) = ٠ ،ϕ(Kn) = ⌊n−١٢ ⌋⌈n−١٢ ⌉ ، ϕ(Cn) = (١−)−١n
٢

V (G□H) = V (G) × V (H) رئوس با گرافی G□H دکارتی ضرب حاصل گراف باشند، گراف دو H و G اگر .١ . ٢ تعریف

باشد. (ac ∈ E(G), b = d) یا (a = c, bd ∈ E(H))اگر است G□H در یال یک (a, b)(c, d) که است

باشد، Gs تا G١ های گراف دکارتی ضرب Gحاصل =
∏s
i=١Gi و باشند همبند های گراف G١, ..., Gs اگر [۶] .١ . ٣ گزاره

آنگاه:

ϕ(G) =

s∏
i=١

|V (Gi)|
s∑
j=١

ϕ(Gj)

|V (Gj)|

ϕ(B□G) = nϕ(G).داریم Gگراف هر برای گاه آن باشد nراس روی دوبخشی Bگرافی اگر [۵] .۴ . ١ گزاره

.ϕ(Gs) = ns−١ϕ(G)گاه آن باشد راس n روی غیردوبخشی Gگرافی اگر [۶] .۵ . ١ گزاره

صورت: این در Gباشد، = Kn − {e١, ...el}دهید قرار [۵] .۶ . ١ گزاره

ϕ(G) = ϕ(Kn)− lآنگاه l ≤ ⌊n+١۴ اگر⌊ •

ϕ(Kn)− l ≤ ϕ(G) ≤ ϕ(Kn)− ⌊n+١۴ lآنگاه⌊ > ⌊n+١۴ ⌋ اگر •

است. Cn گراف متمم Cnکه ϕ(Cn) = ⌊n−١٢ ⌋⌈n−١٢ ⌉ − nداریم [۵] .١ . ٧ گزاره

اصلی نتایج ٢

اصلاح سگد شاخص قسمت خارج که را جدیدی کمیت و کرده تعریف را شده اصلاح سگد و سگد های شاخص ابتدا بخش این در

دوبخشی تقلیل اندازه با و کنیم می محاسبه فولرن های گراف برای را آن مقادیر و کنیم می معرفی را نام به سگد شاخص بر شده

کنیم. می مقایسه یالی

نظر در را زیر های مجموعه باشد. گراف yاز و xراس دو بین فاصله d(x, y)و باشد Gگراف از eیالی = uv اگر .٢ . ١ تعریف

بگیرید:

Nu(e) = {w ∈ V (G) : d(u,w) < d(v, w)}

Nv(e) = {w ∈ V (G) : d(v, w) < d(u,w)}

N٠(e) = {w ∈ V (G) : d(u,w) = d(v, w)}
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١٩٩۴ سال در گوتمان باشد. N٠(e)وNv(e) ،Nu(e) های مجموعه رئوس تعداد ترتیب به n٠(e)وnv(e) ،nu(e)دهید قرار همچنین

کرد: تعریف زیر صورت به گراف برای را سگد شاخص

Sz(G) =
∑

e=uv∈E(G)

nu(e).nv(e)

کرد: تعریف زیر صورت به را شده اصلاح سگد شاخص ٢٠٠٢ سال در راندیک

Sz∗(G) =
∑

e=uv∈E(G)

(nu(e) +
n٠(e)
٢ ).(nv(e) +

n٠(e)
٢ )

شود: می محاسبه زیر صورت به شده اصلاح سگد و سگد های شاخص Cnدور گراف و Knکامل گراف برای .٢ . ٢ مثال

Sz(Cn) =


n(n−١)٢

۴ n = ٢k + ١
n(n−٢)٢

۴ n = ٢k
n(n−٢)٢

۶ n = ٢٣k

Sz(Kn) =
n(n− ١)(n− ٢(٢

٢
Sz∗(Cn) =

n٣
۴ , Sz

∗(Kn) =
n٣(n− ٣(١

٣٢
صورت: این در باشد. یال mو راس nبا گرافی Gکنید فرض [٢] .٢ . ٣ قضیه

Sz∗(G) =
mn٢
۴ − ١

۴
∑
e=uv

(nu(e)
٢ + nv(e)

٢) + ١
٢Sz(G)

گرفت: نتیجه توان می قبل قضیه نتایج به توجه با .۴ . ٢ قضیه

Sz(G) ≤ Sz∗(G)

باشد. بخشی دو Gاگر تنها و اگر شود می تبدیل تساوی به نامساوی همچنین

پس: n٠(e) > چون٠ برهان.

Sz(G)
∑

e=uv∈E(G)

nu(e).nv(e) ≤
∑

e=uv∈E(G)

(nu(e) +
n٠(e)
٢ ).(nv(e) +

n٠(e)
٢ ) = Sz∗(G)

دور یک از قسمتی باید یال n٠(e) > ٠ اگر (e)n٠.و = باشیم٠ داشته e = uvیال هر برای اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و

حداقل باید آنگاه نباشد، بخشی دو گراف اگر عکس به است. برقرار تساوی باشد، بخشی دو گراف یک اگر بنابراین باشد. فرد

دارد. vوجود و uاز یکسان فاصله در یال با مخالف راس یک که طوری به باشد موجود فرد دور یک روی یال یک

کنیم: می تعریف صورت این به Gگراف رابرای ψ(G)کمیت یا بخشی دو شاخص .۵ . ٢ تعریف

ψ(G) =
Sz∗(G)

Sz(G)

.ψ(G) = اگر١ تنها و اگر است دوبخشی G گراف وضوح به

پس نیستند. دوبخشی ها فولرن معمولا کنیم. می ارائه راس ١٠nبا فولرن های گراف برای را ψ(G) ϕ(G)و مختلف مقادیر حال

گویند. می IP فولرن آنها به باشد مجاور های دور پنج فاقد فولرن گراف اگر .ϕ(F ) > ٠ Fداریم: شده داده فولرن گراف برای
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. ϕ(G) ≥ ١٢ آنگاه باشد IP فولرن گراف F اگر و ϕ(G) ≥ آنگاه:۶ باشد فولرن گراف F اگر [١] .۶ . ٢ قضیه

.ϕ(G) = ۶ آنگاه باشد راس ١٠n با فولرن گراف F١٠n اگر [۵] .٢ . ٧ قضیه

یا دوبخشی شاخص مقدار راس ١٠n با فولرن های گراف در شده اصلاح سگد و سگد شاخص محاسبه از استفاده با حال

ψ(G) یا دوبخشی شاخص و شده اصلاح سگد سگد، شاخص شده محاسبه مقدار زیر جدول آوریم. می دست به را ψ(G) کمیت

کند: می مشخص راس ١٠n با فولرن های گراف در را

شاخص C٢٠ C٣٠ C۴٠ C۵٠ C۶٠ C٧٠ C٨٠
شده اصلاح سگد شاخص ٣٠٠٠ ١٠٠۶۵ ٢٣٢٠٣ ۴٣٩٠۵ ٧٣٢٢۵ ١١٢٣٢۵ ١۶٢۵۵۵

سگد شاخص ١٩٢٠ ۶۶۶۵ ١۶٨٣٠ ٣٣۵۴۵ ۵٨٩٠٠ ٩٣۵٣۵ ١٣٨٨١٠
بخشی دو شاخص ١٫۵۶٢ ١٫۵١٢ ١٫٣٧٨ ١٫٣٠٨ ١٫٢۴٣ ١٫٢٠٠ ١٫١٧١
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