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چکیده

فاصله ی که طوری به است؛ G هم بند گراف صفحه، در نقطه مجموعه یک برای (t > ١) هندسی t-پوشش یک
یک گراف به طوری که t کوچک ترین آن هاست. بین اقلیدسی فاصله  ی برابر t حداکثر ،G در راس ها از جفت هر بین

گویند. گراف تاخیر را است t-پوشش
D دیسک هر از اگر می شود. مدل صفحه در هم از جدا دوبه دو دیسک هایی با ،D نادقیق نقطه مجموعه یک
مجموعه برای G = (D,E) گراف است. D از دقیق نمونه ی یک حاصل مجموعه ی آن گاه شود؛ انتخاب نقطه یک
برای است. D در نامرتب دیسک های جفت  از مجموعه یک E که است؛ نادقیق هندسی گراف یک ،D نادقیق نقطه
متناظر E یال های مجموعه ES که است؛ S با متناظر G دقیق نمونه ی GS = (S,ES) گراف ،D از S دقیق نمونه ی

است. S با
NP-سخت تاخیر کم  ترین با مسطح دقیق نمونه ی یک یافتن نادقیق گراف یک برای که می دهیم نشان این جا در

است.

NP-سخت. نادقیق، نقطه های t-پوشش، هندسی، شبکه ی کلیدی: واژه های

.68U05 ،65D18 :(2010) ریاضی موضوعی رده بندی

مقدمه ١

مستقیم الخط پاره خط یک یال، هر و هستند صفحه در نقطه هایی راس ها که است وزن دار جهت بدون گراف یک هندسی شبکه ی یک

G = (P,E) هندسی شبکه ی در است. نقطه n شامل P کنید فرض است. انتهایش دو بین اقلیدسی فاصله ی با برابر وزنی با

بین کشش) ضریب (یا تاخیر می دهیم. نمایش dG(u, v) با را G در v و u بین مسیر کوتاه ترین فاصله ی ،u, v ∈ P برای

با G تاخیر هم چنین و است v و u بین اقلیدسی فاصله ی |uv| که می شود تعریف δG(u,v) = dG(u, v)/|uv| با G در v و u

،u, v ∈ P هر برای هر گاه است؛ P روی t-پوشش یک G گراف می شود. تعریف δ(G) = max{δG(u, v)|∀u, v ∈ P, u ̸= v}

کم قبیل از معیار چند می شود. نامیده G در v و u بین t-مسیر یک دارد را شرط این که مسیری هر .δG(u, v) ≤ t باشیم داشته

بررسی هندسی پوشش های در کشش ضریب بر علاوه  راس درجه ی بیش ترین بودن کم و گراف، وزن بودن پایین یال ها، تعداد بودن

.[٢] شده اند

نمونه یک است. نادقیق نقطه ی مجموعه یک صفحه، در هم از جدا دوبه دو دیسک n با D = {D١, . . . , Dn} مجموعه هر

جفت های از مجموعه یک E کنید فرض .i = ١, . . . , n هر برای pi ∈ Di که است؛ S = {p١, p٢, . . . , pn} مجموعه ،D از دقیق

دقیق نمونه هر برای ،G = (D,E) برای است. نادقیق هندسی گراف یک G = (D,E) گراف است. D دیسک های از نامرتب

*سخنران
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نادقیق گراف .ES = {(pi, pj)|(Di, Dj) ∈ E} که است G′{G,S} = (S,ES) گراف S با متناظر G از دقیق نمونه یک ،D از S

باشد. t-پوشش یک D از S دقیق نمونه ی هر برای G′{G,S} هرگاه گوییم نادقیق t-پوشش یک را G

دو اگر که کنید (توجه کردند. بررسی صفحه در دیسک های برای را هندسی پوشش یک یافتن مسئله ی [٣] همکارانش و آبام

وابسته پوشش یال های تعداد نتیجه در که داد قرار پوشش در دیسک دو بین یال یک باید آن گاه باشند داشته اشتراک هم با دیسک

شبکه بودن خوب برای معیار یک شبکه راس دو هر بین کوتاه مسیر یک وجود دارند.) اشتراک هم با که است دیسک هایی تعداد به

می شود: زیر بهینه سازی مسئله ی به منجر نادقیق گراف یک دقیق نمونه ی یک محاسبه ی بنابراین، است.

به طوری که کنید محاسبه D برای S دقیق نمونه ی یک ،D روی یال m حداکثر با G نادقیق گراف و ١ < δ ≤ t برای .١ . ١ مسئله

باشد. δ تاخیر حداکثر با مسطح گراف یک G′{G,S}

NP-سخت مسئله  این که می دهیم نشان ([١] NP-کامل مسئله ی (یک 3SAT مسئله ی از تبدیل یک از استفاده با این جا، در

t-پوشش یک محاسبه ی ،m و t مقادیر و صفحه در S نقطه ی مجموعه ی برای که دادند نشان [۵] کوتز و کلین گذشته، در است.

با درخت یک یافتن بودن NP-سخت همکارانش و چونگ است. NP-سخت مسئله ی S روی یال m حداکثر با مسطح هندسی

.[۴] دادند نشان را صفحه در نقطه مجموعه یک برای تاخیر کوچک ترین

اصلی نتایج ٢

و (−١, ٠) مرکزهای به به ترتیب و r = ٠٫۴۵ شعاع D٢با D١و دیسک دو Dشامل که بگیرید نظر در Gرا = (D,E) نادقیق گراف

است. PP = {q, p′١, p′′١, p′٢, p′′٢, pra, p′ra, pla, p′la, prb, p′rb, plb, p′lb, pin, pout, a, b, c, d} مجموعه ی نقطه ی ١٩ شامل و (١, ٠)
است. شده رسم ١ شکل در راس هایش مختصات با G گراف

pin = (0, 6.5)

pout = (0,−6.5)

a = (−7, 1)

b = (−7,−1)

c = (7, 1)

pla = (−1, 4)

p′la = (−1, 6.5) p′ra = (1, 6.5)

pra = (1, 4)

plb = (−1,−4)

p′lb = (−1,−6.5)

prb = (1,−4)

p′rb = (1,−6.5)

p′1 = (−1, 1)

p′′1 = (−1,−1)

p′2 = (1, 1)

p′′2 = (1,−1)

q = (0, 0)

d = (7,−1)

p1 p2

G1 G2 GtΦ

. . .

. . .

.Gx و G نادقیق گراف های :١ شکل

مقدار |uv| ≥ ١ − r = ٠٫۵۵ آن جایی که از و dGS
(u, v) یعنی G از v و u جفت هر بین مسیرها کوتاه ترین طول بررسی با

یا p١ = (r − ١, ٠) از یکی و q بین G تاخیر کم ترین که کنید توجه است. نادقیق c٠-پوشش یک G که دارد وجود c٠ ثابت

یک G گراف که می شود دیده آسانی به .c٠ ≥ ١۵ می کنیم فرض بنابراین است. ١۵ حداقل که می دهد روی p٢ = (١ − r, ٠)
است. نادقیق c٠-پوشش

p١ = (−١, y٣) یا است p٢ = (١, y٢) و p١ = (−١, y١) یا آن گاه باشد؛ ٧-پوشش یک G برای دقیق نمونه ی یک GS اگر .٢ . ١ لم

.y۴ ∈ (٠٫۴۴, r] و y٣ ∈ [−r,−٠٫۴۴) ،y٢ ∈ [−r,−٠٫۴۴) ،y١ ∈ (٠٫۴۴, r] که است، p٢ = (١, y۴) و

ندارد. وجود GS در (d و c (یا b و a بین ٧-مسیر یک نباشد؛ آن گاه (D٢ (یا D١ دیسک عمودی قطر روی (p٢ (یا p١ اگر برهان.
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می یابد؛ کاهش GS در p١ و q بین تاخیر کند، حرکت انتهایش دو از کدام هر طرف به مرکز از D١ عمودی قطر روی p١ اگر

داریم محاسبه یک با باشد (−٠٫−,١۴۴) یا (−١, ٠٫۴۴) با برابر p١ اگر می یابد. افزایش |qp١| و کاهش dGS
(q, p١) زیرا

دارد. وجود GS در p١ و q بین ٧-مسیر یک y١ /∈ [−٠٫۴۴, ٠٫۴۴] که p١ = (−١, y١) اگر بنابراین، .dGS
(q, p١) > ٧|qp١|

و p١ = (−١, y١) اگر دارد. وجود GS در p٢ و q بین ٧-مسیر یک آن گاه y٢ /∈ [−٠٫۴۴, ٠٫۴۴] که p٢ = (١, y٢) اگر مشابه، به طور

می شود. ثابت لم نتیجه در .dGS
(p١, p٢) > ٧|p١p٢| آن گاه ،y١, y٢ ∈ [−r,−٠٫۴۴) یا y١, y٢ ∈ (٠٫۴۴, r] که p٢ = (١, y٢)

غلط) (یا درست دقیق نمونه ی یک را GS آن گاه (p٢ = (١,−r) و p١ = (−١, r) (یا p٢ = (١, r) و p١ = (−١,−r) اگر

٧-پوشش دو هر Gf و Gt که می شود نتیجه آسانی به ٢ . ١ لم از استفاده با می دهیم. نمایش (GS (یا Gt با و می نامیم G برای

هستند.

و gΦ = ١١k+ ٣ و است بند l ≥ ١ و متغیر k ≥ ٣ شامل که است ٣-عطفی نرمال فرم به دودویی فرمول یک Φ کنید فرض

یک در یکدیگر کنار G از کپی tΦ = (gΦ+٨+g′Φ)l−g′Φ−٣ تعداد ابتدا می سازیم: زیر صورت به را Gx گراف .g′Φ = ١٢k+٩
دیسک های نزدیک ترین بین جدید یال tΦ − ١ بعدی گام در است. ۴٫۴٨ کپی دو هر بین افقی فاصله ی که می دهیم قرار افقی خط

j ستون عنوان به Gj به می دهیم. نسبت tΦ تا ١ از اندیس یک Gx در G از کپی هر به می کنیم. اضافه G از متوالی کپی دو هر

می کنیم. مراجعه

یک آن ها بین آن گاه هستند متوالی ستون دو یا ستون یک در v و u اگر هستند. G′x از دلخواه راس دو v و u کنید فرض .٢ . ٢ لم

دارد. وجود G′x در ٧-مسیر یک آن ها بین صورت این غیر در دارد؛ وجود G′x در c٠-مسیر

دیده آسانی به متوالی ستون دو در راس دو هر برای است. نادقیق c٠-پوشش یک ستون هر می دانیم که همان گونه برهان.

بگیرید؛ نظر در را زیر مسیر دارد قرار آن ها بین ستون یک حداقل که راس دو برای دارد. وجود c٠-مسیر یک که می شود

از نیز متوالی ستون های بین و می گذرد p١, p′١, pla, p′la, pin, p′ra, pra, p′٢, p٢ راس های از v و u بین ستون های در که مسیری

داریم محاسبه یک با می شود. وصل بالا مسیر به کوتاه مسیر یک با نیز v و u ستون های در می کند. استفاده ستون دو بین یال

.δG′
x
(u, v) ≤ ٣٣٫٢٨l٠+۵٠

١٨٫۴٨l١−٠۴ ≤ ٧

است. نادقیق c٠-پوشش یک Gx که می شود نتیجه بالا لم از استفاده با

به توجه با است. غلط) (یا درست دقیق نمونه ی یک آن ستون هر که است Gx برای دقیق نمونه ی یک (Gfx (یا Gtx گراف

هستند. ٧-پوشش دو هر Gfx و Gtx که می شود دیده ٢ . ٢ لم و است ٧-پوشش یک غلط) (یا درست دقیق نمونه ی هر این که

است. Gj با متناظر G′x زیرگراف ،١ ≤ j ≤ tΦ برای ،G′j و است Gx برای ٧-پوشش دقیق نمونه ی یک G′x کنید فرض

(یا بالا انتهایش دو هر آن ها بین یال اگر که می شود دیده متوالی ستون دو هر برای می دهد. روی G′j هر برای ٢ . ١ لم شرایط

نتیجه ی بنابراین .(dG′
x
(bj+١, dj) > ٧|bj+١dj | (یا dG′

x
(aj+١, cj) > ٧|aj+١cj | آن گاه هستند متناظرشان دیسک های پایین)

می آید. بدست زیر

جهت یک در G′x متوالی ستون دو بین یال های همه ی است. Gx برای ٧-پوشش دقیق نمونه یک G′x کنید فرض .٢ . ٣ نتیجه

هستند. مایل

است c١, c٢, . . . , cl بندهای شامل و x١, . . . , xk متغیرهای شامل ٣-عطفی نرمال فرم به دودویی فرمول یک Φ کنید فرض

گراف ادامه در است. متغیر یک نقیض یا متغیر یک y٣ و ،y٢ ،y١ از کدام هر که است y١ ∨ y٢ ∨ y٣ صورت به بند هر که
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cj a٠ b٠ y

¬z١ ∨ ¬z٢ ∨ ¬z٣ ٣ ٠ ۵۵۴٫٨۴k + ۴٢٨٫٧٢۵
¬z١ ∨ ¬z٢ ∨ z٣ ٢ ١ ۵۵۴٫٨۴k + ٣۵۴٫٨٠۵

z١ ∨ ¬z٢ ∨ ¬z٣ یا ¬z١ ∨ z٢ ∨ ¬z٣ ١ ٠ ۵۵۴٫٨۴k + ٢٩٩٫٣۶۵
¬z١ ∨ z٢ ∨ z٣ ١ ٢ ۵۵۴٫٨۴k + ٢٨٠٫٨٨۵

z١ ∨ z٢ ∨ ¬z٣ یا z١ ∨ ¬z٢ ∨ z٣ ٠ ١ ۵۵۴٫٨۴k + ٢٢۵٫۴۴۵
z١ ∨ z٢ ∨ z٣ ٠ ٣ ۵۵۴٫٨۴k + ٢٠۶٫٩۶۵

راس چپ ترین سمت که طوری می دهیم قرار همدیگر روی را Gx گراف از کپی k اول گام در می سازیم. را Φ با متناظر GΦ نادقیق

k تا ١ از شماره یک سطر هر به هم چنین، است. ۴٠ سطرها بین افقی فاصله ی و هستند افقی خط یک روی Gx کپی های همه ی

p
cj
a = می کنیم. اضافه سطرها به زیر مختصات با جدید راس چهار cj بند هر برای دوم گام در می دهیم. نسبت متغیرها با متناظر

،pcjc = (xpout(k,nl
cj
), ypout(k,nl

cj
)−١) ،pcjb = (xpout(k,nr

cj
+b٠), ypout(k,nr

cj
+b١−(٠) ،(xpin(١,nr

cj
+a٠), ypin(١,nr

cj
+a٠)+y

cj )

nrcj = gΦ + ٢+ (j − ١)(gΦ + ٨+ g′Φ) ،nlcj = ١+ (j − ١)(gΦ + ٨+ g′Φ) که ،pcjd = (xpin(١,nl
cj
), ypin(١,nl

cj
) + ycj ) و

و افقی مختصات ترتیب به yp و xp صفحه در p نقطه ی هر (برای .ycj = ٧}١٢|pcja pcjd | − |pcjb p
cj
c | − ١١٠k + ٢۵٫٨۵} و

،(pcja , pin(١, nrcj + a٠)) یال های cj بند هر برای هم چنین، آمده اند. زیر جدول در b٠ و a٠ مقادیر می دهند.) نمایش را p عمودی

هر برای سوم گام در می کنیم. اضافه سطرها به را (pcjb , p
cj
c ) و (p

cj
d , pin(١, nlcj )) ،(pcjc , pout(k, nlcj )) ،(pcjb , pout(k, nrcj + b٠))

واحد یک باشد، شده ظاهر بند در مثبت صورت به xi متغیر اگر ،k−١ تا ١ از i هر برای سپس .n = nrcj +a٠ می دهیم قرار cj بند

n مقدار صورت این غیر در و می کنیم کم n از واحد یک باشد، شده ظاهر بند در نقیض صورت به xi متغیر اگر و می کنیم اضافه n به

i = ١, . . . , k−١ هر و cj بند هر برای چهارم گام در می کنیم. اضافه سطرها به را (pout(i, n), pin(i+١, n)) یال نمی کند. تغییری

و j١ = ١, . . . , gΦ − ١ هر و cj بند هر برای آخر گام در و می کنیم اضافه سطرها به را (pin(i + ١, nlcj ), pout(i, nlcj )) یال

سطرها به را (pout(i, nlcj − j٢), pin(i+ ١, nlcj − j٢)) و (pout(i, n
l
cj + j١), pin(i+ ١, nlcj + j١)) یال های j٢ = ١, . . . , g′Φ

می شود. ساخته Φ با متناظر GΦ ترتیب این به می کنیم. اضافه

GΦ هم چنین است. مسطح نیز آن دقیق نمونه ی هر بنابراین و است مسطح نادقیق گراف یک GΦ که می شود دیده آسانی به

می کنیم. تعریف GΦ یال های تعداد با برابر را m مقدار است. ساخت قابل Φ اندازه ی حسب بر چندجمله ای زمان یک در

را pcja انتهایی نقطه ی یک با دوم) گام در شده (اضافه یال می کنیم: تعریف زیر صورت به cj بند هر با متناظر مسیر یک

یال های می کنیم. اضافه مسیر به k تا ١ سطر از ترتیب به را سوم گام در شده اضافه یال های همه ی می کنیم. اضافه مسیر به

را چهارم گام در شده اضافه یال های همه ی می کنیم. اضافه مسیر به را (pcjc , pout(k, nlcj ) و (p
cj
b , p

cj
c ) ،(pout(k, nrcj + b٠, pcjb )

مسیر به را pcjd انتهایی نقطه ی یک با دوم) گام در شده (اضافه یال بالاخره و می کنیم اضافه اول سطر به آخر سطر از ترتیب به

دو آن بین مسیر کوتاه ترین از فاصله ها این کردن پر برای که دارد وجود فاصله تعدادی بالا متوالی یال های بین در می کنیم. اضافه

دیده آسانی به دارد. ٧-پوشش یک آن سطر هر که است GΦ برای دقیق نمونه یک G′Φ کنید فرض می کنیم. استفاده GΦ در نقطه

می گذرد. بالا مسیر از pcjd و pcja بین مسیر کوتاه ترین که می شود

متوالی ستون دو بین یال شیب می شود دیده ٢ شکل در که همان گونه بگیرید. نظر در را G′Φ در pcjd و pcja بین مسیر کوتاه ترین

مسیر این طول شدن زیاد یا کم باعث (cj بند متغیرهای از یکی با متناظر سطر در (واقع pcjd و pcja بین مسیر کوتاه ترین بر واقع

می شود.

باعث بند) متغیر سه با (متناظر یال  سه این از یکی حداقل اگر فقط و اگر دارد وجود ٧-مسیر یک G′Φ در pcjd و pcja بین .۴ . ٢ لم

شود. بالا) در شده (ذکر pcjd و pcja بین مسیر کوتاه ترین طول شدن کم
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.pcjd و pcja بین مسیر طول در cj بند با متناظر سطرهای از یکی در واقع متوالی ستون دو بین یال شیب تاثیر نمایش :٢ شکل

است. شده منتقل پیوست به برهان فضا کمبود علت به برهان.

سطر یک در دو هر که باشند G′Φ دلخواه راس دو v و u اگر است. GΦ برای دلخواه دقیق نمونه ی یک G′Φ کنید فرض .۵ . ٢ لم

دارد. وجود ٧-مسیر یک G′Φ در v و u بین نیستند، آنگاه بند یک با متناظر مسیر یک انتهایی نقاط دو هر یا ندارند قرار

بالای در یکی یا باشند اول سطر بالای در دو هر مثال عنوان به کنیم. بررسی v و u برای را مختلف حالت های است کافی برهان.

کنید. مراجعه پیوست به کامل برهان دیدن برای باشد. سطرها از یکی در دومی و اول سطر

است. نادقیق c٠-پوشش یک GΦ که می شود نتیجه است نادقیق c٠-پوشش یک Gx سطر هر این که و ۵ . ٢ لم  به توجه با

دارد. ٧-پوشش دقیق نمونه ی یک Φ با متناظر GΦ آن گاه شود، ارضا Φ دودویی فرمول اگر .۶ . ٢ لم

،(xi = false (یا xi = true اگر می سازیم. زیر صورت به را G′Φ دقیق نمونه ی GΦ برای است. ارضاپذیر Φ کنید فرض برهان.

است. ٧-پوشش یک G′Φ که می کنیم ادعا می دهیم. قرار G′Φ در GΦ گراف i سطر برای (Gfx (یا Gtx یک آن گاه

هستند. ٧-پوشش دو هر Gfx و Gtx که می دانیم دارد. وجود G′Φ راس های جفت اکثر بین ٧-مسیر یک ،۵ . ٢ لم از استفاده با

ارضا باعث و است cj بند در مثبت صورت به xi متغیر کنید فرض دارد. وجود ٧-مسیر یک سطر هر راس جفت هر بین بنابراین

مشابه طور به دارد. وجود pcjd و pcja بین ٧-مسیر یک ۴ . ٢ لم به بنا داریم Gtx یک i سطر در که آن جایی از می شود. بند شدن

است. ٧-پوشش یک G′Φ بنابراین است. اثبات قابل است cj بند در نقیض صورت به xi که حالتی

است. ارضاپذیر Φ آن گاه د، ٧-پوشش دقیق نمونه ی یک Φ با متناظر GΦ گراف اگر .٢ . ٧ لم

٧-پوشش یک نیز G′Φ سطر هر که می شود مشاهده آسانی به است. GΦ برای ٧-پوشش دقیق نمونه ی یک G′Φ کنید فرض برهان.

(یا صعود i سطر در یال ها این اگر هستند. مایل جهت یک در متوالی ستون های بین یال های همه ٢ . ٣ نتیجه به بنا نتیجه در است.

می کند. ارضا را Φ متغیرها به انتساب این که می کنیم ادعا می دهیم. نسبت غلط) (یا درست مقدار xi متغیر به آن گاه کنند، نزول)

یال های از یکی حداقل ۴ . ٢ لم به بنا دارد. وجود pcjd و pcja بین ٧-مسیر یک بنابراین است، ٧-پوشش یک G′Φ که آن جایی از

سطر در یال این کنید فرض است. pcjd و pcja بین مسیر کوتاه ترین طول شدن کم باعث cj بند با متناظر مسیر در ستون دو بین

هستند. نزولی آن متوالی ستون های بین یال های همه که است واضح دارد؛ قرار cj بند در مثبت صورت به xi اگر دارد. قرار i

بنابراین است. اثبات قابل دارد قرار cj بند در نقیض صورت به xi که حالتی مشابه طور به است. cj شدن ارضا باعث xi بنابراین

است. ارضاپذیر Φ

است. NP-سخت مسئله یک ١ . ١ مسئله .٢ . ٨ قضیه
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نتیجه گیری ٣

یک یافتن به علاقه مند نادقیق پوشش یک برای مسئله این در کردیم. معرفی بهینه سازی مسئله ی یک نادقیق پوشش های برای

که دادیم نشان مسئله  به 3SAT مسئله ی از چندجمله ای تبدیل یک از استفاده با هستیم. کشش ضریب کم ترین با دقیق نمونه ی

نشان تبدیل این است. ٧-پوشش دقیق نمونه ی یک دارای شده محاسبه نادقیق پوشش اگر فقط و اگر است ارضاپذیر 3SAT

است. NP-سخت مسئله  این که می دهد
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